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Klausur 1

1.
Gleichungsmatrix:

1 0 3 0 1|38 1 0 30 1 38

2 -1 8 0 1|6 1T —21 0 -1 2 0 -1 -10

5 -2 19 1 3|24 | III-5II |0 -2 4 1 -2 —16

_
1 0 3 0 1 8 10 3 0 1|38

Ny -2 0 1 | 10 01 -2 0 1 10
|0 -2 4 1 -—2|-16| III4+2I] |0 0 0 1 0 4

_—

spezielle Losung: (8, 10,0,4,0)7, allgemeine Losung:
]L:{(a;l,...,:c5)T €R®: 21 =8—3x3 — x5, 22 = 10 + 223 — x5, 24 :4}

2.a) Es liegt eine Basisform mit Basispalten 2 und 4 vor. Die Basislosung ist
1 =0,22 =523 =0,24 = 7.

Das vollstandige Tableau lautet

5 2 -8 1|
2.0 1 -2 0 5 —
1 3 0 -3 1, 7 -
-2 0 1 0 17

Weil §3 = 1 > 0, ist noch keine Optimallésung erreicht. Weil zu dieser Spalte kein
Engpass vorliegt (alle f-Werte in der Spalte < 0), ist das Problem unlésbar.

1
2.b) Es liegt keine Basisform vor, weil die Einheitsspalte ( 0 ) fehlt.
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2.c) Es liegt eine Basisform vor, Spalten 1 und 2 sind Basisspalten. Die Basislosung
lautet

r1 =4, 29 =T7T,23 =0,24 =0
Das vollstiandige Simplex-Tableau lautet:
10 6 5 3
1 2 2 7 72
1 1 0 -3 1 4 4
0 —23 19| 82
Wegen 04 = 19 > 0 liegt keine Optimallésung vor. Losbarkeit kénnte aber noch
gegeben sein, weil der Engpass fiir x4 gleich 7/2 ist. Neue Basisspalte wird Spalte

4, das Element in Zeile 1 ist Pivotelement. Mit dem Zwischenschritt I/2 bekommt
man das Zwischentableau

10 6 5 3
0 1/2 1 1]7/2

1 0 -3 1 4

0 0 —23 19| 82
und mit den beiden Schritten I7 — I und 111 — 191 (Fortschreibung der §-Werte)
dann das Folgetablau
10 6 5 3

0 1/2 1 1 7/2
1 -1/2 -4 0 1/2

0 —19/2 —42 0 31/2
Alle §-Werte sind < 0, daher ist die Optimallésung erreicht. Sie lautet

%,xz =0,23=0,24 = % und hat den Zielwert %

x1 =
2.d) Es liegt eine Basisform mit folgender Basislosung vor:
1 =0,22 =0,23 = 0,24 = 30,25 = 100,26 = 0
Das vollstéandige Tableau lautet

-10 -5 -8 0 0 0
1 2 3 4 5 6 x %
0 4 0 S0 1 0 -1/2 30 |[20] Wegen 62 = 10 > 0
0o 5 0 4 2 0 1 -3 10 25
-0 1, 1 -4 1 0 O 1/2 | 0O -
0 |10 -2 0 0 -5 | 0

ist noch keine Optimallésung vorhanden. Es liegt zudem ein Engpass fiir 2 vor,

d.h. Unlosbarkeit ist nicht zu erkennen.

Zwischenschritt: I — %I ergibt das Ziwschentableau
4/0 1 0 2
50 4 -3 0 1 -3 100
11 -2 1 0 0 1/2 0

Mit IT — 41 und I11 + 1/2I zum néchsten Tableau

-0 -5 -8 0 0 0

1 2 3 4 5 6 z 2
5 2 0 1 0 20 -3 20
0 5 0 o 2 -5 1 -2] 20
10 1 1 0 1 : 0 3 10

0 0o -2 -2 0 -3 =200
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Die §-Werte wurden hier ,neu berechnet®. Weil alle §-Werte kleiner als Null sind,
ist die Optimallésung erreicht.

Sie lautet 1 = 10,22 = 20,23 = 0,24 = 0, x5 = 20, z¢ = 0. Optimalwert ist —200

3.a) det =a® —4a—a=a®—5a=a(a®—5)

N = Q
S &
QO N

H ist invertierbar, genau dann, wenn det(H) # 0, d.h. genau dann, wenn a ¢

{0,v/5, -5}

a 1 2 b1 1
Die erste Spalte von H ! ist Losung des LGS| 1 a 0 ba | =
2 0 a b3 0
(11 2]
det | O a O
Die C Regel besagt: by — — b @1« _ o
ie Cramer-Regel besagt: by = 1 2 = 2@ =8 — =%
det [ 1 a O
| 2 0 a |
1—A 1 2
3.b) det(H — AI) = det 1 1—A 0
2 0 1—A
=(1=2N? =40 =N —=(1-2)=1-X(A=N*=5)=(1-N(\—2\—-4)

Nullstellen: A = 1 und
A2 —4=0=xre{l+51—5}

Also hat H die Eigenwerte A\ =1 >0, \a =145 >0und A3 =1 —+/5 < 0. Da
kein einheitliches Vorzeichenverhalten fiir die Eigenwerte vorliegt, ist H indefinit.

_ 1 o0 k_ 1 1 _ 1 2 243 _ 243
4'a) f(l‘) - 2z + Zk:o(%) — 2z + q — 2z + 2=z 290(2—190) - 4w—2fcz

Dabei ausgenutzt: Geometrische Reihe konvergiert fiir |x| < 1. Die vorgegebene
Reihe konvergiert daher fiir [5| < 1, d.h. insbesondere fiir z €]0; 2.

’ _ 3(4z—2x%)—(2+43xz)(4—4x)
f (:E> - 212
(4z—2x2)
_ 122—62%*—8—12z4+8x+12x>
- (4x—222)?
_ 62%248z—8 __ 3z’44x—4 _  3z%44x—4
T (4w—222)2 T 222(2—=z)2 T 22?7 —8x348z?

(die drei letzten Ausdriicke konnen als Endergebnis gelten)

Alternativ tiber die Darstellung f(z) = % + 2Ex:

fla) ——lp 2 A2 aiasa
2x2 (z—2)2 222 (z—2)2 22T —823+8x2

1204-8) (4z—222)° — (622482 —8)2(4x—222) (4—4x
(122+4-8) (4z—22%) — (627 48z —8)2(4—4x)
(4x—2x2)3
(—242° 432274 32x) — (—482°— 162" +128x—64)
(4x—2x2)3

2423 +4822% —96x+64 3234622 —122+8 4 1 4x3(2—x)®
= - + L =)
(4z—2x2)3 (2z—ax2?)3 (2—x)3 3 z3(2—x)
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(Die letzten vier Varianten konnen als Endergebnis gelten.) Die Rechnung ist we-

sentlich einfacher, wenn man die Darstellung f'(z) = —55 + ﬁ der ersten

Ableitung verwendet und beide Summanden einzeln ableitet. Dann ergibt sich so-
fort die vorletzte Darstellung oben.

Unter der Annahme, dass f” keine Nullstellen auf D ¢ hat, kann das VZ-Verhalten
durch Einsetzen eines Punktes ermittelt werden, etwa x = 1. Dann ergibt sich

fr(1)=Hg=5E =5>0

Damit ist f”(x) > 0 fiir alle x €]0;2[. f ist daher auf Df konvex.

Die Argumentation auf Basis von f”(x) = o x)g + 5= % ist ebenfalls
einfacher, denn dieser Wert ist sicher fiir x € Dy groﬁer als Null. Daher ist f auf

D konvex.

4.c) Wegen der Konvexitit von f ist diejenige Lagermenge minimal, fiir die f'(z) = 0
gilt.

Durch Einsetzen der berechneten Ableitung ergibt sich auf Dy:

2 J—
M—O@Gw 48 —8=0e 2 +4x—é:O

(4z — 222)?
2
\/ g ——i\/ {—273}

In Dy liegt nur x = % und liefert den Minimalwert von f

OJIl\D

5.

Das Kapital nach n Jahren betriagt K, = Ko-q", dabeiist ¢ = 1+p/100 < p = 100(¢—1).
Im letzten halben Jahr wird noch einmal der halbe Jahreszins abgerechnet, d.h. nach n—l—%
Jahren ergibt sich

Knirys = Ko (14 55) = Ko - (1+ 200502) = Ko - (14 951) = Ko g™ - (1+ 57)
dh Kyp10=Ko-q"-(1+ q%l) Nach Ko aufgelost ergibt sich

Ko = Kpny1/2/ (qn (1 + %))
Zahlenbeispiel:
Ko = 30299/ (1,036 . 1,015) ~ 25000, 8

6.a) 8 100zy?  _ 100y*(z®+42)—1002y>(3z*)
° Ox x3+2 - (903—}—2)2
1002342 4+200y? —300x>y?
m3+22
200y2—200z>y
—(x3+2)2
100 2 3,2
= 1o (2y~ — 2z°y*)

& 100zy®  _ 200y
Oy x3+2 — 342
100

=& 3+2)221:y (z® +2)

6.b) partielle Elastizitdt nach x

200y2 —200x3 y2

I w(200y2—200m3y2) o (2y2—2w3y2) _ 2_2g8
100zy2 - 100zy? (z3+2) oy (x342) T z842
342

partielle Elastizitdt nach y

200xy

342 2
100cy2 .

13+2
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o . . 1,2—16 _ 14 _3
Im Falle z = y = 2 ergibt sich%> +2=—335 +2 = 5.

Interpretation: Andern sich beide Preise um 1%, so dndert sich die Nachfrage um
naherungsweise 0,6%.

6.c) Homogenitdt bedeutet: Es gibt r mit f(Az, \y) = X" f(z,y) fir alle A > 0 und fiir
alle z,y > 0

Insbesondere gilt fiir die vorliegende Funktion aber

FeA2)) = B8

A"F(2,2) = 80N

Aus der Homogenitédt von f wirde folgen, dass fir alle A > 0 gilt:

800M\3 r A a7
sxirz — S0N = gxam = A
3
Dann passt aber limy_ o #4_2 = % zu keiner der drei Grenzwertaussagen
oo fallsr >0
limy_oo A = 1 fallsr=0

0 fallsr <0

Also kann die Funktion nicht homogen sein. Der Widersprich ergibt sich aber auch,

weil die Gleichung % = A" (oder eine ahnliche hergeleitete) nur endlich viele
Loésungen haben, keinesfalls aber fiir alle A > 0 giiltig sein kann.

6.d) Gesucht ist die Substitutionsgrenzrate von x gegeben y. Nach Formel hat diese den
Wert

10N . Daf(zy)
2 (Y) = — D flay) r=ux(2)=2

y=2

mit den partiellen Ableitungen aus 6.a) gilt

20012 — 20023y 800 — 6400
D1f(2,2) = o = =56
(z3 +2) e y—2 100
200zy 800
D2f(2,2) = =— =280
2f( ) ) x3+2 $:2’y:2 10
und damit z'(y) = % = 1—70. Der Preis muss sich also ndherungsweise um %Ay

dndern, um die Nachfrage zu halten
7.a) Lagrange-Ansatz:

Vf(z,y,2) + AV (z + 5y — 100) + uV(8y + z — 100) = 0
2+ 5y = 100
8y + 2z =100

fithrt zum Gleichungssystem

yz+A=0
Tz + A+ 8u =0

zy+p=20

x + 5y = 100

8y + z = 100
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Substitution der ersten und dritten Gleichung fiir A und p in die zweite Gleichung
ergibt dort
rz —dyz —8xy =0
x + 5y = 100
8y + z =100
Substitution der zweiten Gleichung fiir x und der dritten Gleichung fiir z in die
erste Gleichung liefert
(100 — 5y)(100 — 8y) — 5y(100 — 8y) — 8(100 — 5y)y =0
& 10000 — 1300y + 40y* — 500y + 40y> — 800y + 40y> = 0
& 120y2 — 2600y + 10000 = 0
& 3y% — 65y + 250 = 0
65, 250 _
373 T

.. . .. 2 =
Dazu gehoéren die Losungen y = % + 4/ (6—5) — @ = % + \/w = %5 +

6
V —1325 = % + %, d.h. die Losungen y = % =5und y = %. Letztere ist wegen

z =100 -8 1% < 0 nicht zuléssig. Es bleibt

<:>y2— 0

y=5

x=100—-25=175

z =100 — 40 = 60
Die Lagrange-Multiplikatoren lauten

A= —yz = —-300

w=—zy = —375

Der Funktionswert fur diesen kritischen Punkt ist
f(75,5,60) = 75560 = 22500

Zum Wertevergleich: Zulédssige Randpunkte ergeben sich dort, wo entweder = = 0,
y = 0 oder z = 0 und gleichzeitig die Nebenbedingungen erfillt sind. Das ergibt
aber stets den Zielwert f(z,y,z) = xyz = 0. Also liegt im kritischen Punkt ein
globales Maximum vor

7.b) Substitution der Nebenbedingungen sollte nach Auflésung
r = 100 — 5y
z =100 — 8y
erfolgen. Das ergibt
= (100 — 5y)y(100 — 8y)
= 40y® — 1300y> + 10000y

Maximiere also g(y) = 40y® — 1300y* + 10000y. Dabei ist y € Dy, = [0;12,5] zu
wéahlen, damit die tibrigen Variablen > 0 bleiben.
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Notwendig fiir lokales Maximum ist ¢'(y) = 120y® — 2600y + 10000 = 0, d.h. (wie
in 7.a))

120y* — 2600y + 10000 = 0
& 3y° — 65y + 250 =0

65 250
@y2—§y+T—0
65 , 35
sy=242
6 6

von den beiden Losungen liegt wie in 7.a gesagt nur y = % =5in Dy

Hinreichend fiir ein lokales Maximum ist g” (y) < 0, d.h. 240y — 2600 < 0; mit y = 5
ergibt sich g”(5) = 5 - 240 — 2600 = —1400 < 0. Es liegt also ein lokales Maximum
VOr.

Randwertvergleich: g(5) = 22500, g(0) =0, g(12,5) = (100 —5-12,5)-12,5- (100 —
8-12,5) = 0. Es ist also in y = 5 tatséchlich ein globales Maximum.

Dazu gehoren die Werte x = 100 —5-5 =75 und z = 100 — 8 - 5 = 60.

Vorteil der Lagrange-Methode ist, dass mit den Lagrange-Multiplikatoren Groéfien
zur Verfiigung stehen, mit denen die marginale Anderung des Optimalwertes bei
Anderung der Soll-Mengen der Nebenprodukte angegeben werden kann (Schatten-
preiseigenschaft von A und p). Insbesondere gilt:

Andert sich die Sollmenge des ersten Nebenproduktes um 1 Einheiten, so dndert
sich der Optimalwert um ndherungsweise —\d; = 3000; .

Andert sich die Sollmenge des zweiten Nebenproduktes um 2 Einheiten, so dndert
sich der Optimalwert um ndherungsweise —ud2 = 37592

Bei einer gleichzeitigen Anderung beider Sollmengen um &1 bzw. 62 Einheiten dndert
sich der Optimalwert um ndherungsweise 30001 + 37562 Einheiten.

In 7.a) wurde die Optimallésung fiir das Problem mit a = 0 geliefert.

Die marginale Optimalwertinderung bei Anderung dieses Wertes ergibt sich durch
Ableiten der Lagrange-Funktion des in a allgemeinen Problems nach a und anschlie-
Bendem Einsetzen der Optimalwerte fiir den Fall a = 0.

Lagrange-Funktion

L(z,y,z, A\, u;a) = z(y + 2a)z + Az + 5(y + 3a) — 100) + p(8(y + a) + z — 100)
Ableitung nach a

2xz + 15\ + 8u
Einsetzen von © = 75, y = 5, 2 = 60, A = —300, x = —375 (und a = 0).

2-75-60 — 4500 — 3000 = 1500

Je marginaler Anderung d,, ausgehend von a = 0 erhoht sich der Output nihe-
rungsweise um 1500 Einheiten.

Der technische Parameter a sollte also grofler als Null sein, um die maximal mogliche
Produktion des Hauptproduktes marginal zu erhohen.

Klausur 2

1l.a) Es gibt die j-te Spalten von A jeweils an, wie viel Kilogramm der drei Rohstoffe

zur Herstellung eines Kilogramms des der Lacksorte L; bendtigt wird. Entsprechend
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beschreiben die zwei Spalten von B die Zusammensetzung je eines Kilogramms der
Endprodukte F;, E2 aus den Lacksorten L, L2 und Ls. Das bedeutet

)£

1.b) Bei der zweistufigen Produktion sind die Verflechtungsmatrizen der beiden Stufen
miteinander so zu multiplizieren, dass die Endprodukt-Verflechtungsmatrix rechts
und die Zwischenproduktverflechtungsmatrix links steht. Es ist also C' = AB =

s

I
RS
[CIEFNIrS
Wi O wl=
[P PV
o

[SUESSHIN

11
1 3
11
i 3
1 7
2 15
1.c) Esbezeichne z die zusétzlich zu kaufende Menge des Grundstoffes R3. Das Ausgangs-
31 3000
LGS % % ‘ 2000 beschreibt die Moglichkeiten, die Endprodukte zu den
3 244000

gegebenen Grundstoffquantitdten von R; und R sowie der um z aufgestockten
Quantitdt von R3 zu produzieren. Mit dem Gauf3-Verfahren kann man das Problem
auf Losbarkeit untersuchen:

13000 1 % | 12000
112000 I—-@I1 | 3 L 2000
oL lat4000 | T 7| L & @+4000
1 12000
II+(_%BI 0 i% —1000
I+ (=31 g ZF o~ 2000
13 | 12000
II— (-2)11 1| 7500
0 —% | z—2000
14 12000 10| 2000
I+ (311 | o 1 7500 I+(=%)I11 | 0 1 7500
0 0 x-50 | 7|0 0]2-500

Lésbar ist das LGS fiir « = 500, d.h. 500 Kilogramm R3 sollten hinzugekauft
werden.

Als Losung liest man aus der obigen ZSF dann ab: Es werden 2000 Kilogramm F;
und 7500 Kilogramm F»> hergestellt.

2.a) Esmiissen drei Schlupfvariablen eingefiihrt werden und das Problem muss in die Mi-
nimierungsform tiberfithrt werden Das Optimierungsproblem lautet dann in Stan-

dardform
—x1 —4x0 — 203 — X4 + 5 — T — X7 L min
Lpyeen, T7,Tg,Tg,T10>0
—x1+x2 —x3+ 35 +Tr7 +28 = 7
—x1 + 2w2 + 224 + w6 + 317 +T9 = 3
2r1 +x2 +x3 + 24 — 627 + 210 = 10

2.b) Die Gleichungsmatrix zu den NB lautet

-1 1 -1 03 0 7 10 07
-12 0 2 01 3 01 0 3
2 1 1 1 00 =6 0 0 1|10
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Wegen der <-Nebenbedingungen in dem Ausgangsproblem sind alle Einheitsspalten
vorhanden, deshalb kann die Phase I iibersprungen werden.

Der kiirzeste Rechenweg bendétigt inkl. Start- und Endtableau genau vier Schritte,
beriicksichtigt dabei jeweils den grofiten positiven §-Wert von links.

Tableau Nr. 1:

-1 -4 -2 -1 1 -1 -1 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 z =
8 -1 1 -1 0o 3 o0 7 1 0 0 7 -
6 -1 2 o0 2 0o 1 3 0 1 0 3 -
10 1 1 1 0 0 -6 0 0 1 10 5
2 2 2 -1 -1 0 -2 0 -1 0 -3
Tableau Nr. 2:
-1 -4 -2 -1 1 -1 -1 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| z =
8/ o & -1 1 3 1 0o i 12 3
5 1 5 1
6,0 5§ 5 5 0 1 0 0 1 58 -
11 L L1 9 0o 30 0o LI 5 -
o 1 1 -2 -1 0 4 0 -1 -1 -13
Tableau Nr. 3:
-1 -4 -2 -1 1 -1 -1 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x =
3 1 1 3 1 1
o0 5 -5 § 1 O 1 7 0 3 3 -
5 1 5 1
0o 2 5 9 1 0 o0 1 3| s 16
13 1 7 9 3 7
Ly ® 5 F 0§ 0 0§ 0 Flu
o -1 2 5 4 0o 0o -1 -1 3| -2
Tableau Nr. 4:
-1 -4 -2 -1 1 1 -1 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "
3 3 1 1 1 1
3,0 5 1 5 0 2 0 0 2 1 16
1 9 1 3 3
11 1 o + 9 _1 9 3 _1 3 g
0 -8 0 10 —4 -3 0 -1 -4 -3 —49

Alternativlosung, wenn man mit den Schlupfvariablen als Basisvariablen startet
und den ersten positiven J-Wert von links auswahlt.

Tableau Nr. 1:

-1 -4 -2 -1 1 -1 -1 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 =z 2
$§ -1 1 -1 0 3 0 7 1 0 0 7 -
9 -1 2 0 2 0 1 3 0 1 0 3 -
10 1 1 1 0 0 -6 0 0 1 10 5
1 4 2 1 -1 1 1 0 0 0]0

Tableau Nr. 2:
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, daher ist die Optimallésung erreicht. Nach Streichen der

-Werte sind < 0
Schlupfvariablen lautet diese Lésung im Ausgangsproblem

2.c) Alle o

Der Maximalwert ist 49.
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3.a) Nach Sarrus ist det(A(t)) = 4 — 4t?. A(t) ist invertierbar genau dann, wenn
det(A(t)) # 0, d.h. wenn 4 — 4t* # 0, d.h. wenn t ¢ {—1,1}

-1 2 2
3.b) Das charakteristische Polynom von A(1) = | 0 2 0 | ist
1 -1 =2
—1—-A 2 2
det| 0 2-Xx 0 | =(-1-M2-X(=2-))—22-2)
1 —1 —2-=A
=61 — A2 =\’

Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

A—XN - AN =02 A6-2-)2)=0
& - AN +X1-6)=0
& -AA=2)(A+3)=0

Nullstellen sind A = 0, A = 2, A = —3. Der kleinste Eigenwert ist A = —3. Dazu
gehort als Eigenvektor ein vom Nullvektor verschiedener Vektor aus Kern(A +313).

Dazu
—1+3 2 2 2 2 2
0 243 0 =10 5 O
1 -1 —243 1 -1 1

Umformung in ZSF :

2 2 2 -1 1 1 -1 1
05 0| I«Irr [ o5 0| III+(=2)I |0 5 0
1 -1 1| |22 2|70 4 o0
1 -1 1 1 -1 1
II— (H)I1 [0 1 0| HI+(-4II |0 1 0 }
710 4 o0 0 0

1 0 1

I+ (1)I1 0 1 0

0 0 O
Losungsvektor, d.h. Eigenvektor zum Eigenwert —3 ist z.B. (1,0, —1)7.

4.a) In der Ubergangsmatrix miissen spaltenweise die Wechsel- bzw. Bleibeanteile ei-
nes Anbieters stehen, die zeilenweise an den Anbietern ausgerichtet sind, zu denen
die Kunden wechseln Fiir Anakonda sind dies 2 (verbleibende Kunden) und ;(zu
Boah! wechselnde Kunden). Fiir Boah! sind dies 3 (zu Anakonda wechselnd) und

2 (verbleibend). Das ergibt die Form P = < )

3
4.b) Multipliziert man etwa P mit sich selber, so ergibt sich

SRl ER T N

ISTSFSIN
ol Ll =

NS

g

B =
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und die mittleren beiden Matrizen heben sich weg, daher ist

-1
p2_ |1 1 > 0|l|% o1 1
-1 2/lo 1|0 1f|-1 3

WL

meL O

|

| Il

1 1
—~ L [l
Sl
SN—

3 Rl =
1
—

—~

| | OSlc‘
SN—"

3

—= O
[
—
BN ISEN{ [V
RIS |
e

| I

1112 —4

= A [Z 47]

- ()" il lF 7
_[e() 44 —ﬂ%j+ﬂ
B+ 1(R) 3

4.c) Die Aufteilung nach n Quartalen betragt

pro- [ AN FGE ()
-2 (=) +32 ()" +32]\d
C(FEGL A E
HEE () )+ )+
()" (37 - 47) +37+ 47

(Hier reicht die Berechnung des ersten Ausdrucks im Marktanteilvektor, weil nur
nach Anakonda gefragt ist.)

Wann der Marktanteil den geforderten Wert von 50% tibersteigt, lasst sich durch
Auflésung der folgenden Ungleichung bestimmen:

R NEALGHE I I TEAE N N
7 28 \ 12 2 7 2 28 \ 12 14 28 \ 12

n 2 10 2
@(3) <Zon>_—250
1 9 log 1%

~ 1, 718

Nach zwei Quartalen ist also die 50%-Grenze iiberschritten.
4.d) Losung unter Verwendung von 4.c): Langfristig lauten die Marktanteile
. 4 n 4
limn, oo (2 — 2% (35) ) = 2 ~ 0,571

diese werden von unten approximiert, d.h. kénnen nicht iiberschritten werden. Das
Ziel eines 60%-Marktanteils kann also nicht erreicht werden.

Losung ohne Verwendung von 4.c): Langfristige Marktanteile entsprechen stabilen
Marktanteilen, d.h. sind Losung des Gleichungssystems Pz = z, d.h. (P —I)z = 0.
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1 1 1 1 1 -4
‘;’] — [ 0 =1 2 3, | lautet 3. Lo-
2l 7o 1 ro1 0 0

sung ist 1 = %332 & xg = %ml. Aus z1 + x2 = 1 (Marktanteile!) folgt z1 + %xl =
le = % = 0.57143. Also kann das Ziel nicht erreicht werden.

IR

Die Zeilenstufenform von [

5.

Das Kapital nach einem Jahr ist

_ /n\"
Kl—K0-<1+%>

100
Zinsfaktor (,effektiven Zinsfaktor®) dar. Der effektive Jahreszinsful errechnet sich als
Nachkomma-Anteil von geg, also als

_ _ /n\"
peff—loo(Qeff_l)—l()O((l—i-%) —1)

Dieser Wert wird um so grofler, je grofler n ist. Mit n — oo ergibt sich in Form der
stetigen Verzinsung der gréffitmogliche effektive Zinsfaktor als
lim 100 ((1 + ﬁ/Tg) — 1) =100+ (e?/1%0 — 1)
Konkret ergibt sich mit n = 12 und p = 5, 3 der Wert peg = 5, 4307 und mit n — oo und
p = 5,3 die Obergrenze lim 100(65’3/100 — 1) ~ 5,4429
n— oo

Der Faktor geg = (1 + p/—"> stellt dabei den fiir den Jahresiibergang wirksamen

Lin(z+1)—(z+1) 55 In(z+1)—1

/
6.a) [fi(z) = (In(e+1))? = (a(@+D)2
’ ﬁ(ln(m—l—l)) —(ln(:n—i—l)—1)2(1n(m—|—1))m_}_1
fi(z) = (In(z+1))3
_ In(z4+1)—2(In(z+1)—1) _ 2—In(z+1)
(z+1)(In(z+1))3 T (z+1)(In(z+1))3

6.b) Notwendig ist f/(z) = 0. Das fithrt auf In(z+1)—1=0<In(z+1) =1 z+1 =
e r=e—1=Tmin

Hinreichend ist f’'(z) = 0 und f”(z) # 0. An der angegebenen Stelle gilt 2 — In(e +
1-1)=2-In(e)=2—1=1>0und (e — 1+ 1)(In(e —1+1))> = e > 0. Also ist
f"(e—1) =1 >0. An der Stelle z = e — 1 liegt also ein lokales Minimum vor.

Lokale Maxima konnen nur noch an den Réndern vorliegen. Da das Definitionsin-
tervall links offen ist, kommt nur noch die rechte Intervallgrenze = = 10 in Frage.
Dort gilt f(10) ~ 4,587 4 und f’(10) ~ 0.24312 > 0. Weil in x = e — 1 der einzige
Vorzeichenwechsel von f’ vorliegt, ist f auf [e — 1,10] streng monoton wachsend,
deshalb ist in = 10 ein lokales Randmaximum.

6.c) Wegen lim In(z+1) =1In(1) =0 und lim (x + 1) = 1ist lim % = +o00. Damit
z—0 z—0 z—0

ist die Stelle zmin Stelle eines globalen Minimums und die Stelle z = 10 nur Stelle
eines lokalen Maximums.

6.d) Das Vorzeichenverhalten von f” legt das Kriitmmungsverhalten von f fest. Ersteres
ist aber durch den Zéhler von f”, d.h. durch 2 — In(z + 1) bestimmt. Es ist 2 —
In(z4+1)>0en(z+1)<2cz+1<e? e r<e? —1x6,3891 = z,. Da
genau an dieser Stelle ein Vorzeichenwechsel von + nach — vorliegt, ist f in |0; x4]
(streng) konvex und in [z.; 10] (streng) konkav.

1 2 1 2
7a) 9 y3z3 _  y3z3 _  f(=,y,2)
° dr =z - 2 T
1 2 ~_2 2
0 y3z3 _ 1y 3z3 _ f(z,y,2)
oy x - 3 T - 3y
102 1 1
iyﬁzﬁ o 2y§z_§ _ 2f(z,y,2)
9z x - 3 T - 3z
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7.b) Die Funktion f ist Null-homogen, d.h. es gilt

7.c)

1 2 1 2 1 2
3/ (A\y)3(A\2)3 3/ A3T8y8,5
FOw, My, Az) = x/ﬁ-ﬁl%é——ﬂi:= x/éf—%%%i—i = \f (2,9, 2)
Fiir homogene Funktionen ist aber der Homogenitétsgrad gleich der Summe der
partiellen Elastizitaten, letztere ist somit Null.

Die Nachfrage betrigt derzeit f(1,2,3) = 4/ y?’ii =3 %ir = 4. Gesucht
r=2,y=8,z=8

ist fiir f die Substitutionsgrenzrate von = gegeben y an der Stellex = 1,y = 2,z = 3.
1

9 1
Diese betrégt—w =—=5 =1L denn
Ef(a::yﬂz) r=2,y=8,2=8 2 12
0 1y 528 187385 1
_f(x,y,z) :_y = — —_ -
ay r=2,y=8,2=8 3 x 3 2 6
’ ’ r=2,y=8,2=8
6_xf($’y’z) e T T T2 T2 T —2
r=2,y=8,2=8 r=2,y=8,2=8

Das bedeutet, dass der Preis von P, auf x = 2+ %Ay verandert werden muss, wenn
der Preis von P> auf y = 8 + Ay abgedndert wird und wenn dabei die Nachfrage
von 4 Einheiten P; ndherungsweise gehalten werden soll.

2 1
7.d) det Hy(z,y, z)o = det (ﬁ [_”i _?ED = mremor <0
3zy 9y2

Daher ist H¢(x,y, z) fiir alle z,y,z > 0 indefinit. Mithin ist f weder konvex noch
konkav.

Notwendig fir ein lokales Extremum in (z, y)T ist, dass es A € R gibt mit
Vf(z,y)+ AVg(z,y) =0
g(x,y) =0
Hier

wmmzc;%) wwwzc)

und damit lauten die Kuhn-Tucker-Bedingungen

y—2x+A=0
z+A=0
z+y=1

Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich y — 22 = ¢ < y = 3x. Eingesetzt in

die dritte Gleichung folgt 4o =1 < x = % und damit y = %.

Weil der zuldssige Bereich in Form des Geradensegmentes M = {z,y : x > 0,y >
0,z +y = 1} abgeschlossen und beschrénkt ist, hat das Problem ein globales Ma-
ximum und ein globales Minimum, welche entweder der oben berechnete kritische
Punkt oder Randpunkt von M, d.h. einer der Punkte (0,1)” und (1,0)% sind. Der
Wertevergleich ergibt

- flry) =ay—2”
2

3 —
i =

1 -2
16 — 16

O = Rlw s
—_ O R
O = ol
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Damit liegt im bestimmten kritischen Punkt ein globales Maximum vor.

Der zugehoérige Lagrange-Multiplikator lautet A = —x = —i. Er bedeutet, dass sich
der Optimalwert sich um nédherungsweise —\Ag = %Ag Einheiten erhoht, wenn sich
der Sollwert 1 der Nebenbedingung um Ag erhoht.

Klausur 3

1.a) Die Ubergangsmatrix enthilt die Wechsel bzw. Bleibe-Anteile der drei Fahrer fiir

1.c) Die Matrix hat die Determinante det(A) =

den Tages-Ubergang, in der ,von“-Richtung spaltenweise, in der ,zu“-Richtung zei-

1 3
2 0 3

lenweise sortiert. Es ist daher A = % 0 %
L1 0
6

10 3\ /L o 3 11,31 3 4 13 3 3
2 _ |1 5 (1 5| — [ 11,39 3 13 5 00

1.b) A® = 3 0 3 3 0 5| = 1§1§+561 sboss 35 55|
L1 o/ \L 1 o0 gl 1o 18492 2 0 1

Die Matrix stellt das Kundenwechselverhalten fiir den 2-Tageszeitraum dar.

13 12 _ o ; i
3% — 5% = 0, sie ist also nicht inver-

tierbar

1.d) Diese Marktaufteilung muss die Eigenschaften Ax = z < (A — I)z = 0 haben,

wobei x ein stochastischer Vektor ist. Das ergibt vier lineare Gleichungen in drei
Unbekannten, welche gelost werden miissen.

%1 0 %\ 10 —%\0
-3 1 5‘0 —(2)1 -3 1 _5‘0
-+ -1 1 o | -F -1 1 0
11 1 |1 11 1 |1
] 1o -%lo 10 -%2/0
H+(§21 0 1 —%\0 Imr+ir | o 1 —%\0
I+ (31 .
waenr |0 73 0| IV4+(=1IT |0 0 0 0
o1 2 00 3 |1
1o -%lo 1o -%o0
01 —210 L 0 1 -4 o
HI eIV | 35‘1 IIT — (3) 111 0 0 15‘§
000 |0 000 |0
1 0 02
F(3)II |0 1 0]
H+(§) 00 1 %
00 00
Die im Zeitverlauf konstant bleibenden Marktanteile lauten also z1 = % To = %,

1
$3:§
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l.e)

1.f)

Das charakteristische Polynom von A lautet

b-a 0 %
det(A —AI) = det 3 -x 2
z 1 =X
(5N N+ 42430 -3 (3
= XN+ IN+i+EA-24+2
= A+ 30+ g

Nullstellen sind A = 0 und die Lésungen von A? — %)\ — % =0, d.h. —% und 1. Die
Eigenwerte lauten also 0,1, —%.

Ein Eigenvektor x zum Eigenwert 1 bedeutet Az = x; wenn es sich dabei gleichzeitig
um einen stochastischen Vektor handelt, so hat man eine stabile Verteilung gefunden
(das ist hier genau eine, die in 1.d) berechnet wurde)

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist ein Vektor z # 0 mit Az = 0. Da 0 Eigenwert
ist, muss es einen solchen Vektor geben. Daran kann man erkennen, dass A nicht
invertierbar ist, sonst wére x = 0, die einzige Losung von Ax = 0.

FEin Marktanteilvektor (a:l,xg,xg)T, der nach einem Tag zum Marktanteilvektor
(a,b,c)T fithrt, muss zum einen ein stochastischer Vektor sein, d.h. die lineare
Gleichung x1 + x2 + 3 = 1 erfiillen. Zum anderen muss er die Gleichungen des
Marktwechsels erfiillen, d.h.

1 a
Al x| =
T3 c

Es liegen also drei lineare Gleichungen fiir den Marktiibergang und eine lineare Glei-
chung fir die Forderung vor, dass es sich bei (z1, z2, xg)T um einen stochastischen
Vektor handelt. Weiter miissen alle auftretenden z; > 0 sein. Es ist also zunéchst
das LGS mit der folgenden Gleichungsmatrix auf Losbarkeit zu untersuchen:

30 2la 1 0 ¢ 2a
20 %2 b 0 %2 b
A O I I B A
11 11 11 11
1 0o & |2
IIJF(_%BI 0 0 0 ba—Q—a
I+ (-¢)1 01 _l‘c_;
IV +(-1)1 01 _i‘l_ga
5
10 ¢ | 2a
0 1 —l‘c—g
IT 5 11T 0005‘1)_%&
01 —%|1-2a
10 ¢ 2
-1 _ga
IV 4 (=) 11 8(1)052—§—a
3
000 | —%—c+1
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Damit das LGS tberhaupt losbar ist, muss gelten, dass b = %a und ¢ =1 — %a.
Jede Losung hat dann die Form

xr1 = 2a—gz

— _a 1, _ 54y _@ae 1, _1_ 1
ro = cC 3—1—52—(1 3a) 3+5z—1 2a+5z
r3 = z

mit einer zunéchst allgemeinen Zahl z € R. Alle drei Werte miissen grofler oder
gleich Null sein, daher muss gelten

2a—gz > 0<:>z§§a
1-2a+1z > 0&2z>10a—5
z > 0

Damit es solch ein z iiberhaupt gibt, muss ga > 10a — 5 sein, d.h. a < %

Dann ist fiir z € [max(0, 10a — 5); 2a] der Vektor z = (z1, 22, 23)T = (2a — Sz,1—

2a+ 12,2)7 ein stochastischer Vektor mit Az = (a,b,c)”.
Die Losung ist also mit Ausnahme des Falles a = % nicht eindeutig.
Z1,...,x4 geben die Anzahl an Stunden an, welche jeweils in Fabrik 1,...,4 ge-

arbeitet wird. Damit lautet das Optimierungsproblem (Gesamtkosten minimieren
unter Erfillung des Auftrags)

10000x1 + 8000x2 + 12000x3 + 800024 min
0x1 + 20x2 + 20x3 + 1524 > 400
20x1 4+ 10x2 + 2023 + 1524 > 500

T1,...,24 > 0

(alternativ mit NB in ,=“-Form).

In Standardform miissen zwei Schlupfvariablen eingefiihrt werden

10000z1 + 8000x2 + 12000x3 + 8000x4 min

Ox1 + 2022 + 2023 + 1524 — x5 = 400

20x1 + 10x2 + 20x3 + 1524 —x6 = 500
T1,...,T4T5,6 > 0

Anmerkung: Man kann im Optimierungsproblem hier auch gleich versuchen, den
Auftrag ,scharf* abzuarbeiten, d.h. mit Gleichungen arbeiten. Das Optimierungs-
problem lautet dann

10000x1 + 8000x2 + 1200023 + 8000x4 - min
0x1 + 20x2 + 2023 + 1524 = 400
2021 + 10z2 + 20x3 + 1524 = 500

T1,...,T4 Z 0

Es ergibt sich in b) die gleiche Losung. Lediglich die Spalten fiir die Schlupfvariablen
entfallen.

2.b) Es miissen in Phase I zwei kiinstliche Variablen eingefithrt werden.

0 0 0 0 0 0 1 1
1 2 3 4 ) 6 7T 8 T %
7,10 20 20 15 -1 0 1 0| 400 40
8 20 10 20 15 O -1 0 1| 500 25
30 30 40 30 -1 -1 0 O | 900
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Spalte 1 geht in die Basis (es konnte hier jede der ersten vier Spalten verwendet
werden, nach der Bland-Regel startet man links), Aufgrund des kleineren Engpass-
wertes 25 verldsst Spalte 8 die Basis. Das neue Tableau lautet (erst Zeile I durch 20
teilen und dann auf die entstehende Gleichungsmatrix die Ummformung I —10 x 11
anwenden):

0o 0 0 0 0 0 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 |z %
o 1 10 % -1 & 1 —3 | 150 10
1 3 1 1
11 5 1 2 0 —-%5 0 5 | 25 50
0o 15 10 £ -1 0 -2 150

Spalte 2 geht in die Basis (auch hier konnten die Spalten 2,3 oder 4 ausgewéhlt
werden). Aufgrund des kleineren Engpasses verldasst Spalte 7 die Basis. Das neue
Tableau lautet (erst Zeile I durch 15 teilen, und in der entstandenen Gleichungs-

matrix die ZUF IT — § x I ausfiihren):

o o0 o o o o0 1 1
12345678:75%
2 1 1 1 1 1
R O T B T T L
1710 35 3 3 ~15 ~3 15 | 20
o o o o o 0o -1 =110

Alle 5-Werte sind kleiner oder gleich Null, der Zielwert ist Null, die kiinstlichen
Variablen sind aus der Basis verschwunden. Phase I liefert also eine Startlésung fiir
Phase II. Die kiinstlichen Spalten werden gestrichen, die J-Werte werden mit der
Ausgangs-Zielfunktion neu berechnet. Das ergibt das Starttableau der Phase 11

10000 8000 12000 8000 0 0
1 2 3 4 5) 6 T %
2 1 1 1
0 1 g ? — 11—5 3—01 10 20
0 0 0 1000 —200 —400 | 280000

Spalte 4 geht in die Basis; wegen des kleineren Engpasswertes verlasst Spalte 2 die
Basis. Mit den Umformungen I x 2 und (mit Zwischen-Tableau) IT — % x I ergibt
sich das Tableau:

10000 8000 12000 8000 O 0
1 2 3 4 5 6 x <
4 2 1
4 0 2 3 1 - i s 20
1 1 —1 0 0 5 - 10
0 —2000 —499 o  —20 1300 1 260000

Weil alle §-Werte kleiner oder gleich Null sind, ist die Optimallésung gefunden. In
dieser Losung arbeitet Fabrik 1 insgesamt 10 Stunden, Fabrik 4 arbeitet insgesamt
20 Stunden, alle anderen Fabriken arbeiten nicht. Die Kosten belaufen sich auf
260000 Geldeinheiten.

Hinweis: Hatte man in Phase I im zweiten Schritt gleich Spalte 4 in die Basis
gebracht, so hdtte man in Phase II mit der Startlosung gleich die Optimallésung
gefunden.

Nimmt man an, dass die Arbeitskosten fiir Fabrik 4 insgesamt ¢ Geldeinheiten
je Betriebsstunde betragen, so berechnet sich der d-Wert von Spalte 4 im Start-
Tableau von Phase II wie folgt:
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4 = 8000 x 1 +10000 x & — ¢ =9000 — ¢

Das Tableau liefert dann bereits die Optimallésung, wenn 44 < 0, d.h. wenn ¢ >
9000. In diesem Fall ist also die in b) gefundene Loésung nicht optimal, weil die
Einfithrung von Variable (Spalte) 4 in die Basis die Kosten erhéhen wiirde. Falls
¢ = 9000, so wire 4 = 0 und die Einfiihrung von Spalte 4 in die Basis wiirde die
Kosten nicht verdndern. Dann wére die Losung aus b) noch optimal.

Fazit: Die in b) gefundene Optimallésung bleibt optimal, wenn ¢ < 9000. Die Kosten
in Fabrik 4 diirfen also — ceteris paribus — héchstens 9000 Geldeinheiten betragen.

(Man kann dies vollig entsprechend auch aus den d-Werten des Schlusstableaus
ablesen, wenn man den Kostenkoeffizienten 8000 der vierten Spalte durch einen
allgemeinen Kostenkoeffizienten c ersetzt.)

n n b(2)"

3.a) Falls a > 0, so ist a, = a43ﬂ:bc3 — 4. %; der zweite Faktor ist konvergent
4 4

mit Grenzwert a # 0, der erste Faktor ist divergent, daher ist die Folge (bestimmt)

divergent.
Falls a = i =8 —__ b :
alls a =0 und b > 0, so ist an 3 go 1+C(§)'n:>>ob

Falls a = 0 und b = 0, so ist a,, = 0 und damit insbesondere eine Nullfolge.

3.b) Den geometrischen Faktor erhélt man durch sukzessive Quotientenbildung aus ag =
675, a1 = 450, a2 = 300, a3 = 200
a; _ 450 _ 2 as _ 300 _ 2 a3z _ 200 _ 2

ag 675 — 3’ a, 450 3’ ay _ 300 _ 3
Damit a1 = %ao, az = %cu, az = %ag. Das wird sinnvoll in Form von a,, = %an_l,
ap = 675 fortgesetzt. Explizit lautet die Folge a, = 675 - (%)n Fiir die ersten 10

Jahre summieren sich die Tantiemen zu

5675+ (2)" = 675250 ~ 189,88
n=0 3 - ~ ’

2
1-3

Die Summe aller - unendlich vielen - Tantiemen ist

S, 675 (2)" = 85 = 2025

1-2
4.
oo
Der Barwert der ewigen Rente ist generell PV, = Z rn/q" zum Zinsfaktor g. Mit der
n=1

vorgegebenen Auszahlungsfolge ergibt sich

e o] (&)

PVo= 3 Tt =g > (&)

n=1 n=1

Diese Reihe konvergiert nur fiir a < ¢, dann hat sie den Wert

a 1
"0y T=ajqg = "0 g-a
Konkret ergibt sich fir p =5, d.h. ¢ = 1,05 und ro = 10000, a = 1,01 der Barwert
1,01 _ 10100 __
PV, = 10000 - T05-101 — 004 — 252500

5.a) Ansatz fiir f(z) = ax® + bxr? + cx + d: Die Funktion muss an den Randstellen 0 und
¢ glatt in die horizontalen Geraden y = 0 und y = 5 iibergehen, d.h. es muss gelten

f(0) =5, f(€) = 0und f(0) = f'(¢) = 0.
Da f'(z) = 3az? + 2bx + ¢, lauten die Steckbrief-Gleichungen fiir f

f0) = 5&d=5
fl(0) # 0&c=0
flo) = 0ealP+b2+5=0

() = 0e3a2+200=0
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Die letzte Gleichung besagt
b= ——éa

Setzt man dies in die vorletzte Gleichung ein, so folgt

10

aZ3—%a€3+5:O<:>a§:5<:>a:£—3

Damit Riicksubstitution
o
Die Funktion lautet somit
flx) = ;83:3 — %—Ex2 +5
mit dem Definitionsbereich [0;¢].
Die Funktion hat damit die Ableitungen

fllz) = Ra*—Ra
) = -39
O

Die Rampe ist am steilsten, wenn f’(x) minimal wird. Das kann entweder an den
Réandern oder in einem inneren Punkt geschehen. Dort muss gelten (Notwendig ist,
das die erste Ableitung von f’, d.h. f” verschwindet)

() =0« 8 egx 42 —O<:>ac—§

Hinreichend fiir ein lokales Minimum ist (zweite Ableitung von f’ gréBer Null)
£ (x) > 0. Das ist hier aber erfiillt: f”(z) = %0 > 0. Es liegt also in z = £

o 2
ein lokales Minimum vor mit dem Wert f'(%) = 52 (%)2 -3 (%) = —25. An
den Réndern ist f/(0) = f'(¢) = 0, daher ist das lokale Minimum auch globales

Minimum.

Die kleinste Steigung betriagt also genau in der Mitte der Rampe —%. Diese Stei-
gung darf hochstens 25% betragen, d.h. es muss gelten

15 20

—20 2~ 1oo<:>ﬁz4<:>6230
Die Rampe muss also mindestens 30m lang sein.

5.b) Das Volumen der Aufschiittung ergibt sich als Langsschnittsflache unter der Rampe
multipliziert mit der Breite der Rampe, d.h. als

5-f(ff(x)dx = 5 f (—2 —%x2+5)dx
= 5-[jz()3x4—3£2x3+5:1:} :é
= 5(5¢—50+50) =24

Fiir eine Rampe der Lange ¢ = 30m werden beispielsweise 375 Kubikmeter Fiillma-
terial benétigt.

6 9 (@—3y)’+aty (2(w—§y)+1)(w+y) ((z—3v)°+a+y)
.a) 8:E :c+y - )2
2(z—3y)(z+y)— (acfgy)2
(z+y)*
_ (z—%y)(Q(r-Fy)—(m—%y))
- (@ +v)”
_ (m—ay)(f“r v)
(z+
o (—iy’tety (2(:r——y)( 3)+1D) (e4y)—((z—3y)°+a+y)
oy z+y - (I+y)2
=3y (—(z+ty)—(z—1y))
B . (z+y)*

(z—35y9)(—2z—3y)
(z+y)?
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x—1y)’+z+y

— 1.2 _ 1.2
6.b) Es ist h(x,y):f(x,y)—lz( —1——(3: 2V) —1—1—1:—(m 2¥)

z+y - zty z+y
N (z—Ly)? )\(wf%y)Q
Az+dy T Azty) T (z+y)

12
Daher ist h(Az, \y) = Az—35Ay)

linear homogen.

= Ah(z,y). Somit ist h

6.c) Die Hauptunterdeterminanten von Hy lauten %ﬁ > 0 und

9)2 y° a? y y _

(2) ((oc—l—y)3 (z+y)® x(w+y)3x(x+y)3> =0

Aufgrund des erweiterten Determinantenkriteriums fiir 2 x 2-Matrizen ist H fiir
alle z,y > 0 positiv semidefinit. Damit ist f auf |0; co[x]0; co[ konvex.

6.d) Wegen der Konvexitéit von f sind alle Punkte mit V f(z, y) = 0 bereits Stellen eines
globalen Minimums. Oben wurde der Gradient
(a=4)(e+20)
(z+y)*
(x—2y)(—2z—1y)

(z+y)*
berechnet. Seine Nullstellen liegen fiir z,y > 0 dort, wo der Zahler jeweils ver-
schwindet, d.h. dort, wo x — %y = 0 ist, d.h. dort, wo y = 2x. In diesem Fall hat die
Funktion gleich unendlich viele globale Minima mit dem Zielwert 1 auf der Gerade
y = 2x.

7.a) Der Lagrange-Ansatz lautet

1
1-A—=0&2=2
NG Ve

1
2-A—=0c1=4

2,/ vy

1

2Vz

VT +y++/z=11

Aus den ersten drei Gleichungen folgt durch Gleichsetzen iiber A
ﬂ:%ﬁ@y:%x,\/}:%ﬁ@z:%x

Setzt man dies in die Nebenbedingung ein, so ergibt sich
Vit+ivr+ivr=1le L/r=1112=236

Riicksubstitution ergibt dann y = 9, 2 = 4. Der Lagrange-Multiplikator lautet A =
2v/36 = 12. Der Zielwert dieser Losung ist f(36,9,4) = 66.

7.b) In dem genannten Problem sind beide Funktionen f und g konvex, denn f ist
eine lineare Funktion und g hat den Gradienten (—%x_%, —%y_%, —%z_%)T
1 —
T 0 0
die Hesse-Matrix ( 0 1y% 0 ) . Fir z,y, z > 0 hat diese Matrix aber lauter
0 0 13
positive Eigenwerte, ist also positiv definit fiir alle z,y,z > 0. Daher ist auch g
konvex.

3—A

=0 \=6yz

und

3
2

Weiterhin ist die Slater-Bedingung erfiillt, denn z.B. fir z = 121,y = 1,2z = 1 gilt
9(x,y,2) =11 — V121 = /1 —/1=-2<0

Insgesamt hat f genau dann ein globales Minimum unter g(z,y,z) < 0, wenn es
A > 0 gibt, so dass

g(z,y,2) <0
Ag(z,y,2) =0
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In 7.a) wurde genau ein kritischer Punkt berechnet, fiir den die Nebenbedingung
aktiv ist und gleichzeitig A = 12 > 0 gilt. Dieser 16st also auch das in 7.b) vorliegende
Optimierungsproblem. Er ist dann aber auch eine Optimallésung fiir das Problem in
7.a), denn weil die NB aktiv ist, ist sie in Gleichungsform erfiillt und das ist gerade
die NB des Optimierungsproblems in 7.a), welches ansonsten mit dem Problem in
(b) iibereinstimmt.

7.c) Dies ist fiir das Ausgangsproblem der Randwertevergleich. Weil namlich die Wur-
zelfunktionen in x = 0 bzw. y = 0 bzw. z = 0 nicht differenzierbar sind, kénnen
mogliche Extrema mit der Lagrange-Methode dort nicht ausfindig gemacht werden.
Man muss nunmehr folgende Falle tiberpriifen:

i)

ii)

iif)

r=0,y,2>0mit /y+z=11

Wie in 7.a) bekommt man mit der Lagrange-Methode das Gleichungssystem

1
2-A—=0&A=4y
2,/ vy
1
2Vz
VI+Vz=11

3-\ =0& A=6vz

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt 4,/ = 6y/z < \/z = 2,/y & 2 = 5.

FEingesetzt in die NB folgt: 3\/5 =11 &y = (%)2 = 1989 — 43,56 und

25
4 (33\2 _ 484
z=3(%) =483 =19.36

Der kritische Punkt hat den Zielwert f(0, %, %) = 72—6 =145.2
y=0,z,2 >0 mit /T + 2z =11
Wie in 7.a) bekommt man mit der Lagrange-Methode das Gleichungssystem

1
l1-A—=0&2X1=2
2\/x < Ve
1
2v/z

VT +/z=11

3\ —0& A=6yz

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt 2/z = 61/z < /z = £z & 2 = .

Eingesetzt in die NB folgt: %\/@ =11 y= (§)2 = 1089 _ 68.063 und

; 4 6 -
z=5 (%) =1 =17.5625
Der kritische Punkt hat den Zielwert f(232, 0,121) = 393 — 90,75
z=0,z,y > 0mit /x + ,/y =11

Wie in (a) bekommt man mit der Lagrange-Methode das Gleichungssystem
1
1-A—=0 =2
NG ve

1
2—-A—=0<2A=4
2y vy

VT 4y =11
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Aus den ersten beiden Gleichungen folgt 4,/y = 2/z & /y = %\/@ Sy = %$.
Eingesetzt in die NB folgt: 2\/z = 11 & z = (ﬁ>2 = 1936 — 7744 und

) 4 5 25 -
_ 1 (44 _ 484 _
y=1(%) =2 =19.36

Der kritische Punkt hat den Zielwert f(%, %, 0) = % =116.16
iv) x,y =0, z =121 ergibt den Zielwert f(0,0,121) = 363
v) x,z=0,y =121 ergibt den Zielwert f(0,121,0) = 242
vi) y,z =0, x = 121 ergibt den Zielwert f(121,0,0) = 121

Insgesamt kommen folgende Punkte mit folgenden Zielwerten in Frage

Nr. x Y z f(z,y,2)
0 36 9 4 66
1 0 1989 = 43,56 | 2 =19,36 0 = 145,2

1089 121 363
2 EG - 68, 063 - 0 16 - 7, 5625 293 - 90, 75
4 0 0 121 363
5 0 121 0 242
6 121 0 0 121

Man erkennt, dass der optimale Punkt bereits in 7.a) gefunden wurde.

7.d) Hier ist die marginale Anderungsrate des Optimalwertes fiir das Ausgangsproblem
(d.h. den Fall a = 0) gesucht.

Die Lagrange-Funktion des parametrisierten Problems lautet
Lo(z,y,2,\) =2+ 2y + 3z + (11 — gate y%"’_a - z%"’_a)
=x+2y+3z+ A(11 — er@ G ta) _ n(@)(5+a) _ eln(z)(%"’_a))
Leitet man diese partiell nach a ab, so ergibt sich

aLa(é’Ev Y, Z) — )\(_ ln(x)eln(w)(%—&-a) N ln(y)eln(y)(%—f—a) o ln(z)eln(z)(%—i-a))
a

= A\— ln(a:)xé"’_a - ln(y)y%+a - ln(z)z%_m)

Setzt man nun die Werte x = 26, y = 9, 2 = 4, A = 12 und a = 0 ein, so ergibt nach
nach dem Envelope-Theorem die marginale Anderungsrate des Optimalwertes fiir
das Ausgangsproblem, d.h. der Wert

12(—1In(36)v/36 — In(9)v/9 — In(4)v4) ~ —370,38 < 0

Durch marginale Erh6hung des Exponenten, d.h a > 0 kénnen also die minimalen
Kosten verringert werden.

Klausur 4
1 2 3 7|34 s (12 0 1| 22
1ta) [ 0o 1 3 5 17 | M=EY 1 0 -1 5
0 1 24 0 0 1 2 |4
1 0 0 3 |12
oot o0 -1 s
00 1 2 |4

d.h. (schon fiur b)) z1 =12 — 3z4, 22 =5+ x4,23 =4 — 224
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1.b) Losungsvariante 1 mit Substitution:
Weil nur eine freie Variable in der ZSF vorliegt, kann man das Problem direkt durch
Substitution 16sen. Aus der ZSF erhélt man fir die Zielfunktion durch Substitution
der Nichtbasisvariablen z1,z2,x3

221 + 52 + 2w3 + Twxa = 2(12 — 3x4) + 5(5 + 24) + 2(4 — 224) + Twa = 57 + 224

Aus den Gleichungen fiir x1,z2,z3 folgt, dass x4 den Engpass 2 hat. Auflerdem
ergibt sich aus der Zielfunktion , dass x4 so groff wie moglich sein sollte, damit
der Zielwert maximal wird. Es folgt x4 = 2 und daraus z1 = 12 — 3x4 = 6, x2 =
S54x4=7,23=4—2x4=0.

Losungsvariante 2 mit Simplex-Algorithmus und Zeilenstufenform aus
a):
Das Maximierungsproblem wird durch Multiplikation der Zielfunktion mit (—1) in
ein Minimierungsproblem (Standardform!) tiberfiihrt, welches die gleiche Losung
hat:

—2x1 —bxes —2x3 —Tx4 min
r1 +2x9 +3x3 +Tx4 = 34
ro +3x3 +dbrgy = 17

r3 +2x4 = 4

x1, x2, x3, T4 = 0

Mit der Zeilenstufenform aus a) kann
nun das Starttableau aufgesetzt werden:

Das Tableau ist noch nicht optimal,
Spalte 4 geht in die Basis, Spalte 3 ver-
lésst die Basis. Das ergibt ein Zwischen-
tableau (I111/2)

-2 -5 -2 -7 T
—2 1 0 0 3 12
-2 -5 -2 -7 v x/f -5/ 0 1 0 -1 5
-2 1 0 0 3 12 4 0 0 1/2 1 2
=5 0 1 0 -1 5 - 0 0 0 2 -57
—2 0 0 1 2 4 2
0 0 0 2| —57 und als Folgetableau (I =311, IT+ 111,
IV —2II1):
-2 =5 -2 =7 T
2 1 0 -3/2 0 6
-5 0 1 1/2 0 7
Delta-Wert-Zeile (Alternativrechnung): 7 0 0 1/2 1 2
1] 61=(=2)3+(=5) (~1) +(-2). 0 0 -1 o6l
2 (=7) =2 . . .
Alle §-Werte sind kleiner oder gleich
[2] Zielwert: (—2)-124(=5)-5+(—2)- Null, d.h. die Optimall6sung ist erreicht;
4 = -57 sie lautet x1 = 6,220 = 7,23 = 0,24 = 2.

Losungsvariante 3 mit Zweiphasenmethode und Bland-Regel:
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Wie in Variante 2 wird zunéchst die Standardform hergeleitet:

!

—2x1 —bHxe —2x3 —Tx4 min
r1 +2x0 +3x3 +Txa = 34

ro +3x3 +5x4 = 17

r3 +2x4 = 4

x1, x2, x3, T4 = 0

In Phase 2 werden zwei kiinstliche Variablen benétigt, das Problem in Phase 2

lautet:
x5 +xe ; min
xr1 +2x2 +3x3 +Tx4 = 34
Tro +3x3 +dra +xs = 17
x3 4214 +x6 = 4
1, T2, T3, T4, 5, Tre > 0

In folgenden Schritten wird nunmehr Phase 1 gelost, dabei wird immer die Bland-
Regel angewendet!. Die Pivot-Elemente sind markiert:

Starttableau (noch nicht optimal) 60 0 0 0o 1 1| x x/f
0 0 0 0 1 1]lx xf£ 0 3z 1 3 3 0017 F
1370034171—%031000
0 1 3 5 1 017 17 1 0 0 1 2 0 1| 4 4
o 0 1 2 0 1 4 - -+ 0 2 I 0 o0 4
0 1 4 7T 0 02 Es koénnten Spalte 3 oder 4 in die Basis

Hier kénnten Spalten 2,3 oder 4 in die gehen, nach der Bland-Regel also Spal-

Basis gehen. Nach der Bland-Regel geht  te 3. GemiB Engpass geht Spalte 5 aus

Spalte 2 in die Basis. Anhand der glei- der Basis (Achtung: es ist zulissig, den

chen kleinsten Engpésse konnte Spalten Engpass 0 /% = 0 zu bilden. Das bedeu-

1 oder Spalte 5 die Basis verlassen. Nach  tet hier allerdings, dass sich die Werte

der Bland-Regel wird Spalte 1 verwen- auf der rechten Seite nicht &ndern, sie

det. D.h. es verldsst nicht sofort eine werden lediglich einem anderen Set von
kiinstliche Spalte die Basis. Nimmt man Basisvariablen zugeordnet.).

statt dessen Spalte 5 aus der Basis, so ist

die Rechnung schneller (siehe Losungs- Zwischenschritt: 11/

variante 4) 0 0 0 0 1 1] x x/t

Zwischenschritt: I/2 0 1 1 2 I 0 o017 3
0 0 0 0 1 1 x x/f -3 0 1 1 2 0 0 -
: 1 2 I 0 0 17 1,0 0 1 2 0 1|4 4
0 1 3 5 1 0 17 17 -5 0 3 I 0 0 4
o o 1 2 0 1| 4 — . 3 3
0 1 4 7 0 o0l al Folgetableau mit I—5 11, IT1—511,1V —

S1II (noch nicht optimal)

Folgetableau mit I1 — I,IV — I (noch

nicht optimal)

!Bland-Regel fiir den Basiswechsel: Bei mehreren positiven Delta-Werten geht immer die am
weitesten links stehende Nichtbasisspalte mit positivem Delta-Wert in die Basis. Bei mehre-
ren kleinsten Engpéssen verldsst immer die am weitesten links stehende Basisspalte mit dem
kleinsten Engpass die Basis.
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—_

X

x/f

X

x/f

= o

[SMIN]

= O O

17

170
-0
12

= o

Wl

w o O

17
0
12

17

Es koénnen Spalte 1 oder 4 in die Basis
gehen. Geméaf3 Bland Regel also Spalte 1.
Dazu verldsst Spalte 6 die Basis (kleins-

—
W= Wl
o

(e

|

|
oo O = O

ol O = OO

ter Engpass 12).

Zwischenschritt: 111 -3

0
2
1
1
1

wlo] Wl

0

4

1 .
1o

Wl =

oo O | O

OO = O O

4

Folgetableau mit I—111, II—{—%III, 1V —

x/f

ot

12

o= O O O

oo O = O

OO = O O

Dieses ist das Schlusstableau von Phase I. Der Zielwert ist Null, es gibt also eine
Startlosung fur das Ausgangsproblem. Die zugehorige Basisform und das Startta-
bleau von Phase 2 erhalt man durch Streichen der beiden kiinstlichen Spalten und
durch Verwendung der Ausgangszielfunktion der Standardform:

Starttableau (noch nicht optimal

-2

-5

—2

Folgetableau mit I 4+ I1, 11 —311,1V —

w2l

0
0
1

1
0
0

NG O

x/f

0

0

0
1
0
0

Zwischenschritt: 11/2

-2

-5

-2

SN NN

O l= O O

—61

x/f Alle 5-Werte sind kleiner oder gleich

5
2
12

— Null, d.h. die Optimall6sung ist erreicht;
sie lautet x1 = 6,22 = 7,23 = 0,24 = 2.

ol—= O O

oo O

Ol o N O

-7

Losungsvariante 4 mit Zweiphasenmethode, aber ,,geschickt* gewidhlten

Basiswechseln ohne systematische Anwendung der Bland-Regel:

Wie in Losungsvariante 3 wird zunéchst das Hilfsproblem aufgestellt. Dann werden
folgende Basiswechsel durchgefiihrt (Pivot-Elemente fiir den Basiswechsel jeweils
hervorgehoben)

Starttableau:

0

X

x/f 0

0
2

—= W W o

34
17
4

17 Y

o = OO

17 1

1
0
0
0

0
1

I G2 SN )

OO = O

Ol= O O

21

oo O = O

0

O = O O

Schlusstableau von Phase I mit I +
3II1,11 —3I11,1IV —1III1

Folgetableau mit I — 211, IV — II (noch
nicht optimal)
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0 0 0 O 1 1 x  x/f -2 -5 -2 -7 X x/f
o1 0o 0o 3 -2 3 12 -2 1 0 0 3 12 4
0 0 1 0 -1 1 -3 1| 5 -5 0 1 0 -1 5 —
0,0 0 1 2 0 1 |4 o o0 3 1 2

0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0 2 —57

Spalten 5, 6 streichen. Starttableau von Schlusstableau mit [ — 3II1,11 +
Phase II mit der Zielfunktion der Stan- [II,IV — 211
dardform:
-2 -5 =2 -7 X x/f
IR R i I

_5 0 1 0 1 5 - ! ! % ) !

- - - -7, 0 0 i 1 2

-2 0 0 1 42 0 0 -1 0 -6l

0 0 0 2 —57

Alle 6-Werte sind kleiner oder gleich
Null, d.h. die Optimallésung ist erreicht;
sie lautet x1 = 6,22 = 7,23 = 0,24 = 2.

Zwischenschritt: 111/2

Vergleich der Losungsvarianten 2,3,4:

Bei Losungsvariante 4 werden die Basiswechsel in Phase 1 in der gleichen Rei-
henfolge wie in Teil a) durchgefiihrt, d.h. es wird die Zeilenstufenform hergeleitet.
Deshalb ist Phase 2 dann identisch mit der Losungsvariante 2. Bei Losungsvariante
3 wird mit der Bland-Regel dieselbe Startlésung wie in Variante 2 bzw. 4 herge-
leitet, allerdings mit ,,permutierten“ Basisspalten. Deshalb besteht auch in dieser
Losungsvariante die Phase 2 nur aus einem - und prinzipiell auch dem gleichen
- Basiswechsel. Weil nicht immer zur Zeilenstufenform eine zuléssige Losung ge-
hort, lassen sich nur die Losungsvarianten 3 und 4 auf andere Beispiele iibertragen.
Losungsvariante 1 ist zudem nur moéglich, weil es nur eine freie Variable im LGS
gibt.

Zunichst werden die NQrmalgleiChungen aufgestellt, dies erfolgt durch Berechnung
der Skalarprodukte (a(@)’a(3)> und <a(z)’y>

Die Normalgleichungen werden mit dem Gauf}-Verfahren oder unter Verwendung
des Taschenrechners gelost

20 4 0 52 20 4 0 52 0 —26 0 52
4 6 0,0 |- 2 3 0 0 |=>|2 3 0 0
0 0 5| -5 0 0 1] -1 o 0 1 -1
0 1 0 -2 0 1 0 -2 0 1 0] -2
2 3 0/ 0 |=|2 00 6 |=-|1 0 0 3
0 0 1/|-1 0 0 1|-1 0 0 1/|-1
2 0 0 6
Die gesuchte LK ist also (3) 8 +(—2) ; +(-1) 12 = _05
4 1 0 10

Erster Hinweis ,,Scheitelpunkt“: Scheitelpunktform
f(z) =a(z — (=5))? =3 = a(z + 5)? — 3 mit geeignetem a € R.
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Zweiter Hinweis , Tangente*: Punkt-Steigungsform
g(x) = f'(z0)(x — x0) + f(x0) mit 20 = f(—5) = =3 und f'(z0) = —28

Andererseits Ableitung: f'(z0) = 2a(zo + 5)
Daraus mit o = —3 Gleichung 2a(—3+5) =28 = a = —7

Schliefilich Normalform:
f@) = (-T)(x +5)? =3 =—T2% = 702 — 175 — 3 = T h? + (=70 )= + (-178])

Die blaue Figur links ist ein Kreis mit Radius ro = 1. Der Flacheninhalt, d.h. auch
der Inhalt der blauen Flache betragt Ag = 7 - 12 = 7. Ist A der Inhalt der blauen
Flache in der Figur rechts, so ist der Flachenanteil dann 100-A/Aq = % Prozent.
Es ist also A zu berechnen.

In der zweiten Figur tiberlagert eine weifle Figur mit Inhalt A; die blaue Figur, der
Anteil der (sichtbaren) blauen Fliche ist dann Ag — Aj.

Die weifle Fléache ist proportional zu ihrer Bogenldnge B; und zu ihrem Radius 71,

— der Radius ist 71 = % T =3,

w

—  Der Vollkreis zum Radius r1 hat Flache 71'7“%.

— Das Bogenmaf der Kreissektoren betrigt das %—fache des Bogenmafles der vo-

rigen Figur (des Vollkreises), also a1 = 2 - g = 3 - (2m).

—  Der Anteil des Kreissektors am Vollkreis entspricht dem Anteil des Bogenmafles
an der gesamten Kreislinie.

3
Z~27r
27

e = (3

— Alsoist Ay = - r? =
Damit ist der Inhalt der blauen Fléache in der zweiten Figur Ag — A1 =7 — 7 - (%)3

In der dritten Figur wird die weile Fliche A; von zwei blauen Kreissektoren Ao
iiberlagert, damit erhoht sich die gesamte blaue Fliache wieder, sie betragt nun
Apg — A1 + Az

Asg setzt sich wieder aus zwei Kreissektoren zusammen, die Fléache ist proportional
zum Radius r2 und zur Bogenldnge B2

— Esist ro = % ‘T = (%)2.

—  Der Vollkreis mit Radius ro hat Inhalt = - r% =7- (%)4 und Umfang 27re =
2m - (3)2.
— Das Bogenmaf3 der Kreissektoren betriagt das %—fache des Bogenmafles der vo-

rigen Figur, also as = % S = (%)2 227

—  Der Anteil des Kreissektors am Vollkreis entspricht dem Anteil des Bogenmafles
an der gesamten Kreislinie.

— AlSO ist Alzg—zﬂ"r‘%:(%)2ﬂ"r%:ﬂ'(%)6

Damit ist der Inhalt der blauen Flache in der dritten Figur Ag — A1 + As =7 —m-
(3247 ($)°

Mit g = ?—1 gilt offensichtlich A = (1 —¢®* +¢®* —¢° £ ---) = 7~ > (—D)Fg3F =
k=0

= . 3\k _ _m
[ Z ( q ) — 1143
k=0
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[9] Der gesuchte Anteil ist 1002 = % =100 - 31 =| 70,3297 | Prozent.

5.

Es handelt sich hier um die Kapitalwertformel bei konstanten Rickfliissen. Da der interne
Zinsfufl gegeben ist, muss der Kapitalwert Null sein, d.h.

7_
0 = —1000000 + H35% 55 + 200000

Aufgeldst nach r ergibt sich r = (1000000 — 200000 . LOG-0.00 , 71913, 50,

6.a) Berechne zunichst die Ableitung von f mit der Produktregel: f'(z) = 1-e” +xé” =
(1+x)-e”.
Dann gilt f'(z) >0< (1+2)e”* >0& 1+2 >0 2 > —1 sowie f'(z) < 0 &
r < —1.

Die Funktion ist also auf [—1;00[ streng monoton wachsend (eigentlich nur auf
| = 1; o0, aber die strenge Monotonie kann auf [—1; co[ erweitert werden).

Dies ist dann auch das groftmogliche Intervall, eine weitere Vergréflerung wiirde

Teile links von —1 mit einbeziehen, wodurch die Funktion nicht mehr streng mono-
ton und dann nicht mehr invertierbar wére. Anzugeben ist also xo = .

6.b) Mit der Umkehrfunktion W gilt: Per Definition einer Umkehrfunktion gilt f(f~*(z)) =
x, also hier f(W(z)) = x. Daraus ergibt sich e (*) . W (z) = [z].

Fiir die nachste Teilaufgabe: Daraus folgt e

6.c) Fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion gilt (f~1)’(z) Hier also

_ 1
= )
W'(z) = Fawvey
_ 1
= W) ®
1
T W@ ws

o 1w ()
7.a) Die Funktion ist als Polynom (total) differenzierbar, es gilt die lineare Approxima-
tion f(x,y) ~ f(10,10) + D1 f(10,10)(x — 10) + D2 f(10,10)(y — 10)

Dabei ist f(10,10) = 1000 und V f(z,y) = (—=3z*|20y), d.h. V (10, 10) = (—300|200).Daraus
folgt f(z,y) ~ 1000 — 300(z — 10) + 200(y — 10) und daraus die beiden speziellen
Approximationen

£(z,10) ~ 1000 — 300(x — 10) + 200(10 — 10) =[ —300 |z +[ 4000
£(10,) = 1000 — 300(10 — 10) + 200(y — 10) =200 y + (| —1000 |)

7.b) Gesucht ist die Richtungselastizitédt e;((10/10), (1| — 1)). Dazu zunéchst der Elas-

tizitatsgradient
_ (zD1f(z,y) | yDaf(z,y)
Ef(m’y)_( f(z,y) ‘ f(z,y) )
(10 x D1 £(10,10)| 10 x D2(10,10)\ _ (10 x (=300) |10 x 200\
¢(10,10) _< (10, 10) (10, 10) >_< 1000 1000 >_( 312)
Schliefllich

€£((10[10), (1| = 1)) = (=3) x 1 +2x (—1) =

|
H
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of/o D> f(10,10 200
7.c) Gesucht: GRS(z|y) = 0z /0y = _(9;;81 = _Dij‘iglo 10; =~"300 = 2 (gerundet )

7.d) Der Erlés ist g(z) = z - f(x,10) = = - (1000 — 2 + 10 x 10?) = 2000z — z*. In
einem lokalen Maximum von g gilt ¢'(x) = 0 < 2000 — 423 =0 23 =500 & x =
/500 ~ 7,937 . Die zweite Ableitung ist ¢”(z) = —12z2 < 0 fiir alle > 0 daher

ist g konkav. x ~~| 7,937 | ist also Stelle eines globalen Maximums.

8.a) Notwendig fiir ein lokales Extremum ist V f(z,y) = 0. Es ergeben sich die beiden
kritischen Punkte z =2,y =8 und x =4,y = 10

322 — 220 +4y =0 N 322 — 220 +4y =0 N 322 — 22z +4(x +6) =0
—4dy+4x+24=0 y=1x+6 y=x+6

322 — 182 +24 =0 r=2oderxz =4
= =
y=x+6 y=x+6

Ob ein lokales Extremum vorliegt und falls ja, von welcher Art es ist, , priift man
mit den Hauptminoren

2
2 2 2 2
P, y) = 2f = 60—22 und ha(w,y) = 2k 0f - (gx;j) — (62—22)(—4)—(4)? =
72 — 24x

[1] h1(2,8) = —10 < 0 und h2(2,8) =24 > 0. In z = , Yy = liegt ein lokales

Maximum vor.

[2] hi1(4,10) = 2 und h2(4,10) = —24y0. In = = , y = liegt kein lokales

Extremum vor.

8.b) Lagrange-Ansatz:

322 =22z +4y+X-1=0 322 — 22z + 4y = —4y + 4z + 24 N 322 — 26z + &
—dy+4r+244+X-1=0 A=4y —4dx —24 A=4y —4x

Substituiert man die Nebenbedingung = + y = 15 als y = 15 — x in die erste obige
Gleichung, so gilt weiter

322 — 26 + 8(15 — x) = 24 N 322 — 342 + 96 = 0 N z =6 oder z = 22
A=4y —4dx —24 A=4dy —4x —24 A=4dy —4dx—24
Riicksubstitution ergibt
16 29 29 16 20
« w=[6y=[9A=4%x9-4x6-24=]-12]baw.

9.a) F(x) = ix4—a-%x3—%x2+ax:-x4+()'a$3+()$2+a$

9.b) Sind die Flachen inhaltsgleich, so miissen die Integrale zwischen [0; zo] und [zo; 1]
betragsméfBig gleich sein. Da man aber der Skizze begriindet entnehmen kann, dass
die Integrale verschiedenes Vorzeichen haben, so kann man schlieflen, dass gelten

muss: ! z)dxr = 0. Mit der Stammfunktion aus dem 1. Teil folgt also
s f=@) g

F(1)—F(0)=0& f—2a—34+a=0& 2a=;<a=23=|0,375
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10.a) F(z,y) = //f(x,y)d:cdy

= /(/(1—ax—(1—a)y)da:) dy

1
= / <.CU - éaxQ —(1- a)my) dy
= zy-— %aa:2y - %(1 — a)zy?
= % <2acy — a:r2y + aacy2 — a:y2>
= 10,5/ ( — az’y + axy® — zy? + 2xy>

10.b) Mit dem unbestimmten Integral von f ergibt sich der Wert des Integrals als

//f(a:,y)d:cdy = F(1,1)— F(1,0) — F(0,1) + F(0,0)
’ = 3(-at+a—-1+2)

Klausur 5
5/6 0 0
1.a) Fiir ¢t = & lautet die Ubergangsmatrix A= | 1/6 2/3 1/2
0 1/3 1/2
5/6 0 0 900 750
Nach einem Monat | 1/6 2/3 1/2 0 | = {150
0 1/3 1/2 0 0
5/6 0 0 750 625
Nach zwei Monaten | 1/6 2/3 1/2 150 | = | 225
0 1/3 1/2 0 50

1.b) Keine Anderung der Spielstufenanteile, wenn Az = x, d.h. (A—I)x = 0. Die Matrix
A — I wird in ZSF tberfihrt

1-t—-1 0 0 —t 0 0 -1 0
I/t 11/t 111/t
t 1-2t-1 3t =t =2t 3t — 1 -2
0 2t 1-3t—-1 0 2t =3t 0 2
1 0 0 1 =0
0 1 —3|dh ¢ 22=2as
0 0 O x3 beliebig

Mit 900 Spielern gilt zugleich 1 + x2 + 3 = 900, d.h. %xg + 23 = 900 & gscg =

900 < x3 = 360. Daraus folgt schliellich x2 = %:Cg = 540.

3
Ja— A 0 0
2.a) Das charakteristische Polynom ist p(\) = det 0 2 3 = (
0 3 10\
i 1
ta-Ndet (1570 41 ) = (Ba-A) (A2 —3r4 1L
sa — \)det 3 0’ _(Za—)( - +1—6)
1 4

Eigenwerte des ch.P. sind Nullstellen des ch.P., also A = f’—la = 0.75a und \ =
S+4/2 -1, dh.A=7=0,25und A= L =2,75.

0
-3
-3
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2.b) * Der erste Eigenvektor ist (1,0,0)”, denn A - (1,0,0)" = (24,0,0)" = 2.
(1,0,0)T.
% Der zweite Eigenwert ist i ,denn A-(0,-3,1)T = (0, —%, i T = -i(O, -3,1)7T.
*  Der dritte Eigenwert ist also 14—1.Der zugehorige Eigenvektor wird als spezielle
Lésung des LGS (A — 1)z = 0 bestimmt:

%a — % 0 0 %a — % 0 0
0 % — % % = 0 —% % , Zeilenstufenform:
0 3 10 11 0 3 _1
1 1 1 1 1
1 0 O 0
0 1 —3 | mit Eigenvektor [ 1/3
0 0 O 1

3.

Zunichst Faktor 3 abspalten: 3z° + (21a — 12)2% 4+ (12 — 84a)x + 84a = 3(z>® + (7a —
4)x® + (4 — 28a)z + 28a)

Offensichtlich muss der konstante Faktor im gesuchten Ausdruck 3 sein.

Hinweis: Dieser erste Schritt ist zwar nicht unbedingt nétig. Man kénnte mit einem
unbekannten Faktor weiterarbeiten, aber das macht die folgende Rechnung komplizierter.

Gesucht also: Darstellung p(z) = 2 + (7a — 4)2? + (4 — 28a)z + 28a = (x + 7)*(x + sa)
mit r,s € R

Da die Aussage fir alle a € R gelten muss, ist es wichtig anzunehmen, dass die ge-
suchten r, s von a unabhéngige Terme sind. Fiir die weitere Rechnung gibt es mehrere
Moglichkeiten:

Losungsweg 1: Nullstellen raten und mit Polynomdivision abspalten:

—  Multipliziert man (z + 7)*(z + sa) aus, so erhilt man das konstante Glied 72sa,
welches gleich 28a sein muss. Es gilt also 7%s = 28 (Die Gleichung sollte fiir alle a
gelten, d.h. insbesondere fiir a # 0, so dass man 7?sa = 28a durch a teilen darf).
Hinweis: Es ist hier nicht notig, komplett auszumultiplizieren, wie etwa im zweiten
Losungsweg, man muss nur das ,konstante Glied* r?sa ablesen.

—  Wie bei nichtparametrischen Polynomen vermutet man nun ganzzahlige Werte fiir
r,s also r = +2 und s = 7. Eine Nullstelle von p wiare demnach x = —7a. Hiermit
wird das Horner-Schema durchgefiihrt.

- 1 7a—4 4-—28a 28a
—7a | 0 —Ta 28a —28a
1 —4 4 0

—  Also p(z) = (2® —4x +4)(z + 7a) = (z — 2)*(x + 7a) Die gesuchten Werte sind also
r=—-2und s="71.

—  Bs folgt 32% + (21a — 12)2* + (12 — 84a)x = (x + ())2(x + a)

Losungsweg 2: (x + 7)%(x 4 sa) ausmultiplizieren und r, s durch Koeffizientenvergleich
ermitteln

—  GemiB des Musters in der Aufgabenstellung muss das Polynom x* + (7a — 4)x? +
(4 —28a)x 4 28a eine doppelte Nullstelle und eine einfache Nullstelle haben, welche
ein Vielfaches von a ist. Es hat also die Form
23 4 (Ta — 4)x* + (4 — 28a)x +28a = (x+7)*(x + sa)
(2% + 2rz + 1) (z + sa)
x4 2rz® + r?x + sax® + 2rsax + r’sa
d.h. 2® 4 (7Ta —4)2® + (4 — 28a)x +28a = 2° + (2r + sa)x? + (1% 4 2rsa)z + r2sa
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—  Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich: 2r4+sa = Ta—4
2 +2rsa = 4—28a
r’sa = 28a = r’s=28
Man konnte jetzt schon raten: a = 7 und r = —2, kann aber auch noch weiter
auflosen:

—  Die erste Gleichung besagt 2(r +2) = (7T —s)a & r = 55%a — 2.
Dabei ist r eine von a unabhéingige reelle Zahl.

Das ist nur moglich, wenn s = 7. Daraus folgt dann r» = —2.

~ B folgt 32° + (21a — 12)a* + (12 — 84a)a = [3 | + (=2])* (@ +[ 7 )

Losungsweg 3: Ausnutzen, dass man fiir beliebige a rechnen darf/muss.

—  Spegiell fiir a = 0 muss also gelten: 2° — 42 + 42 = (z+7)*(x +s-0). Wichtig: Man
darf jetzt nicht schlieBen, dass s = 0! Fur s ist im Fall ¢ = 0 noch keine Aussage
moglich.

—  BEsfolgt 2 —4x+4 = (z + 7). . Da aber 2% — 4z +4 = (z — 2)?, ergibt sich sofort
r=—2.

—  Fir allgemeines a wird nun der Linearfaktor (x — 2) zweimal vom Polynom p(z)

mittels Horner-Schema abgespalten (statt dessen konnte man mit dem allgemeinen
Horner-Schema durch das Polynom x? — 42 4 4 teilen):

— 1 7a—4 4-—28a 28

2 0 2 l1l4da—4 —28a
1 Ta-—2 —14a 0
2 0 2 l4a
1 Ta 0

—  Also p(z) = (z — 2)*(x + 7a). Daraus liest man r = —2,5 = 7 ab.
—  Bsfolgt 32% + (21a — 12)z* + (12 — 84a)x = 3(z + (—2))*(x + 7a)
4.

In der Skizze sei h die Lange der vertikalen Seite, die zu beiden rechteckigen Dreiecken
gehort. Dann gilt

—  tan(a) = = = h = 11tan(a)

7+
- tan(B) =% = —lltzn(a) = Ll tan(a)

4
—  Also tan(8) = 2,75 - tan(«)
5.

Man berechnet zunéchst die ersten Glieder der Folge, um sich einen Eindruck zu ver-
schaffen:

ap = 0

a1 = %(ao—i—l) %

az = %(al—i-l) = %(%-{-1) = (%)2-{-%

a3 = le2+1) = (3 +5+D = GP+GE)+5

Vermutung: a, = Zzzl(%)k Das konnte induktiv gezeigt werden, ist aber auch unmit-
telbar ersichtlich.

Daraus kann man schlieflen:
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Die Folge ist streng monoton wachsend, weil sie eine Partialsumme positiver Glieder
ist.

Die Folge ist beschrankt durch »_ ($)* =33 (3) =3 -Ar =1 =
k=1 = 3

Die Folge hat als Partialsummenfolge auch genau diesen Grenzwert % Deshalb ist
dieser Wert auch gleichzeitig die kleinste obere Schranke.

Den Grenzwert kdnnte man auch ausrechnen, indem man in der Rekursion a,, = %(anq +

1) die Folgenglieder durch ihren Grenzwert a ersetzt: a = 3(a+ 1) & 2a =1 & a= 1.

1

Dazu miisste man wissen, dass die Folge konvergent ist, allerdings ist dies bereits Be-
standteil der mit dem Grenzwert zu fiillenden Aussage, man kann also davon ausgehen.

6.

7.a)

7.b)

Der interne Zinsfufl gehort zu demjenigen Zinsfaktor ¢ = 1 + -, fiir den gilt:
NPV:—I+E+q—2+q—2=0
Mit [ = 127 und ¢ = 16, 5r gilt also
r r 16,50
—12r+ o+ 2+—2=0
Gemeinsamen Faktor r ausklammern:
r(—124+ 14+ 5+ 52)=0
Es darf r ;é 0 angenommen und auf beiden Seiten durch r geteilt werden.

Zusammenfassen.

100’

Mit ¢ mult1phz1eren (¢ > 0 angenommen)
124> —q—17,5=0

Normalform
2 1 17,5 _
— 14— 71 =0
Losung:

_ 1 17,5 BT _ 1 4
q_24i\/242+12_ \/242 51

Die einzig sinnvolle Lésung ist ¢ = ﬂ + ﬁ

|w
NI ' e}

=1,25.
Der interne Zinsfuf3 ist dann .

Fir A > 0 (wegen des Definitionsbereiches) gilt fiir alle x,y,z > 0
(A\y)? + (A2)”

VAT 4+ Ay
)\2y2 + AQZQ
VAT +y)
AQ(yZ +Z2)
NoWer=r
\3/2 y2 + 22
N
=32 f(@,y, 2)
f ist also (positiv) homogen vom Grad 3/2.

fQAz, My, Az) =



7.c)

7.d)
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af 0 <y +z ) 2 2
- == of 0 [y +=z
oz or \ Vo +y oy — oy <m>
. — (/2 2y, 1
VR m W) s COVEFT - 0 + )t
xT+y = Tty
Y2+ 22 5 9
S _ 22 ty) — (4 + )
2(z +vy) = 2z + y)3/2
2 2
af _ d y2+z2 :4:z:y—|—3y —z
il e 2(a+ )72
0z 0z Tty
B 2z
VT +Y

Der Gradient setzt sich komponentenweise aus diesen partiellen Ableitungen zu-

samimen.

Die Linearisierung ist

g(z,y,2) = £(9,7,3) + D1f(9,7,3)(x —9) + D2f(9,7,3)(y — 7) + D3 £(9,7,3)(z — 3)

Dabei ist
7 +3% 58
1 9,7,3) = =
(1] f( ) VI+7 4
743 58 29
2] Dif(9,7.3)=—scT533 = "T93 = s
[] 1f( ) s ) 2(9+7)3/2 128 64
4.9.74+3-72-3%2 390 195
3] D2f(9,7,3) = T 128 64
2-3 3
4 D 977’3 — = —
Also
58 29 195 3
9oy )= F @ =9+ =D+ 53
:c0—|—01$+02y+c3z
mit
55 29 195 3 29
[1] co——+9 6_4_7 6_4_3 _Z__T%
2 o= 29——04543125
Y
195
3] 2= —— Gl = 3.046875
3
[4] C3:§:15

Das Integral ist ff(m a,a)dr = f a%aa dx
3a *

\/a:—|—a

= f 2a%(z 4 a)~1/?
3a
= [20*2(= +a)'/?] "
= 4a*(v/9a — V4a) = 4a*\/a = 4a°/?
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8.a) Herleitung iiber die Kuhn-Tucker-Bedingungen:

y+A2ax = 0 Y x 2 2
{ x4+ X2y = 0 2ax 2y y ax y = Vaz

Fingesetzt in die Nebenbedingung;:

ar’ +y°=10=2a° =10=>2=4/=-=V5-—==2,25. —
4 \/; Va NG
X X

Riicksubstitution: y = yaz = v/5 = 2,25 und A = _E = _2\/511: = —% .

1
—0.5- 7=
8.b) Herleitung tiber die Kuhn-Tucker-Bedingungen:
1+4Xa = 0 1 1 1
=>—-1-—-=A=2ay=>y=-—5=--—=0,5
{2ay~|—>\:O} a W=V =52 "2 a2 ’
Eingesetzt in die Nebenbedingung
— 10 — =L 2 _
a:z:—l—y:lO::c:lO Y _ 2a2:20a 1
a a 2a3
8.c) Herleitung tiber die Kuhn-Tucker-Bedingungen:
1
z+A =0 1 1
T —2 =)A= —= =
Lioy = 0 ;»{ = 219}:»{“”” 2y
Y —_——_— = >\ = —_——_— z = —y
1+ax = 0 2y az a

Eingesetzt in die Nebenbedingung;:
2
rT+2y+az=18=2y+2y+a-y=18=06y=18=y =3
a
Riicksubstitution:

~ —0,17

=



