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Kapitel 1

1.
0 € Ny, aber 0 ¢ N %GQ,aberégZ i€ C,aberi ¢ R
—1 € Z, aber —1 ¢ Ny V2 eR, aber v2 ¢ Q

2. Es werden fiir jeden der Mengenterme die Venn-Diagramme sukzessive aufgebaut,
links fiir das Distributivgesetz, rechts fiir das Gesetz von de Morgan:

¢ & ) [@B

A BNC AU(BNO) ANB (AN B)°

@ e ¥ @

AUB AUC (AUB)N(AUCQC) A° Be A°U B¢

3.

a) NnJ|—3;3[={1,2}

b) 1= 27[U ([3i00[ N ] - 0038]) =] - 2%7[U [3:8] =] - 28]
o) (1- 005 UIT;00[) =I5:7)

@) 390\ 1055 = 13:9 0 (1055]) = [3:9) 0 (1= 00:0[UJ5;00[) = [3:9) 1155 00[ =
([3;9] N] — 003 0]) U ([3;9] N |55 00[) =15;9]



2 Lésungen zu den Ubungsaufgaben

4.

a) Die Aussageform ist sowohl erfiillbar als auch widerlegbar, da es (vermutlich) sowohl
BWL-Studierende als auch Studierende anderer Studiengénge im Hoérsaal gibt. Die
Aussageform ist weder allgemeingiiltig noch unerfiillbar.

b) Wire die Aussageform unerfiillbar, wiirde das bedeuten, dass keine BWL-Studierenden
im Horsaal sind.

¢) Fir p muss die zuletzt eingefiihrte Prifungsordnung fiir Betriebswirtschaftslehre
eingesetzt werden.

a) 2Y = (=84 _ 32 _  -32 _ 16 _ 3 9

:c—l—% - (_8)+%8 - —8-2 —10 — 5

b) Man kann nicht sofort x = —2 einsetzen, weil dann durch Null geteilt wiirde. Setzt
man erst y = 4 ein, so gilt m;;y = m;;;. Nach wie vor kann aber jetzt nicht
x = —2 eingesetzt werden. Ein moglicher Ausweg erscheint der folgende zu sein:
Man schreibt 22 —4 = (x—2)(z+2) (3. binomische Formel). Mit Kiirzen erhélt man
I;;; = (m_iﬁzﬁz) = r — 2. Setzt man in diesen Term nun x = —2 ein, so erhéilt
man —2 — 2 = —4. Der Fehler bei dieser Vorgehensweise ist, dass beim Kiirzen
x # —2 angenommen werden muss (der Definitionsbereich des Terms darf nicht
einfach verdndert werden), anschlieend aber gleich = —2 eingesetzt wird. Die
Vorgehensweise kann aber Berechnung von Grenzwerten angewandt werden (vgl.

Abschnitt 8.1), sie spielt bei der Berechnung der Ableitung eine Rolle.

(r—2x+2r—4=22-20+20—4=2>-4
(+7)2 =53 =22+ 142 +49 — 53 =22 — 142 — 4

Es sind also a) und c) sowie b) und d) gleich. a) und b) stimmen nur iiberein, wenn
r =0.

7.
a) 2(z + 8y) + 4(bx — 4y) = 2z + 16y + 20z — 16y = (2 + 20)z + (16 — 16)y = 22z
b) 3(=Tx+5y) — (6 — 2y) = (—21)x + 15y — (3z — 3y) = (—21 —3)z+ (15 + )y =

—24x + Ly
8, -2r_ 4 _ 20(2x4+1)—4(524+7) _ 4% 42220228 _ 4z> 18228
* bx+T7 2z+1 (bx+T7)(2z+1) — (5z+7)(2z+1) T (bx+T7)(2z+1)
9.
) ?yi—a’y® _ aPyPa—a’yly 2y (e—y) _ a—y
1‘4y2+.’176y3 $4y2'1+I4y2'1‘2y $4y2(1+x2y) w2(1+w2y) 9

dabei angenommen x,y # 0

b) z%—6z+5 — (z—1)(z—5)
x2+3x+2 (z+1)(z+2)

10.
(z+1)2=2+22+1>22+2-(—3)+1=2a?
22— 2r—-1)=2>-22+1=(x—-1)2>0, also 22 > 2z — 1

Insgesamt also 2x — 1 < 22 < (z + 1)?
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11.

a) Die Umrechnungsformel ist F' = 2C + 32.
Zeigen beide den gleichen Wert an, so gilt F' = C. In die Gleichung eingesetzt ergibt
sich:
C=2C+32cC-20=32c2C-20=32-2C=32&C=-40.
Die Temperatur ist also -40 Grad (Celsius oder Fahrenheit).

b) Die Umrechnungsformel ist C = K — 273,15. Mit C = K gilt
C=C-273,51 & 0=-273,15.
Diese Aussageform ist unerfiillbar, d.h. es gibt keine Temperatur C, bei der beide
Skalen denselben Wert anzeigen.

c¢) Die Umrechnungsformel ist F = 2(K — 273, 15) +32. Mit F = K gilt
K = 5(K 273,15)+32 < K — gK—32 -273,15@—%[&':—459,67@}(:
574, 5875.
Die Temperatur ist also 574, 5875 Kelvin oder Grad Fahrenheit, d.h. 301,4375 Grad
Celsius.

12.

Die Nenner werden Null, wenn 22z +2 =02 =—-1bzw. 2r —1 =0 2 = %

Definitionsbereich sind also alle x € R, fiir die die Nenner nicht Null werden, d.h.
D=R\{-1,3

Fiir z € D wird umgeformt, indem beide Seiten mit (2x+2)(2x—1) # 0 multipliziert
werden.

£ = T o (z—4)(22—-1) = (z47)(2242) & 222 -9z +4 = 222+ 160+ 14 &
2bx =—-10& o = —%. Die Losung =z = —% liegt im Definitionsbereich!

13.

a) x=(1-t)ry+teg=>x=a1 +t(xg — 1) =t = ——L

r2—T1

b) t=22L Sty —x) =x—x) = teg —teg =x —x1 = ¢ =ty —tx; + 11 =

To—T1
(1—t)x1+tx2
40—
c)y:40—2x:2x:4o_y¢m:Ty
d) az+b=0=ar=-b=z=-2
e) —dz+12y=10=12y=4da+10=>y =210 = y = 14 5
f) y=3$—2=>3$:y+2:>x—ﬂ:>m—3y+§

g) y=—g5x+ 160 = 35z =160 —y = x = 22(160 — y)

h) y=ar+b=ar=y—b=x =42

i) 22452 —-14=0= (z+7)(z—-2)=0=>2=-TVz=2

j) 2$2—3—21:O:>x2=%:>m=j:@

k) —1030m2+130x—100020:>x2—2000:r+%§00:0:>a:2—2000x+10000002
1000000 — 299909 = (7 — 1000)? = 12893000 — 5 — 1000 = +£992,27... (Losung ist
xr1=7,72. .undx2=199227...)

—~1 __ 100 In(100/51) In(100/51)
) 1,04*1 = 5 ovr—1= non. = L= =1+ mon. 18,168
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14.

a) 2000000 - 1,03 — 70000 - 293221 — 0 = 61,03 —7-(1,03" —1) =0 = 1,03" =

7= n=In(7)/In(1,03) ~ 65,83

b) Ko-q" —r- L5t =0= Kog"(g— 1) = r(¢" — 1)

—  Nach Ky: Ko = ;ﬁq(z:g, moglich fiir ¢ > 1,n >0

—  Nachr:r= %, moglich fiir n > 1

- Nach n: Koqn(q—l) = r(qn_l) = (Ko(q—l)—r)qn = r = qn —
n= logq(W), moglich fir ¢ > 0 und r # Ko(q — 1)

___r
Ko(g—1)—r =

15.

a) Erster Rechenweg: Rechte Seite nach Potenzen von z biindeln: 5z + 2 = A(x —
2)+ B(z+4) = (A+ B)x + (—2A + 4B) = 5z + 2. Dann Koeffizientenvergleich=-
A+ B =5, —2A 4+ 4B = 2 Dieses Gleichungssystem 16st sich zu A =3, B = 2

Zweiter Rechenweg: Die Werte x = 2 und x = —4 einsetzen und zwei Gleichungen
fiir A, B erhalten: Fiir x = 2 folgt aus der Gleichung 12 = 6B = B = 2. Firz = —4
folgt aus der Gleichung —18 = A(—6) = A = 3.

b) Zunéchst z = 1 einsetzen, das ergibt 3-12—13-14+12 = A(1-1)?+B(1-1)+C =
2 = C. Daraus folgt: 322 — 13z + 12 = A(x — 1)?> + B(z — 1) + 2.
Jetzt z.B. x = 0 einsetzen, ergibt 12 =A - B+ 2= A= B+ 10.
Schliefflich z.B. © = 2 einsetzen, ergibt —2 = A+ B4+2 = A+B=—-4=A=—-B—4
Die beiden Gleichungen iiber A gleichsetzen: B+ 10=—-B —4 = B = —T7.
Riickwarts einsetzen: A = B+ 10 = -7+ 10 = 3.
Es gilt also 322 — 13z + 12 =3(z — 1) = 7(x — 1) + 2

=A=3,B=-7C=1

¢) Zunéachst x = 1 einsetzen, ergibt —4 = B(1 —2) = B =4

Jetzt x = 2 einsetzen, ergibt 3 = C.

Dann z.B. z = 0 einsetzen, ergibt 5 =2A -2B+C = A = 2B—2¢ =5.

Es gilt also 822 — 172 +5 = 5(z — 1)(z — 2) + 4(x — 2) + 3(x — 1)?
16. In Aufgabe 12 wurde die Gleichung 2”51;42 = 2‘@;71 gelost. Verfolgt man den Re-
chenweg dieser Aufgabe, so sieht man, dass die Gleichung dort mit (2z + 2)(2x — 1)
multipliziert werden muss. Je nach Vorzeichen dieses Ausdruckes dreht sich im Falle
der Ungleichung dann das Ungleichungszeichen um (negatives Vorzeichen) oder nicht
(positives Vorzeichen):

Ist < —1, so ist einerseits 2z +2 = 2(z+ 1) < 0 und andererseits auch z < 1 und
damit 2z — 1 = 2(z — 1) < 0, also gilt (2z 4 2)(2z — 1) > 0. Dann ist

s < gL e @-4)22-1)<(z+7)(2r+2) & —92+4 <162+ 14 < —10 <
25 & 20z > -10& o > —%. Unter der Voraussetzung x < —1 hat man hier keine

Losung

Ist © €] — 1, [, so ist auch > —1 und = < % und (2z + 2)(2z — 1) < 0. Dann ist
s <t e (r—4)(2r—1) 2 (z4+7)(20+2) & -9z +4 > 16z + 14 & —10 >
26z & 26 < -10 & o < —%. Unter der Voraussetzung = €] — 1; %[ lautet die

Losungsmenge | — 1; — 2]
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Ist x > %, so ist auch x > —1 und (22 + 2)(2z — 1) > 0. Dann ergibt sich wie im
ersten Fall die Losungsungleichung = > —%. Die Losungsmenge lautet dann ]%, oo
Insgesamt ist die Losungsmenge ] — 1; —2]U]4; 00|

17.

a) 2000 + 250n > 5000 = 250n > 3000 = n > 12

b) 2000-1,05" > 5000 = 1,05" > 2,5 = n > 520k ~ 18,78

¢) Zusammenfassen = 2000-1,05" 4+5000(1,05" —1) > 5000 = 7000-1,05™ > 10000 =

In(10/7)
nZ Los ~ 731

d) M5 > 60 = n? 40 > 120 = (n? +n+F > 120,25 = (n+ 1) > 120,25 =
n + % > 10,966 -- = n > 10,466.... D.h. die Ungleichung gilt fiir n > 11, wenn
n € N.

In der KI-Loésung ist der vorletzte Schritt falsch, denn (n—10)(n+12) = n?+2n—120

e) hm<e=1+1l/mn>i=1/m>1-1=1s 1<y <

1+1/n 1—e
f) 3+ 53 <3=>5+<1=k>2
18.
20+ 3y=1"7 20 +3y=1"7 2(3+4 3y="17
0) x4 3y o d 2m+3y o 26 +4y)+3y
r—4y =3 r =3+4y x =3+4y
_ _ _ 1 _3
r =3+4y r=3+4y r=3+4 1 rT= 7

r =1-3y
—2=0
Also L = {}
9z + 3y +2=1 9z + 3y +2z=1
d) r—2y+32=2 & x =242y —3z
3r+2y —z=0 3x+2y —z=0
9(24+2y—32)+3y+z2=1 21y — 262 = —17
& T =24+2y—3z & x =242y —3z

3(24+2y—32)+2y—2=0 8y — 10z = —6
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21y — 26z = —17 21 (52— 3) —262=—17
< T =24+2y—3z & x =242y —3z
y =373 Y =2,-3
iz:—% z= -5 z=—5H
< T =242y—3z & r=2+2y—3z2 & r=2+2y—3z2
y =321 y=1i7-1 y=-T1
z=—5
&L =3
-7

Also L ={(3,-7,-5)}
T+ 2y=2 - r=2—-2y - r =2-2 - T =2-2y
r+y =>b xr=b—y 2—-2y =b—y —y =b—2
r=2-2y r=2-2(2-0) xr=2b—2
= = =
y=2-> Y =2-b y=2—-0>
AlsoL ={(2b—-2,2—-10)}
_4 — — = [ —=
x4+ 2y=2 o dx 4 2y 2 o 4(b — ay) + 2y 2
r4+ay =0 T =b—ay x =b—ay
o (da+2)y=2+4b o (da+2)y=2+4b o (2a+1)y=2b+1
x =b—ay T =b—ay x =b—ay

Moglichkeit 1: a = —%,b = —%. Dann lautet die erste Gleichung 0 = 0 und ist
allgemeingiiltig. Losungsmenge ist dann L = {(z,y) 1z € R,y e R,x = b — ay} =
{(b—ay,y) :y €R}.

Moglichkeit 2: @ = —1,b # —1. Dann lautet die erste Gleichung 0 = 2b + 1(5 0)
und ist unlésbar. Daher ist L = {}.

Moglichkeit 3: a # —%. Dann kann das LGS weiter umgeformt werden zu

_2b41 _ 2b1 _ 2b41
Y = 31 Y =3+ Y =31
— < oy g2t 7 _ g
L =b—ay r =0=0a35,3 T = 5.

Also ist dann L = {(Qbajf17 ggﬁ)}

19. Man kann zunéchst davon ausgehen, dass a # 0. Dann lautet die erste Gleichung
umgeschrieben z = £ — %y. Eingesetzt in die zweite Gleichung folgt (£ — %y) +dy = f
bzw. (d— %)y = f—cS bzw. “da_bcy = “fgec Diese Gleichung — und damit das LGS —
ist genau dann l6sbar, wenn ad — be # 0. Der Ausdruck ad — be wird auch Determinante
der Koeffizientenmatrix genannt.

20.

. 1 3 1 3_
2) x — 2y +3=0 N 3T + 5=Y _ 2T+ 5=y

2 _ 19 15 2 _ 19 15 — 19 19y2 _ 15 _
= 3z s+ 3 =0=ux 6x+6—0:>a:—12j:@/(12) e =
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— 20 5 1 3 _ T
L('jsungen:{x1 23 - 0 %xl * 2 g}
To=13=45 = Y2=3T2t+t35=7]

Y0/a? =9 = a? = §yf =z =3y =z = 36% =72
2 fyt = 288 = 307y = 3=yt =288= P = TTT6 =y =6
3x2 — 122 + 5y + A=0 —3x2 + 122 — 5y=A\
B — 12y + 10+ 22=0 » S {622 + 297 — 22y + 10=0

T + 2y=>6 3 — %x:y

111 in I einsetzen, ergibt:

—62% 4292 —22(3 — 32) + 10 =0 = —62> + 402 — 56 =0 = 2> — Pz + 2 =0
. : : _ 10 10 28 _ 10 16 _ 10 4 4 14

Losungen in x sind v = £ £ /(F) - T =35 £/ 95 =35 £3€1{2, 5}

Das ergibt riicksubstituiert folgende Losungen:

{371:2 :>y1:3—%:z:1:2 :>)\:—3f13%+12$1—5y1:2

xgz% :y2:3—%x2=§ :>)\=—3x%+12x2—5y2:---:—%
2l.s=t+q", s=1+qgt=>t+q¢"=14+qg=>t(1l—q) =1—-q¢" =>t= 11__‘1;, s=1+qt

Kapitel 2

1. Zusatzlich zur Bestimmung der Funktionen wird hier — im Vorgriff auf die spéateren
Kapitel — auch noch jeweils der Graph skizziert und die wichtigsten Funktionseigen-
schaften werden diskutiert.

a)

Das ist ein Beispiel eines proportionalen Zusammenhangs, aus x Einheiten des
Rohstoffes entstehen 2, 3x Einheiten des Produktes . Die zugehorige Funktion lautet
f 1 [0500[—= [0; 00, f(z) = 2,32.

Der Graph der Funktion ist eine Halbgerade (beginnend im Ursprung):

Y (10123)

20~
15

10+

. . . . Loy
2 4 6 8 10

Der Graph ist nur auszugsweise skizziert (fiir € [0;10]). Der Proportionalitéits-
faktor 2, 3 stellt die durchgéngig konstante Steigung f’(x) dieser Funktion dar und
ist positiv. f ist deshalb streng monoton wachsend. In z = 0, d.h. am linken Inter-
vallrand hat f damit ein globales (absolutes) Minimum. Ein Maximum hat f nicht.
Als lineare Funktion ist f sowohl konvex als auch konkav (Grenzfall).

Wegen des Wortes ,,je“ in der Situationsbeschreibung muss auch hier ein linearer
Zusammenhang (wenn auch nicht proportional) angenommen werden.
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Das bedeutet: Andert sich die angebotene Menge um einen Wert A, so édndert sich
der Marktpreis um —0,35- A, (negativer Vorfaktor wegen ,sinkt* in der Beschrei-
bung).

Fiir zwei angebotene Mengen x1,x2 und die zugehorigen Marktpreise y1,yo gilt
daher yo —y; = —0,35(x2 — x1), also yo = y1 — 0,35(x2 — x1). Die Beschreibung
der Situation beinhaltet auBerdem ein konkretes Wertepaar (z1]y1) = (0/30), denn
insbesondere zum Preis y = 30 gibt es keinen Absatz mehr, d.h. z = 0 gehort dazu.
Setzt man dies in die obige Gleichung ein, so gilt yo = 30 — 0,35(x2 — 0) = 30 —
0, 35x2. Geht man nun zu einer indexfreien Darstellung mit x = x4,y = y2, so lautet
der Funktionsterm y = 30 — 0, 35z. Wir haben also die Funktion f : D — [0;30],
f(z) =30—0,35x.

Es sollen sinnvoller Weise nur solche z > 0 zugelassen sein, fiir die der Preis y > 0
ist, d.h. der Definitionsbereich wird durch f(z) > 0 festgelegt, also 30 — 0,35z >
0& x < 23309 ~ 85,71, d.h. D = [0;85, 71]

Der Graph der Funktion ist die Strecke zwischen den Punkten (0/30) und (85, 71|0)

y

(0130)

30

25

20|

20 40 60 o0

Auch hier liegt eine durchgehend konstante (aber negative) Steigung vor, die Funk-
tion ist streng monoton fallend. Ihr Maximum hat sie am linken Intervallrand, d.h.
in x = 0, ihr Minimum am rechten Intervallrand, d.h. in x =~ 85, 71.

Aus der Situationsbeschreibung liest man zunéchst eine lineare Gesamtkostenfunk-
tion der Form g(x) = 2700 + 25z ab, mit Definitionsbereich [0; 0] (Eine Ober-
grenze in Form einer Lagerkapazitit ist nicht gegeben). Dieser Term leitet sich
wieder tber die Proportionalititseigenschaft her, wie bei der obigen Nachfrage-
funktion. Fiir je zwei Lagerbesténde x1,zo mit Gesamtkosten yi,yo ist namlich
Y2 — y1 = 25(xo — x1), also speziell mit x1 = 0,y; = 2700 und xo = z,y2 = y gilt
y — 2700 = 25(z — 0) < y = 2700 + 25z.

Fiir die Lagerstiickkosten miissen die Gesamtkosten durch die Anzahl z der gelager-
ten Einheiten geteilt werden. Das ergibt dann fiir die Lagerstiickkosten y die Form
y = g(z)/z = (2700425z) /z = 25+ 22 Dabei ist der Wert z = 0 nicht erlaubt, da
sonst durch Null geteilt wiirde. Die Stiickkostenfunktion ist damit f :]0; co[—]0; o0],
f(z) = 2700;25x _ 27100 1 925.

Der Graph (mit einigen eingezeichneten Wertepaaren) ist
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6000 -

(0,5/5425)

5000 -
(0,6]4525)

4000 -
(0,8]3400)

3000 - (1]12725)

2000 -
(211375)
1000 - (4]700)

(71410,7) (©1325)

Am Funktionsgraph lésst sich erkennen, dass die Funktion streng monoton fallend
und konvex (linksgekriimmt) ist. Dies lésst sich auch anhand der Ableitungen er-
kennen:

fl(z) = —% < 0 fiir alle x > 0, also ist f streng monoton fallend

f(z) = 2290 > 0 fiir alle z > 0, also ist f (streng) konvex

IES
Ein Extremum oder eine Wendestelle hat die Funktion nicht, sie hat die Asymptote
x = 0.

Der Zusammenhang kann nicht durch eine Funktion beschrieben werden, weil zum
Gewicht des Briefes noch die Abmessungen hinzukommen.

Der Zusammenhang kann durch eine Funktion beschrieben werden: die Dauer héngt
von der Ablaufgeschwindigkeit ab, die wiederum vom aktuellen Fiillstand abhéngt
(feste Ablaufoffnung am untersten Punkt des Gefiafles angenommen). Der genaue
funktionale Zusammenhang héngt von den weiteren Eigenschaften (z.B. von der
Form) des GeféBles ab.

Der Zusammenhang kann nicht durch eine Funktion beschrieben werden, zur Ent-
fernung sind grundsétzlich weitere Angaben erforderlich, beispielsweise die die Zu-
gart.

Wenn man nur einen Teiler meint, so ist dieser noch nicht eindeutig durch die Zahl
festgelegt, der Zusammenhang kann also nicht durch eine Funktion beschrieben
werden. Wenn man die Menge aller Teiler meint, so liegt zwar eine eindeutige
Zuordnung vor, aber nicht in dem Sinne einer reellwertigen Funktion.

Dies ist eine Funktion, denn die Menge {1,...,z} hat y = 2* Teilmengen, was eine
Zuordnung von y zu x beschreibt.

Fiir x = 1 kann kein eindeutiger Wert y zugewiesen werden (laut Tabelle sowohl
y = 3 als auch y = 2. Daher kann es zu dieser Tabelle keine Funktion geben.

Erhoht sich z um 1, so verringert sich ¥ um 2. Der Funktionsterm sollte den Be-
standteil —2x haben. Mit dem Punkt (0]2) kommt man auf z — —2z + 2. Jede
beliebige reelle Zahl darf eingesetzt werden.

Die y-Werte sind jeweils um eins erhohte Potenzen (£1)3, (£2)3, (£3)3. Man priift,
dass z — 2341 zu der Wertetabelle passt. Jede beliebige reelle Zahl darf eingesetzt
werden.
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d)

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

y ist jeweils negativer Kehrwert von z, also ist z — —% der gesuchte Term. Mit
Ausnahme von = = 0 kann jeder Wert fiir = eingesetzt werden.

f(=5)=3-(-5)+2=—13

f(t) =3t +2

fE+1)=3(L(+1)+2=t+5

f(3)=3-1+2=242

F(3)=-9(3-1)*+4=

f(=5)=—9(=5—1)2 +4 =320

f)==-9t -1 +4=-90* -2t +1)+4=-9t>+18t -5
FE+1D)=-9(+1-1)2+4=-9({)*+4=—t*+4

f(%) _ _9@ 1244 = _9(1t—21t)2 L4 = _9(1_tt2)2+4t2 _ —9+18tt—29t2+4t2
—5t

2_1q _1
3 3
_ 541 _ -4 _ 2
f(_5)_ —5—1 _ =6 3
flt) =4
t _ 3t 542 446
f(3+1)= tha =T T

Der Definitionsbereich beinhaltet alle Werte, fiir die der Nenner ungleich Null ist.
Die Nullstellen des Nenners ergeben sich als Nullstellen von x —1 =0 < x =1 und
3x+2:0(:>x:—§.AlsoistD:{xeR:x;élundx#—g

Die Definitionsliicken bestimmt man, indem man den Ausdruck von innen nach au-
Ben auswertet und iiberlegt, fiir welche Werte die Berechnung eines Bruch-Teilaus-

druckes nicht moglich ist. Zunéchst ist genau fiir = 0 ist der Ausdruck xTH nicht

erklart. Anderenfalls gilt L = —L_ Dieser Ausdruck wiederum ist fiir z = 1

2
H—Zr -2 2
x

nicht erklart.

Insgesamt ist der Ausgangsterm fiir = € {0, 3} nicht erklirt. Als maximaler Defi-
nitionsbereich kommt daher R\ {0, 3} in Frage. Sie sehen an diesem Beispiel, dass
sich durch Termumformungen der Definitionsbereich eines Funktionsterms veran-
dern kann. In diesem Beispiel darf zwar der Wert z = 0 nicht in den Ausgangs-Term
eingesetzt werden, allerdings ist der Ausdruck in = = 0 stetig ergénzbar durch den
Wert 1.

6. Fiir Aufgabe 3 sind Wertetabellen bereits in der Aufgabenstellung gegeben. Die
Funktionen fir die zweite, dritte und vierte Wertetabelle lauten f(x) = —2x + 2,
g(x) = 23 + 1, h(z) = —1/z, nachstehend die drei Funktionsgraphen:
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20

Fiir Aufgabe 4 sind dies die folgenden Wertetabellen und Graphen:

r 3x+2 z -9x-1)2%+4 = 2+l
-4 -10 | -3 —52,25 —4 3
-3 -7 | -1 —32 -3 i
-2 -4 | -1 —16,25 —2 3
-1 -1 0 -5 —1 0
0 2 i 1,75 0 —1
1 5 1 4 1 Definitionsliicke
2 8 3 1,75 2 3
3 11 2 -5 3 2
4 14 : —16,25 4 2

(x+1)/(x-1)

e P S

—9(x-1),;+4

7.

Unter der Annahme, dass alle Strecken jeweils samt ihrer Endpunkte zum Graphen
gehoren, gilt folgendes:

a) stellt keine Funktion dar. Beispielsweise liegen die Punkte (0|0) und (0]/40) auf dem
Graphen
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b) stellt keine Funktion dar, denn die Punkte (5|3) und (5/5) liegen auf dem Graphen.
c) stellt eine (stiickweise lineare) Funktion dar mit Definitionsbereich [1;9].

d) stellt eine (stiickweise lineare) Funktion dar mit Definitionsbereich [1;9]. Beachten
Sie, dass die ,steilen“ Verbindungsstrecken nicht vertikal sind, so dass eine Funktion
vorliegt (d.h. jedem Wert z ist genau ein Wert fiir y zugeordnet).

a) f([0;5]) ={f(z):x € ]0;5]}. Damit ergibt sich die gesuchte Bildmenge wie folgt:
x€[0;5]e0<r<50<2r<10& -1<2r-1<9< —-1< f(z) <09.
Also ist f(]0;5]) = [-1;9]
f~Y[=2;0])) = {z € R: f(x) € [-2;0]}. Damit ergibt sich die gesuchte Urbildmen-
ge wie folgt:
f@)e[-20l & —2< f(z)<0& —2<22-1<0& -1<22<1& -1 <z<
3.
Also ist f1([-2;0]) = [-1;1].

b) Bild(g) = ¢g([0;1]). Damit ergibt sich die gesuchte Bildmenge wie folgt: x € [0; 1[<
0<zr<1l& -5<-hr<0&e-3<2-r<2&-3<g(zr)<2
Also ist Bild(g) =] — 3;2]

und g7 1([—4;—1]) = {z € D, = [0;1] : g(x) € [—4;—1]}. Damit ergibt sich die
gesuchte Urbildmenge wie folgt:

—4<2-br<-1&-6<-br<-3&i<a<

Also ist g7 ([—4;-1]) = [&; 2] Ny = [2;1].

¢) Die Rechnungen sind etwas miihselig, es sei denn, man nutzt gleich aus, dass die
Funktion h eine streng monoton wachsende Funktion ist (d.h. fir alle 1, x5 € Dy,
gilt 1 < x9 = h(z1) < h(zz)) dieser Begriff wird gleich im néchsten Abschnitt
besprochen, Sie sollten ggf. die Bearbeitung dieser Teilaufgabe dann nachholen.

ullo

Wie kann man die strenge Monotonie von h erkennen? Indem man zunéchst den
Term so umformt, dass man einfache Aussagen wie z.B. 0 < 21 < x5 = w—ll > 33—12
oder 1 < x9 = —x1 > —xo verwenden kann. Beispielsweise konnte man folgender-
maflen die Monotonie nachrechnen: falls 1 < z1 < x5 < 2, so gilt:

1 1

_ =z 1 1 1 _
hr) = ;5 — o = 5=t 5 o <TzZ + =30 = h(w2)
I+ —  —=
R L1 , >—3—x2
>% <T—x2
——
>1+2%
——
<1+1i
ED)
Mit Hilfe der strengen Monotonie folgt:
) 1
re[l;2lel1<e<2an(l)<h(z) <h2) <0< h(z)<:

Es ist also Bild(h) = h([1;2]) = [0; £].

Nach dieser Rechnung ist klar, dass nur Werte in [0; %] angenommen werden konnen.
Es gilt mithin 27([0;1]) = A=1([0; £]) = Dp, = [1;2]
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9.
a) f ist streng monoton fallend und streng konvex

b) f ist streng monoton fallend und weder konkav noch konvex. In (4[4) liegt ein
Wendepunkt (von rechtsgekriimmt nach linksgekriimmt) vor.

c) f ist streng monoton wachsend und sowohl konkav als auch konvex (dies ist bei
linearen Funktionen der Fall, vgl. das betreffende Kapitel

d) f ist streng monoton wachsend und streng konkav.

e) f ist streng monoton wachsend und weder konkav noch konvex. In (4|4) liegt ein
Wendepunkt (von linksgekriimmt nach rechtsgekriimmt) vor.

f) f ist konstant und damit sowohl monoton wachsend als auch monoton fallend (aber
nicht streng monoton). f ist sowohl konkav als auch konvex (aber nicht streng
konkav oder streng konvex).

10. Aufgabe 3.

Zu f(x) = —2x+2: f ist streng monoton fallend und als lineare Funktion sowohl konkav
als auch konvex. Ohne Einschrinkung des Definitionsbereiches hat f keine Extrema.
f hat auch keine Wendestellen.

Zu g(x) = 23 + 1: g ist streng monoton wachsend, streng konkav fiir < 0 und streng
konvex fir x > 0 mit einer Wendestelle in x = 0.

Zu h(z) = —1/x: h ist streng monoton wachsend fir z < 0 und fiir z > 0 mit einer
Definitionsliicke in = 0. h ist zudem konvex fiir x < 0 und konkav fiir z > 0.

Aufgabe 4. Zu f(x) = 3z +2: f ist streng monoton wachsend, und als lineare Funktion
sowohl konvex als auch konkav.

Zu f(x) = —9(z—1)2+4. f ist streng monoton wachsend fiir < 1 und streng monoton
fallend fiir x > 1 mit einem globalen Maximum in z = 1 (Scheitelstelle). f ist konkav.

Zu f(z) = ZE}: h ist streng monoton fallend fiir z < 0 und fiir > 0 mit einer

Definitionsliicke in x = 0. h ist zudem konkav fiir x < 0 und konvex fiir = > 0.

11. Alle Funktionen sind fiir z € [0; 1500] skizziert; dies wird als (6konomischer) Defi-
nitionsbereich angenommen. Die eingezeichnete Strecke gehort zu K, die gestrichelte
Kurve zu F.

Die Kostenfunktion ist streng monoton wachsend, sowohl konkav als auch konvex (line-
ar) und hat den Ordinatenabschnitt (0/100). Sie nimmt ihr Maximum an fiir z = 1500.

Die Erlosfunktion lauft durch den Ursprung (einzige Nullstelle). sie hat ein Maximum
etwa bei z = 600 (der exakte Wert liegt bei 581,6) ein Minimum bei = 0 und eine
Wendestelle bei = 1000. Sie ist links von = = 600 streng monoton wachsend und
rechts davon streng monoton fallend (wobei der Bereich oberhalb von z = 1400 durch
visuelle Uberpriifung nicht genau zu entscheiden ist, tatsichlich wechselt die Funktion
bei x = 1418,3 noch von streng monoton fallend zu streng monoton wachsend und
hat an dieser Stelle ein lokales Minimum). In z = 600 liegt ein Erl¢smaximum vor.
Die Erlosfunktion ist links von der Wendestelle streng konkav und rechts davon streng
konvex.

Die Gewinnfunktion hat den Ordinatenabschnitt (0] — 100) und die ungefihren Null-
stellen x =~ 1 und x ~ 1460, 75. Sie ist streng monoton wachsend fiir z < 500 streng
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monoton fallend fiir x > 500. In z = 0 und = = 1500 liegt minimaler Gewinn (Ver-
lust) vor, in = 500 maximaler Gewinn. Die Gewinnfunktion hat eine Wendestelle in
x = 1000, sie ist links davon streng konkav und rechts davon streng konvex.

Die ungefidhre Lage von Nullstellen, Extrema und Wendestellen ist mit Hilfe von Geo-
gebra oder einer anderen dynamischen Geometrie-Software zu finden. Spéater werden
wir Methoden besprechen, um diese Stellen auch rechnerisch ausfindig zu machen.

12.
a) h(g(r)) = h(2z) = (22)? = 422

b) h(g(z)) = h(5z+7)
= Go+7) - bBr+17)3
= (Bx+7) — 5x+7)(5x+ 7)>
= 5z +7)— (5 + 7)(252% + 70z + 49)
= (5z+7) — ((12523 + 35022 + 245z) + (17522 + 490x + 343))

—12523 4 (=350 — 175)2% + (5 — 245 — 490)x + (7 — 343)

—1252% — 52522 — 730z — 336

¢) higlz))=h(3z—5)=23z+5)-5=2-42+2-2 -5 =2 Also h(g(z)) = =,
d.h. hog=id

13. Tabelle der Verkettungen (f o g)(x):

_ z+1 _ 1 _1
g(l’) - T T x T x—1
f(z) =
xT 1
241 41 ge1 | (co)4l _ 1w i S S R
T =+ T 41 T I 1 = x 1 -
x x x—1
_ _z+1 —(—p) = _1 _ 1
T . (—z) == = x 1
1 1 =z 11 1 _ 1 1
z T T o471 e T=7 z T =z-1
= x x—
T z+1 — o 1 T 1
x x x—1
1 — 1 ___1 1 -z 1 | _1 . z=1
r—1 ITH—l (—z)—1 z+1 %—1 r—1 r—1 ﬁ—l r—2

Also ist f; Umkehrfunktion zu f5 (und umgekehrt), fo, f3 und f4 sind jeweils zu sich
selbst Umkehrfunktionen.

Skizze der Funktionen, aus der die Umkehrfunktionseigenschaften hervorgehen:
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14. Eine Funktion f : D — R lasst sich grundsétzlich umkehren, wenn jeder Bildwert
f(z) nur fir ein x € D angenommen wird. In a) ist der Verlauf der Funktion — auch
im rechten Bereich — streng monoton wachsend, daher gibt es eine Umkehrfunktion.
In b) wird der Wert 3 zweimal angenommen, es gibt also keine Umkehrfunktion. In c)
ist der Verlauf streng monoton fallend, es gibt also eine Umkehrfunktion.

15. Die Gleichung y = f(x) wird jeweils nach x aufgelost, der dabei entstehende
Term in y ist Funktionsterm der Umkehrfunktion (dabei jedes Auftreten von y durch
x ersetzen).

a) y=Tr-20 Tz =y+20 =1y + 2.
FFLR-R () =22+ 2

b) y:2/x<:>x:§.

F7HRAA{0} = R\ {0}, f(2) = 2 = f(x)
c) y:i—ﬁ<:>y(m—1):x+1<:>yx—x:y+1<:>x(y—1):y+1<:>x:l}.

F7HRA{L} = R\ {1}, f (@) = £ = f(@)

16. Es werden jeweils zwei Losungswege vorgestellt. Der erste Weg beginnt mit einer
begriindeten Vermutung, wie h aussehen kénnte, der zweite nutzt die Umkehrfunktion
von g.

a) Erster Losungsweg: beruht auf der nicht ganz abwegigen Vermutung, dass nicht nur
die Funktion f(x) = 5z — 3, sondern auch die Funktion A linear ist, d.h. h die Form
h(x) = ax + b mit geeigneten ,Koeffizienten* a,b hat. Wenn dies der Fall ist, so
ergibt sich durch Verkettung von h und g die Gleichungskette

br —3= f(z)=h(g(x)) =h(l—2z)=a(l—2)+b=a—ax +b.

Die beiden Terme zu Beginn und Ende dieser Gleichungskette stimmen fiir alle
x Uberein. Durch Einsetzen von prinzipiell beliebigen Werten fiir x erhélt man
Gleichungen, die a, b in Beziehung zueinander setzen. Mit zwei Werten erhilt man
zwei solche Gleichungen, aus denen man a, b bestimmen kann.

—  Setzt man beispielsweise x = 1, so folgt 2 = b, also b = 2.
—  Setzt man hingegen z = 0, so folgt —3 = a + b und damit a = -3 — b= -5

Die Probe h(g(z)) = h(1 —x) = (=5)(1 —x) + 2 = 5z — 5+ 2 = bz — 3 bestétigt,
dass h die gewiinschte Eigenschaft hat.

Die Werte a,b kann man auch mit einem sogenannten Koeffizientenvergleich be-
stimmen. Er besagt, dass zwei iibereinstimmende Polynome ax + b und cx + d
genau dann iibereinstimmen, wenn a = b und ¢ = d. Man bringt daher die Funk-
tion h(g(z)) = a(l — x) + b durch Ausmultiplizieren und Sortieren in Normalform
h(g(x)) = —ax +a+b = cx +d mit ¢ = —a und d = a + b. Wegen der verlang-

ten Ubereinstimmung mit f(z) = 52 — 4 muss gelten ¢ = 5 und d = —3, also
—a=5=a=-bunda+b=-3=b=-3—a=—-3—(—5) =2. Es ergibt sich
also auch mit Koeffizientenvergleich h(z) = —5z + 2.

Zweiter Losungsweg: Dieser beruht darauf, die Gleichung f(z) = h(g(z)) direkt
1

nach h aufzulésen. Dazu verwendet man die Umkehrfunktion ¢~ zu g, die zunéchst

bestimmt wird:
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y=l—-rzr=1-y

Daraus ergibt sich g71(z) = 1 — z. Beachten Sie, dass fiir die Umkehrfunktion
g(g7 (x) = x gilt (vergleichen Sie hierzu die Bemerkungen im Anschluss an die
Definition der Umkehrfunktion).

Gilt nun f(x) = h(g(x)) fir alle z, so gilt die Gleichung auch, wenn man fir x
einen Term einsetzt, etwa (und nicht von ungefihr) g=!(x). Damit folgt

flg~H(x)) = h(g(g~' (2)) = h(z)
Und damit ist die Funktion A ,freigestellt und kann bestimmt werden:

h(z) = f(g~'(x)) = f(1 —2x) = 5(1 — ) — 3 = —bz + 2. Es ergibt sich dasselbe
Ergebnis wie im ersten Losungsweg, hier ist eine Probe nicht mehr noétig, weil nicht
mit einer Vermutung iiber die Gestalt von h begonnen wurde.

Bei diesem zweiten Losungsweg wurde die Gleichung f(z) = h(g(x)) zu h(z) =
f(g71(z)) umgeformt, was durch die Klammerung etwas uniibersichtlich wirkt. Mit
dem Verkettungssymbol ist kann diese Umformung ,,aufgeraumter” dargestellt wer-
den, sie lautet dann

f=hogeh=fog™!

Diese Umformung kann man dhnlich herleiten wie eine multiplikative Gleichung.
Mochte man beispielsweise die Gleichung w = w - v in den reelen Variablen u, v, w
nach u auflésen, so kann man schreiben:

1 1

—w-vleul=wvieu=w v
1

W=U"V=U " V=W=>U"V -V

Es wurde also auf beiden Seiten mit v~ = 1/v multipliziert (wobei wir einmal au-
Ber Acht lassen, dass dies nur fiir v # 0 zuléssig ist). An einer Stelle der Umformung
wird v-v~! zu 1 und vereinfacht den Term u - v - v~!, weil dieser Faktor weggelas-
sen kann. Die Variable u, nach der aufgelost werden soll, ist dann freigestellt, die
Gleichung ist nach v aufgelost.

Eine dhnliche Umformung kann man auch durchfithren, wenn man verkettete Funk-
tionsausdriicke hat; man muss sich nur davor hiiten die Reihenfolge der Funktionen
zu verdndern, weil die Verkettung im Gegensatz zur Multiplikation nicht ,, kommu-
tiert“(d.h. es gilt generell eben nicht f o g = go f, nur in besonderen Fillen, z.B.
wenn g = f1).

Fiir Funktionen f, g, h, wobei g eine Umkehrfunktion ¢—! hat, mit der dann gog=! =

id gilt, 16st man entsprechend

f=hogehog=fehogogt=fog e hoid=fogteh=Ffog™!
Dabei wurde noch ausgenutzt, dass h o id = h gilt. Die Identitatsfunktion id ver-
hélt sich hinsichtlich der Verkettung genau so ,neutral® wie die Zahl 1 hinsichtlich

der Multiplikation (in der Mathematik wird von dem ,neutralen Element* dieser
Verkniipfungsoperation gesprochen).

Erster Losungsweg: dieser beginnt wieder mit einer (begriindeten) Vermutung fir

h. Weil f(x) = 22 eine quadratische Funktion ist, kénnte auch h(x) quadratisch

sein. Ein Ansatz in Normalform wire h(x) = ax? + bz + c. Damit ergibt sich
h(g(z)) = hQ2z+7)

a2x +7)%2 + b2z +7) +c¢

a(4z? 4+ 28z +49) + b(2z +7) + ¢

4az? + (28a + 2b)x + 49a + 7b + ¢
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mit geeigneten a,b,c. Stimmt diese Funktion mit f(z) = 22 =1-22+0-2+0
tiberein, so muss (Koeffizientenvergleich) gelten:

— 4a:1:>a:}l

- 2Ba+2=0=b="28=_14a=-1 =17

- 49a+Tb4+c=0=c=-29a—-Tb=-29- ——7 (— )_%9
Und damit folgt h(z) = 2% — o+ 22 = 1(2? — 14z 4+ 49) = (57)2

Statt Koeffizientenvergleich kénnte man auch wieder durch geschickte Festlegung
von x drei Bestimmungsgleichungen fiir a, b, ¢ herleiten und diese Koeffizienten da-
mit bestimmen. Versuchen Sie es einfach einmal.

Bei diesem Ansatz mit einer vermuteten Funktion sollte noch eine Probe erfolgen:

hgla) = (2207T) = (2) =02 = (@)

Zweiter Losungsweg: Es wird erst ¢g—! bestimmt und damit dann h = f o g~ !, die
Herleitung zu Letzerem steht in der vorherigen Teilaufgabe.

y=22+7=x=3y— 1. Alsog '(z) =3z — I.Es folgt
Also h(z) = f(g7}(z)) = (32— 5)* = (57)*.

17.

a) R; = ist die Relation zum FEinheitskreis, d.h. dem Kreis mit Radius 1 um den
Ursprung.

b) Zum einen gehort der Punkt (0[1) zu Re. Nimmt man an, dass y # 1, so ldsst sich
die Gleichung umformen zu z(y — 1) = y — 1 & x = 1. Also gehoren auch alle
Punkte (1|y) mit y # 1 zu Ry. Also ist Re = {(0]1)} U {(1|y) : y # 1}.

c) Die Betragsungleich 16st sich zu —1 <z —y <1< z—1 <y < z+ 1. Die Relation
besteht also aus allen Punkten zwischen den Geraden mit den Gleichungen z = x—1
und z =z + 1.

d) gemif Preisaushang der Deutschen Post von 2008 kosten Briefe mit einem Gewicht
bis 20 Gramm 0,55€ (Standardbrief), bis 50 Gramm 0,90€ (Kompaktbrief), bis
500 Gramm 1,45€ (GroBbrief) und bis 1000 Gramm 2,20€ (Maxibrief). Sie miissen
dabei jedoch gewisse Abmessungen abhéngig vom Gewicht einhalten, sonst fallen
sie automatisch in die niachst hohere Briefkategorie, deren Abmessungen sie erfiillen.
Léasst man die Abmessungen unberiicksichtigt, so lautet die Briefportorelation

R4 == R471 U R472 U R473 U R474 mit

R471 = [0;20] X {0,55}, R472 = [0,90] X {0,90}, R473 = [0,500] X {1,45}, R4’4 =
[0;1000] x {2,20}
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a) b)
c) . d)
Kapitel 3
1.
a) a= 2L =-2b=5-1.-(-2) =T,
_ _ 7
flx) =204+T7T=0&2=73
1_(_
b) a 21(_;2) = _%7 b = <_2) -
1 25 ° %3
:(=%) =%
13
f(x) = %x—l—%:O@x:%:%

¢) a=giy =0,b=7-7T-0=7,
f(z) = 7 hat keine Nullstelle.
d) a=25=—t,b=3t—(-2) - (~t) =

—t, f(x) = —tx —t=0.

Falls t = 0, so ist f(z) = 0 und jedes
x € R ist Nullstelle. Falls ¢t # 0, so ist
flz) =0 2=—-1.

2. Esist ar+100=0< x = —

(1,1)

05

-0.5

(1000 | 2.2)

0.5

(500 | 1.45)

1
I+ (90]09)

F (20| 0.55)

e) a=

120 Fir x > —
einem negativen Preis entsprechen wiirde. Man W1rd die Funktion also nur fir x < —

200 400 600 800 1000 1200

{44t
P e =2, b=1t—2s,

— _ _ 2s—t
f(x)t—2x+t—23—0<:>x—T

2
2t 2

Firt # 1ist a = 7275 = 5t(t:§) -
tt—=1) _ ¢t _ t t
5(t—1) 50 = 73 - (35
5t4-3t(t—1) 3242t _t
_5(t—1) t+1)’ f(x) - 5 +
3t2 42t

5(t—1) "

Fir t = 0 ist f(x) = 0. Fiir ¢ # 0 ist

3t2 12
r = -0 0 — —% die Nullstelle

5

von f.

19 wird f(z) < 0, was im Sachkontext
100

interpretieren, eine groflere Menge wird nicht als Nachfrage berticksichtigt.

3. Mit einem linearen Ansatz f(x) = ax + b und f(0) = 28000, f(5) = 0 ergibt sich

_ 280000 _
b= 0—5 -

—5600 und a = 28000—0-(—56000) = 28000, also f(x) = 28000—5600zx.

4. Zunachst wird der Verbrauch des Wagens im Leerlauf pro Stunde berechnet. Ein
Durchschnittsverbrauch von 6,7 1/100km bedeutet auf der bisherigen Strecke einen
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Gesamtverbrauch von %6, 7 = 5,025 Liter. Nach 10 Minuten ist der Gesamtverbrauch

auf %.507, 2 = 5,4 Liter angestiegen. Es wurden also in 10 Minuten 5,4 — 5,025 = 0, 375

Liter Benzin verbraucht, das sind 6 - 0,375 = 2,25 Liter pro Stunde.

Die Restmenge im Tank lasst sich nun als Funktion der verstrichenen Zeit schreiben:
f(x) = 15 — 2,252. Gesucht ist die Nullstelle dieser Funktion, d.h. f(z) =0 < x =

% = 6,6. Der Motor konnte im Stau — bei gleich bleibendem Verbrauch — insgesamt

6 Stunden und 40 Minuten im Stau stehen, abziiglich der bereits verbrachten Zeit also
6 Stunden und 30 Minuten.

5.

a) flz)=2@x—-1)—1=22-3 ¢) flx)=2(@x—5)+6=12x+2
b) f(z)=-3(x—(-3))+4=-3x—5 d) f(z)=(-2)(x—(-1))—1=—-2x-3

6. f(x) =3(z — %) + (3t + 2)

7. K(x) = 0,2029(z — 3250) + 933 = 0,2029z + 273,575. Das konstante Glied ent-
spricht dem Grundpreis des Stromtarifs, d.h. dem verbrauchsunabhéngigen Anteil der
Stromrechnung (fixe Kosten).

8.2r —Ty=16=-Ty=-2zx+15=
y=2z-2=2z-5+45)-L=2z-5)+L2-L=2(z-5)-3.

Alternativ: Durch Bestimmen zweiter Punkte P, @, etwa indem man einmal z = 0 und
einmal y = 0 setzt, die Normalform oder Punkt-Steigungsform bestimmen.

9. Bringen Sie die angegebene Normalform y = tx + 171 in die Form einer Geraden-
gleichung —tx +y = 1—21 & —2txr + 2y = 11. Wenn Sie nun anhand der vorgegebene
Geradengleichung 3z+sy = 11 einen Vergleich der Koeffizienten zu x und y vornehmen,
so sehen Sie =2t =3 &t = —% und s = 2.

10.

a) y=2r+22r=y—2& = %y— 1. Nach Tausch von z und y erhélt man die

Umkehrfunktion als f~!(z) = {2 — 1.

b) y=—3z— 7 —3x=y+;<r=-3y— 3. Also f'(z) = -3z - 3.

c) y=z & x=y. Also f~(z) =z

d) Hier ist ¢ # 0, anderenfalls ist die Funktion nicht definiert. Dann gilt y = % + (¢ —
e 2=y—(t—1) s c=ty—t(t—1). Also gilt f~(2) = to —t(t — 1).

11.

a) h(z)=8—3(x—2)=—3z+ 2,

b) h(x) =14+ 8(x — (—16)) = 8z + 142,

c) h(z)=9—3(x—3)=3z+2

12.

a) Steigung: a = =L = —2 #£0.

f hat eine Umkehrfunktion, weil a # 0. Fiir die Umkehrfunktion werden die z, y-
Koordinaten von P, ) vertauscht und fur P’(7(5), Q’(3|8) der PSF-Ansatz gemacht,
dh. fl(z)=52(2-3)+8=-3(2-3)+8=-3z+ 9 +8=-3z+ 4
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f hat auch eine Normale, weil a # 0: g(z) = _% (x—5)+7=2(z—5)+7=3z+13

b) a = % = 0, also ist die Normale keine Funktion, sondern in Koordinatenform:
z = 0. Die Umkehrfunktion existiert nicht.

j:fa = b—2. Uber PSF: f(z) = (b—2)(z—a)+2 = (b—2)x+2+a(2—0)

c) Steigung —

- —

Umkehrfunktion nur fiir b # 2 ist f~1(x) = 3 2+Z(_22_b) = ﬁx + %

Fiir b # 2 ist die Normale die Funktion g(z) = — ;55 (z —a) +2 = — 50+ 2+ ;%.
Fir b = 2 ist die Normale keine Funktion, sondern durch die Koordinatenform
T = a gegeben.

13. Esist f(z) = f1(z) = 3z — 2. Jede Normale zu f(x) hat die Steigung a = —3. Sie
hat also die Punkt-Steigungsform ¢,(x) = —3z + ¢t mit ¢t € R.

14. Eine solche Funktion kann es nicht geben. Die Normalform der genannten Funktion
lautet f(x) = axz + b mit b = yo — axp. Thre Umkehrfunktion lautet ) = lx — b,

a

Ihre Normale lautet h(z) = —l(a: —x0) +yo = ——x + Yo — —:(:0 Wenn f~! h

uberemstlmmen wiirden, miissten sie die selbe Stelgung haben, d h. es miisste a = —%

gelten, d.h. a®? = —1. Einen solchen Wert a € R gibt es nicht.

15.

a) Die beiden Funktionen f und g haben verschiedene Steigungen, daher schneiden sie
sich auch an genau einer Stelle, die man durch Gleichsetzen ermittelt: ——x + 5 =
2x—4<:>——x———<:>ac ?g

b) Die Geradengleichung wird in Normalform gebracht tx + 5y = 10 —t & y =
—%x + 2 — L. Jetzt werden die Normalformen wieder gleichgesetzt: —2z + £ =

—Fr + 2 - % & t53:1; = gt. Fir t = 3 lautet die Gleichung 0 = 0 und ist
allgemeingiiltig. Die beiden Geraden sind dann identisch. Fir ¢ # 3 ergibt sich
genau ein Schnittpunkt z = —1.

¢) Fir ¢t = 0 lautet die Geradengleichung x = 0. Es gibt dann genau einen Schnitt-
punkt, nimlich (0|Z). Fiir ¢t # 0 lautet die Normalform zur Geradengleichung
Yy = ——x—i—l Wleder werden die Normalformen gleich gesetzt: ——x—l— I ——x—l—l &
(2 4+ 82 =1-1« =380 = 2 Fiir t = 10 ist diese Glelchung unlosbar
In d1esem Fall liegen die beiden Geraden parallel. Fiir t # 10 gibt es genau einen
Schnittpunkt, ndmlich fir x = 3t 30 Dies ist tibrigens auch fiir ¢ = 0 die oben
berechnete Losung.

16.
a) Skizze:

fyiy =-1.75xX 7.25 {.75x + 7.75

c(116)

F(4.42910) E(13|0)

0 70
B I-1)

-45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10
f3:y =0.125x + 5.875

fiiy =0.125x - 1.625
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Gerade durch A und B: fi(z) = -2 + (= (—3))_2_—(_1) = sz — 2. Gerade

—3-5

durch B und C: fy(x) =6 + (a: — 1)l 1( 51) = — Tz 4 2L Gerade durch C und D:

f3(@) =54 (= 7)25% = L1z + 4. Gerade durch D und A: fy(z) =5+ (z +
7) el Cu) R @
—7—(—3) ~ 14 1

b) Diagonale durch A und C: hy(2) = 6+ (z —1)° - E :2,); = 2z + 4. Diagonale durch B
und D: hy(z) =5+ (x + 7)% = —1z + 3. Der Schnittpunkt der Diagonalen

ergibt sich durch Gleichsetzen: 2z + 4 = —%x + % & gm = —g & = —1. Der
Schnittpunkt ist also (—1|2).

c) Das Viereck ist ein Parallelogramm, weil die gegeniiberliegenden Seiten jeweils par-
allel sind (erkennt man an der identischen Steigung der jeweiligen Geraden). Der
Fléacheninhalt des Parallelogramms ergibt sich iiber folgende Dreiecksflichen. Dazu
seien E(13|0), F(&), G(—47]0), H(—22|0) die Abszissen-Schnittpunkte der Ge-
raden durch A, B bzw. B,C bzw. C, D bzw. D, A. Der Flacheninhalt des Paralle-
logramms ist dann Summe der Dreiecksflichen A(GFC) und A(HAE) abziiglich
der Summe der Dreiecksflichen A(GHD) und A(BEF). Dabei wird durch die
y-Koordinaten der Punkte A, B, C, D jeweils die Hohe der Dreiecke und durch Ab-
schnitte auf der Abszisse jeweils die Linge der Grundseite erklart. Die gesuchte
Flache ist dann

(3 —(—47) 6+ 3(13—(—2)-2— (-2 — (-47))-5— 1 (13— 2L) -1 = 60. Der

Inhalt des Parallelogramms betragt also 60 Flacheneinheiten.
17. Mit t = 0 sei der Zeitpunkt bezeichnet, zu dem der erste Wagen losfahrt. Die Wagen
haben Weg-Zeit-Funktionen s;(t), s2(t). Sie treffen sich zu demjenigen Zeitpunkt ¢,
fiir den s1(tg) = s2(to) gilt (falls es solch ein ¢y gibt. Die zuriickgelegte Strecke ist dann
si(top) und gibt den kleinstmoglichen Abstand zwischen den Stédten an. Dieser Wert
wird also anhand der Losung eines Schnittpunktproblems bestimmt.

Fiir den ersten Wagen lautet die Weg-Zeit- Funktion sl(t) = 75t mit ¢ > 0, fiir den
zweiten Wagen s5(t) = 80(t — &) = 80t — 3 mit ¢ > 2. Der Zeitpunkt, zu dem sich
die Wagen treffen, berechnet sich als Schnlttpunkt der beiden Funktionen, d.h. fiir
s1(t) = sa(t) & 75t =80t — 5 & 5t = § & ¢t = & = 22 Die zweite Wagen iiberholt
den ersten also nach 32 Minuten. Dann hat er s;( 6—3) =75 % = 40 km zuriickgelegt.
Neustadt und Althausen liegen also mindestens 40 km voneinander entfernt.

18.
a) Der Schnittpunkt ergibt sich durch Gleichsetzen von f; und g,

P+ Dr—-(t+1) = +Dr+(t-1) 2+ )r=2sr=0=—57
Dann ist y; = fi(z¢) = —(t2+1) (—#) — (t+1) = —1. Der Schnittpunkt ist also
P(—#] —1).

b) Die Nullstelle von f; ergibt sich zu

P+ )z—-(t+)=0z=0;= ttﬁrll

Der Schnittpunkt von f; mit der Abszisse ist also Q(— ttZ“_L:l 0).

Die Nullstelle von g; ergibt sich zu

F+Dz+(t-1)=00c=2y=—F%
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Der Schnittpunkt von g; mit der Abszisse ist also R(— tt2_+11|0). Das betrachtete
Dreieck hat also eine Grundseite der Lénge

|- &5 l=
t2+1 t2+1 t2+1

und die Hohe 1. Sein Flacheninhalt betrédgt also

1 _
§'t2+1 1=

t2+1
Dieser Wert wird maximal, wenn der Nenner t?> 4+ 1 minimal wird, also fiir ¢ = 0.
Der maximale Flacheninhalt ist dann 1.

19. f(z) = (.T —200) + 5,5 mit f(300) =8, d. h m(300 —200) 4+ 5,5 = 8 & 100m =
2,5 m= 4 . Die Funktlon lautet also f(z) = —m +0,5. Der konstante Term erfasst
paketzahl-unabhéngige Riistzeiten, der Faktor g5 entsprlcht dem durchschnittlichenb
Abstand zwischen zwei Lieferungen. Dabei wird davon ausgegangen, dass alle Lieferun-
gen den gleichen Zeitaufwand (Fahrtzeit zwischen zwei Zielen und Abgabe des Pakets)
erfordern.

20. Die Kunstschmiede muss mit der linearen Erlosfunktion E(x) = 650z und mit
der linearen Kostenfunktion K (z) = 120z + 4500 rechnen. Damit der Erlos die Kosten
deckt, muss gelten E(x) > K(x), also

650z > 1202 + 4500 < 530z > 4500 < = > 8,49

Die néchstgrofiere ganze Zahl ist x = 9. Es miissen also mindestens 9 Lampen verkauft
werden.

21.
a) f(x)=ar+b=32=3 -2+b=—3z+b.
Dabei z.B. mit Punkt P: 4 = f(2) = -2 -2+ b=b= 1 also f(z) = -1z + 1!

b) f(z) = 2=5(x —2) + 4 = —i(z — 2) + 4. Indem man d1e Klammer auflost, kann
man die Normalform aus a) erhalten. Mit diesem Weg vermeidet man das Lo-
sen einer Gleichung zur Bestimmung der Konstanten in der Normalform (wobei
man eine Termumformung, ndmlich das Auflésen der Klammer und Zusammen-
fassen der Summanden durchfithren muss). Die Vorgehensweise ist vor allem in
der Differentialrechnung vorteilhaft, weil man die Tangente an einen Graph im
Punkt (zo|f(zo)) leichter mit Hilfe der Steigung (Ableitung) f’(z¢) direkt in PSF
g(x) = f'(xo)(x — xo) + f(x0) darstellen kann.

¢) Aus Normalform: y = —%m-i— % = %x-}—y = % = ﬁw-{— %y =1
22.
a) Genau dann, wenn t +1 = -3 —t & 2t = —4 & t = —2, liegen die beiden

Punkte vertikal ibereinander, es kann also dann keine Funktion geben. Fiir t # —2

erhalt man die Punkt-Steigungsform fi(x) = (¢t — 2) + (z — (t + 1))%

Die Normalform hierzu lautet f( ) = 20 (t—2) - (t+1)20 = 30 4

20+4 % 2t+4 t+2
(t=2)(t+2)—(t+1)(t=3) _ t—3 2t—
" = 5Lt t+_2 Sofern im folgenden die Funktion f; verwendet

wird, muss man zwangslaufig davon ausgehen, dass t # —2.

b) Fiir t = 3 ist die Funktion konstant gleich 1 und hat keine Nullstelle. Fiir ¢ # 3

2t—1

ist 2 = —F2 = Zt 1 Nullstelle. Der Ordinatenabschnitt ist durch f;(0) = t+_21
t+1

gegeben. Damit ft(O) =0, muss gelten 2

Al —0et=1
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Die Steigung der Funktion f; ist der lineare Faktor a = 2—+t S 24ta=t—2<

2a 4+ 2 = t(1 —a) & t = 2222 Diese Umformung ist aber nur fiir a # 1 méglich.

Fiir a = 1 gibt es kein zugehoriges ¢.
Betrachten Sie die Funktionen f; und f3 (letztere ist die einzige konstante lineare
Funktion in der Schar). Ein Punkt (z]y), der allen F}; gemeinsam ist, muss auf

Fy liegen, also muss gelten f;(z) = f3(x) = 1. Also {2+ 2L =1 o

2+t t+2 2+t
1 - % & %x = 2353 & o = —1. Der gemeinsame Schnittpunkt ist also
N(=1[1)

Die Normale zur Funktion f;(x) = gwx + % lasst sich nur in Normalform dar-

stellen, wenn die Steigung von f; ungleich Null ist, d.h. fiir ¢t # 3. Dann lautet die
Punkt-Steigungsform der Normalen in N(—1|1) eben g;(z) =1+ (z — (—1)) 2t =
241 24t _ 2+t 3—t4+24t _ 2+t 5

sttt sn = et T =Tty

Zuerst werden die Abszissenschnittpunkte von f; und g; berechnet. Fiir f; ist dies
(im Fall ¢t # 3) die Stelle 2, = — 2=, fiir g (im Fall ¢ 7& —2) die Stelle z; = Ist

— 5
also t ¢ {—2,3}, so hat das Dreleck die Eckpunkte (—510), (- 22110) und (—1[1)
2+41)(2t—1
und damit den Flicheninhalt 5|52 — 21| = § g 2+§ (Jgt é)t ) | 3 |%
Wir betrachten diesen Ausdruck zunichst fiir ¢ e] 2;3[, dann kann man die

—t2+t—6,5 - _1_ 12,5

2—t—6 t+2)(t—3)
Der Ausdruck wird minimal, wenn der Nenner (¢ + 2)(¢ — 3) minimal wird. Im
Vorgriff auf das néchste Kapitel ergibt sich der Scheitelpunkt der Parabel t>—t—6 =
(t—1)?—6,25, d.h. der minimale Wert fiir ¢ = £. AuBerhalb des genannten Intervalls
fir t vertauschen F; und G, nur ihre Rollen, es gibt keine weiteren Kandidaten-
Dreiecke fiir minimale Fldcheninhalte.

Betragsstriche weglassen und der Ausdruck wird zu

Kapitel 4

1. Der Punkt wird jeweils in die Gleichung az? = y bzw. 22 + ¢ = y eingesetzt. Die
Gleichung wird aufgelost. Nachstehend wird jeweils erst die Parabel az? und dann die
Parabel 22 + ¢ beschrieben.

a)
b)
c)

d)

a2’ =7« a= 1 und 2?4+ ¢ = 7 < ¢ = 3 Dehnung bzw. Vertikalverschiebung nach
oben.

ab? = —12 & a = —% und 62 + ¢ = —12 & ¢ = —48. Stauchung/Spiegelung bzw.
Vertikalverschiebung nach unten.

a2? =t a="*und 2> +c=1t%& c=1t—4 Fir [t| > 4 Dehnung, fir [f| < 4

Stauchung, fiir ¢ < 0 gleichzeitig Spiegelung. Vertikalverschiebung um ¢ — 4.

Fir t # 0 ist at? = 2 & a = t% Fir t = 0 gibt es keine derartige Funktion.
Weiter ist t2 + ¢ = 2 & ¢ = 2 — t2. Fiir t? > 2 Stauchung, fiir t> < 2 Dehnung.
Vertikalverschiebung um 2 — 2.

Fiir t # 0 ist at? = 2t & a = % Fiir t = 0 ist jeder Wert fiir a geeignet. Weiter
ist 2 +¢c = 2t & ¢ = 2t — t2. Fiir |t| < 2 Dehnung, fiir [t| > 2 Stauchung.
Vertikalverschiebung um 2t — t2

2. Man setzt jeweils die Punkt-Koordinaten z,y in die Gleichung y = az? + ¢ < ¢ =

2

y — ax” ein und erhélt zwei Gleichungen in den Unbekannten a, c. Durch Gleichsetzen
iiber ¢ bekommt man eine Gleichung in a.
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a)

e)

3.

Lésungen zu den Ubungsaufgaben
c=0—a-1>=—-aund c=3 —a-2% =3 —4a. Daraus —a =3 — 4a < a = 1 und
c=—1.
c=2-a3?=2-9aund c = —2—a-(—1)? = —2—a. Daraus 2—9a = —2—a S a = 1

undc:—g.
c=2—a-12=2—gundc=t—a-22=t—4a. Daraus 2 —a =t — 4a < 3a =
t—2<:>a:%undc:2—a:%.

c=t—a-s>und ¢ = 2t —a-(25)? = 2t — 4s%a. Daraus t — as? = 2t — das® &
3as? = t. Fiir s = 0,t = 0 ist diese Gleichung allgemeingiiltig, entsprechend gibt

es unendlich viele Losungen fiir a, wobei jeweils ¢ = 0. Fiir s = 0,¢ # 0 ist die

Gleichung unlosbar. Fiir s # 0 hat die Gleichung die Losung a = =% und dazu

3s
_ ot g2 __ 2t
c=t—as® =t 3323 4

c=1yo—a-xd undc:yl—a-a:%.Darausyo—a-xg=y1—a'$%@a(l’%_$3):

2 2 2 2 2

_ Y1—Yo 2Y1— 0 _ yo(zi—zg)—z5(y1—yo __ L1Y0—ZTpY1
Y1 — Yo = a= 5= und c = yo — xoy Yo — =5 =153
1 0 0 1 0 1 0

Es sind die drei Gleichungen y; = axi® +bx; + ¢ & ¢ = y; — a:c — bx;, 1 =

0, 1,2 aufzustellen. Durch Gleichsetzen iiber ¢ erhélt man zwei Gle1chungen in zwei
Unbekannten a, b, welche dann zu 16sen sind.

a)

c=1-a-0>°-b-0=1,c=2—-a-12~b-1=a—-bc=10—a-3°-b-3 =10—-9a—3b
ergibt a+b =1 und 9a + 3b = 9.

Lost man die erste Gleichung zu b = 1 —a auf und setzt das in die zweite Gleichung
ein, so ergibt sich 9a +3(1 —a) =9 < 6a =6 < a = 1.

Es folgt die Riicksubstition: b=1—a =0 und ¢ = 1.

Die Funktion lautet also f(z) = 2% + 1.

=1-a-12-b-1=1—-a—-b,c=2—-a-2>2—-b-2=2—4a —2b, c =
1—-a-32-b-3=1-9a—3bergibtl —a—b=2—4a—2b< 3a+b=1und
l—a—-b=1-9a—3b& 8a+2b=0.
Lost man die erste Gleichung zu b = 1—3a auf und setzt das in die zweite Gleichung
ein, so ergibt sich 8a +2(1 —3a) =0 < 2a = -2 < a = —1.
Es folgt die Riicksubstition: b=1—-3a=4undc=1—a—-b=—
Die Funktion lautet also f(z) = —22 + 42 — 2.

c=t—a-1>—-b-1=t—a—-bc=4—a-22—-b-2 =4t —4a —2b, c =
t—a-4> —b-4=1t—16a — 4b ergibt t —a — b = 4t — 4a — 2b < 3a + b = 3t und
t—a—b=t—16a —4b < 15a+3b =0

Lost man die erste Gleichung zu b = 3t—3a auf und setzt das in die zweite Gleichung
ein, so ergibt sich 15a + 3(3t — 3a) = 0 < 6a = —9t < a = —3L.

Es folgt die Riicksubstitution: b = 3t — 3a = 3t — _9,5 = % und c=t—a—>5b=
t— (=3 — 13t = —5¢.

Die Funktion lautet also f(z) = —3fa? + 13tz — bt.

c:O—a-12—b-1:—a—b,c:4—a-(— Y2 —=b-(-1)=4—a+b c=
t—a-32—-b-3=t—9a—3bergibt —a—b=4—a+b<2b=—-4<b=—-2und
—a—b:t—9a—3b<:>8a:75—2b:t—|—4<:>a—“é4

Es folgt die Riicksubstitution: ¢ = —a — b = — t+4-|—2— St.

Die Funktion lautet also f(z) = Hta? — 2z + 2L £

=0—-a-t?—b-t = —t?a—th, c = 1—a~22—b-2 =1—4a —2b, ¢c =
l—a-(=2)2=b-(-2)=1—-4a+2bergibt 1 —4a—2b=1—4a+2b< b= 0 und
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a—w_1—M—2M¢M —4)=—-1+2-thea=—=

-1
Riicksubstitution ergibt ¢ = —t?a — th = —tg—i = t22 1+ Diese Rechnung ist aber
nur korrekt fiir t2 # 4. Es ergibt sich dann die Funktion f(z) = — t2— 1% + t2_ 1

Falls t = 42, so gibt es keine Losung, weil der Punkt P(+2|0) dann zusammen mit

einem der Punkte Q(2[1), R(—2|1) keine Bedingung fiir eine Funktion angibt.

4. Ansatz fiir f(z) = az?® + bz + ¢

[1] a ausklammern [4] Konstanten zusammenfassen

[2] Klammerterm quadratisch ergénzen [5] &uBere Klammer auflisen.

[3] Binomische Formel anwenden

a) —2z% 45z +1 (—2)(x? ——l‘—é)

= (-2)(a® -3z + %23— i 2)

_ 2

- (-D(e- - B

= (=2)(a -3+ %
b) 622 — 12 = 6(x — 0)? — 12. Der Term ist insofern schon in Scheitelpunktform.
c) r(x+3) = 22+ 3x

_ w42 fosdod

- @+ir-d
5.
a) f(z)=—32%+ 52 = —3(2® - 3u) = —3(% - S+ B)+ B = 3(x - 3)? + B.
b) f(z) = 2% — 4tz +t? = (2° — 4tx + 4t%) — 3t? = (v — 2t)? — 3t>
c) f(z)=ta?+2tx—2t = t(a?+2tx) —2t = t(x? + 2t +12) — 213 = t(x+1)2 -2t —t3

6. Scheitelpunkte lassen sich direkt ablesen. Daraus oben und unten links jeweils:
f(z) = a(z — 3)? + 2 und unten Mitte und rechts: f(x) = a(z — 2)? + 3. Offnung nach
oben bedeutet a > 0, Offnung nach unten bedeutet a < 0. Ist (z¢|yo) der Scheitelpunkt
und liegt ein weiterer Punkt der Form (z¢ £ 1|yp £ ¢) auf dem Graphen, so gilt |a| = |¢|.
Aus den Graphen lassen sich so jeweils die Streckungsparameter ermitteln:

—2x—3)2%2+2 | 2(x—-3)2+2 | —(x—3)2+2
(z-3)%+2 | —(z—2)?43 | 3(z—2)?+3
7.

a) 24+ 8 —-9=0s22+82 =9 22 +8x+ 16 = 25 & (v + 4)? = 25. Losung ist
r=—-4-5=-9undxr=-4+5=1

b) 4r —2—-22(3x—4) =4 622+ 122 - 6=022-20+1=0< (z—1)? =0.
Losung ist x =1

c) (2z— ) (:L‘—l)(a:— )—9:L’<:>4x —12x—|—9—$ —ldr+4e 322 +20+5 =

0 < 22+ :L' —|— S =022+ m —|— s = 5 — 2. Diese Gleichung ist nicht 16sbar
(Dlskrlmmante —4 <0).

d) x2+tx+t+§2:0<:>x +tx+§=—t+§—%<:>(aé+%)2: - I
(x+5)? = W. Die Diskriminante ist also D = W. Fir (t-2)?<9 &
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It — 2| <3 &t e]—1;5] hat die quadratische Gleichung also keine Losung. Fir
t € {—1,5} hat die quadratische Gleichung eine Losung 2 = —%. Anderenfalls hat

¢ L V=229
Yy

sie zwei Losungen x = —3

¢) —a2+(t+2)z—(t+2) =0 —a2+ (t+2)a— D =19 ED° o (g t42y2 -

(Hf)2 —(t+2) & (z - %)2 = =4 _4 CFirt? <4ete]—2;2 glbt es wieder keine

Losung. Fir t € {—2,2} gibt es elne Losung x = t+2 Anderenfalls gibt es zwei

" A/12 —
Losungen z = % + tT4.

a) al) 202450 +1=0e22-3s—2=0or=5+,/2 41 _5:/%

l\DI

a2) 622 —12=0e22=20==+/2
a3) z(z+3)=0<x=0Ver=-3

b) al)=a2) —222 +5r+1 =622 - 12 & 822 +5r+13 =0 22 - 3z - 13 =

0 x=3+/5s + 2 =3 £ /355, Schnittpunkte sind S1(—1| — 6) und
5«2<13|123)

al)=a3) 222 + 50 +1=xz(z+3) & 32> +22+1 =0« 22 — 2z +
Schnittpunkte sind Sy (1]4) und Sy(—3,—3).

= 0.

W=

a2)=a3) 6y°> — 12 =x(z+3) &b’ -3z - 12=0&z = (3+249).

Schnittpunkte sind S1(F5 (3 — v249) |5 (29 — 3v/249)) und
Sa(3 (34 v249) |2 (3v/249 + 29))

a) Glelchsetzen der Funktionen ergibt 1z + 2 —1=22+3 & 22 —2-4=0¢
?-2r-8=0« (z—1)?=09. Losungen sindz = —2und z = 4 Die Schnittpunkte
sind also (—2| — 1) und (4|11). Die Gerade g ist eine Sekante der Funktion f.

b) Die Funktion f ist nur fir ¢ # 0 erklart. Daher kann man sich bei der Schnitt-
punktbestimmung auf diesen Fall beschranken. Gleichsetzen der Funktion ergibt
Zaz —3m+t—§x— @§x2—5x+5t—0<:)x2 e+ 22 =0 (x—t)2 =
6§t2 Mo (v— 5zt) =Gt e r=1t+ 3t Schmttpunkte sind daher (¢|0) und

(2t]2 t) Die Gerade g ist eine Sekante von f

10. Damit g Tangente zu f ist, diirfen f und g nur einen Schnittpunkt haben Bestim-
men Sie also dle Schnlttpunkte von f und ¢ in Abhéngigkeit von t. —m —2z+1=
r+te s’ —2x—t+1=0<« 2? —§:r—2t+2—0<:>(9c— )2— 1% + 2t. Die
Gleichung hat genau eine Losung dann und nur dann, wenn = + 2t =0&t= —g—g

Der Beriihrpunkt ist dann (%|§—§

11. Man setze an mit einer Geraden y = g(x) = ax + b, die durch den Punkt P lduft,
d.h. fir die f(xg) = axo + b gilt. Es ist dann b = f(xg) — axg. Die Geradengleichung
lautet also g(z) = axz + (f(z¢) — azp). Nun muss noch die Steigung a bestimmt werden
und zwar so, dass die Funktion f und die Gerade genau einen Schnittpunkt (d.h.
Beriihrpunkt) haben. Dies fithrt zu einer quadratischen Gleichung, die genau dann nur
eine Losung hat, wenn ihre Diskriminante D gleich Null ist. Aus dieser Bedingung an
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die Diskriminante ergibt sich der gesuchte Wert von a, mit dem man schliellich die
Angabe von g vervollstiandigt. Der im folgenden jeweils berechnete Wert von a lésst sich
iibrigens auch mit den spéter noch behandelten Methoden der Differentialrechnung als
Ableitung berechnen. Der hier vorgestellte Weg ist aber eine gute Ubung fiir das Losen
parametrischer Gleichungen und Sie sollten sich hier noch nicht durch vorschnelles
Anwenden des Ableitungskonzeptes um den Ubungseffekt bringen.

a) flx)=2% f(1)=1,g9(x)=ar+1—a-1
fl@)=g@) e =ar+1-as 2’ —ar+(a—1)=0
D= (3) ar1= oot 62 p_gofa=)
Also g(x) =2x+1—-2=2z—1

b) f(z)=a2% 42 +7, f4)=T7,9(z)=ar+7—a-4
flz)=gx) e r®—dz+T=ar+7—-4a< 2> (a+4)z+4a=0
2 2 2
D= (GTH)Q—ZLG,: (a+4)4—16a _a —84a+16 _ (a—44) ,D:O<:>
Also g(z) =4x+7—16 =4x — 9

¢) f(x)=—-222—-8x—5, f(-3)=1,g9(x) =ax+1+3a
f(x)=g(z) e —222 —8r—5=ar+1+3a < 2?4+ 22z + 30 =
a 2 a +8)2—-8(6+3 a?—8a —4)2
D:(%) _3;6:((1 ) 16( 2 — ?6—'—16:(&16) 7D:0‘:’
Also g(z) =4x +1+ 12 =4x + 13

d) f(z) =42% +tx +2, f(2) =18 +2t, g(x) = ax + 18 + 2t — 2a
f(m):g(m)®4x2+tx+2:ax+18+2t—2a<:>m2—thax—i——a+§*8 =0

_ (t—a)\2 at+t—8 _ (t—a)?—32(a+t—8) _ a?—2(t+16)a+(t+16)2 _ (a—(t+16))> .
D_(tT)_+5 - : 64a = ° 64a _a64 D =

e
Also g(z) = (t +16)x + 18 + 2t — 2(t 4+ 16) = (t + 16)z — 14

e) fla)=—a?—2+1, ft)=—t2—t+1,g9(x)=ax —t>*—t+1—a-t
fl)=glx)e —2*—z+l=ar—t*—t+1—tas 2’ +(a+ )z —t>—t—ta=0

2 442 2 2 2
D — (aT_H)2 4 2 +t+ta = (a+1) +4Z t4t+dta _ a +2(2t+1ia+(2t+1) _ (a+(2§+1))

Also g(z) = —(2t+ 1)z —t* —t+1+ 2t + 1)t =—2t+ )z +t* + 1

f) Obervoraussetzung: t # 0 (sonst ist f nicht quadratisch)
flx)=ta? - 220 -5, f(—t)=t3+2t —5g9(x)=ax +t3+2t —5—a- (1)
flz)=g(@)eta? =20 —5=ar+t>+2—5+taea? - —t2—a—-2=0

22 2 a+2)%4+4t2 (2 +a+2 a+2)%+4(a+2)t?+4t* a+2+2t2)?
D:(“;)—i—t—i—aA—?:( )4t2( ) _ (a+2) Z(W) :(4t2)

D=0&|a=-2(1+1t)
Also g(z) = 21+ )z +t3+2t =5 —2(1 + t*)t = —2(1 + t*)x — 3 — 5

Dieses Ergebnis stimmt iibrigens auch fiir ¢ = 0, dann stimmen f und g tiberein.

12. Die gesuchte Normale hat mit g(z) einen Punkt (¢|2¢ 4+ 3) gemeinsam und daher
die Punkt-Steigungsform h(z) = —1(z —t) + (2t + 3) = —1z + 3¢ + 3. AuBerdem ist
xo so zu wahlen, dass h eine Tangente von f ist, d.h. dass die Gleichung h(z) = f(x)

genau eine Losung hat. Losen Sie diese Gleichung auf: %.T2 +r—1= —%x + gt +3&
1?4372 =8+ 5t & x2+3x+§ = %+8+5t & (:I:—i—%)Q = %+5t Diese Gleichung hat
genau eine Losung in x, wenn % +5t=0&1= —g—é. Die gesuchte lineare Funktion
ist also h(z) = -2 — &
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13. Hat man eine Darstellung 2 4 px + ¢ fiir den Funktionsterm, so sucht man ganze
Zahlen x(,r; deren Summe p und deren Produkt ¢ ist.

a) f(z)=2*—=5x+6=(x—2)(z—3)

b) g(x) =222 + 34z + 144 = 2(2% + 172 + 72) = 2(x + 8)(x + 9)
¢) h(z)=z(x+3)—70=2*+32—-70= (z+ 10)(x — 7).

d) (z+2)(z—4)

e) (z—=VT)(z+V7)

f) (x—0)(xz+5)

g) 7(x+ 15z +56) = 7(x + 7)(z + 8)

h) (x+4)(z+1)

14. Anhand der Informationen aus dem Steckbrief kann folgender Graph erstellt wer-
den:

Dabei ist zu beachten, dass der Scheitelpunkt der Parabel mittig zwischen den Null-
stellen liegt. Die Parabel hat aufgrund ihrer Nullstellen die Linearform f(x) = a(x —
t)(z — 3t) mit einem geeigneten Wert a > 0.

Dabei muss gelten f(0) = 12¢, also 12t = a(0 — ¢)(0 — 3t) = a3t
Daraus folgt at = 4, also a = ‘—l.
Es gilt also f(z) = 3(z — t)(z — 3t) = 3(2? — 4tw + 3t?) = — 162 + 12t.

15. Die betrachteten Funktionen werden zunachst, falls erforderlich, in Scheitelpunkt-
form f(z) = a(z — x5)? + y, iiberfithrt. Dann ist mit dem Scheitelpunkt (zs|ys) auch
der zu bestimmende Bereich [z4; 00 gegeben. Fiir a > 0 ist f : [x4; 00[— [ys; 00] streng
monoton wachsend, fir a < 0 ist f : [zs; 00[—] — 00; ys] streng monoton fallend. Die
Umkehrfunktion erhalten Sie wie folgt:

Stellen Sie die Gleichung y = a(x — x,)? + ys auf.

Losen Sie die Gleichung nach z auf. Sie erhalten z = x4 + Y= Von den beiden

Losungen verwendet man x = x, 4 /=% im Fall a > 0 und o = x5 — /¥ im
Fall a < 0.
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Vertauschen Sie z und y. Der entstehende Term in x ist der Funktionsterm der
Umkehrfunktion.

a) Hier liegt die Scheitelpunktform bereits vor. Der Scheitelpunkt ist (0|2), der gesuch-
te Wert ist 2, = 0. Auflosen der Gleichung: y = 2?42 & 22 = y—-2 & 2 = £/y — 2.
Die Parabel ist nach oben gedffnet. Die Umkehrfunktion ist f=! : [2; co[— [0; 00,

fx) = VT2

b) Scheitelpunktform: f(x) = (z — 2)? — 4 > —4, Scheitelpunkt ist (2| — 4), also
wihle man z; = 2. Auflésen der Gleichung: y = (v —2)? —4 & 2 = 24+ /y + 4. Die
Parabel ist nach oben gedffnet. Also lautet die Umkehrfunktion f : [—4; co[— [2; o0],
) =2+ Vo +4

c) Scheitelpunkt von f ist (—2[4). Also ist zs = —2. Auflésen der Gleichung: y =

3z +2)??+4 e x=-2+ \/—yT_LL. Die Parabel ist nach unten geoffnet. Also

lautet die Umkehrfunktion =1 :] — o0;4] =] — 005 2], f~H(z) = -2 — /-2

d) Scheitelpunktform f(z) = (z + §)* — (% + 2). Scheitelpunkt ist (—5| — % - 2),
also ist #; = —%. Auflésen der Gleichung: y = (z + 5)* — (% +2) ez =-L+

\Jy+ % + 2. Die Parabel ist nach oben gedffnet. Also lautet die Umkehrfunktlon

£ 5 - 2ol (ool S) = § (ot G2

16. Die Nachfragefunktion hat die Punkt-Steigungsform p(x) = yo+ i’i ZO (r—x9). Die
Gewinnfunktion ist dann jeweils g(x) = xp(x) — coz. Falls x1 < z¢ und y; > yo (bzw.
x1 < zo und y; < yo), so hat die Nachfragefunktion negative Steigung und die Gewinn-
funktion ist eine nach unten gedffnete Parabel. Durch Ableiten der Gewinnfunktion und
Nullsetzen der Ableitung erhélt man den Abszissenwert z des Cournot-Punktes und

daraus dann den Ordinatenwert y = p(x).

a) Die Nachfragefunktion ist p(z) = 120 + 1580 1?80(1: —100) = p(x) = 126 — %:1:

Die Gewinnfunktion ist g(z) = (26 — 2z) — 36z = 90z — 2z? mit Ableitung
g (x) =90 — 2z

Nullsetzen und Auflésen nach z ergibt 90 — 22 = 0 < z = 750. Dazu ist p(750) =
81. Der Cournot-Punkt ist also C(750(81).

b) Nachfragefunktion ist p(x) = 64 + 3f50%4 =64 — =

50z = 14x —

Gewinnfunktion ist g(z) = (64—
14— 375

22 mit Ableitung ¢'(z) =

375 ) 375

Nullsetzen und Auflésen nach x ergibt 14 — 3
57. Der Cournotpunkt ist also C'(750|81).

+tx =0 < x = 375. Dazu ist p(375) =

. . o co—t
c¢) Nachfragefunktion ist p(x) =t + “55=x

_tCoQ

Gewinnfunktion ist g(z) = z(t + Sgta) — cox = (t — o)z — 5

g(x) =1t~

Nullsetzen und Aufldsen nach x ergibt ¢ — co — tISOx & x = 10. Dazu ist p(10) =
0 Der Cournot-Punkt ist also C'(10/42).

mit Ableitung

t*Co
10
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17. Die Scheitelpunktform ist p(x) = a(z — 0)? + 160 mit einer Zahl a € R, so dass
0

p(2000) = 30 < a - 2000% + 160 = 30 < a = — 2500000 -

Die Nachfragefunktion ist also p(z) = 160 — 32— 22, Damit lautet die Gewinnfunk—

4000000
tion G(z) = op(z) — K(z) = 160z — — 302 — 1000 = 130z — 55+39— 23 — 1000

130
4000000 % 4000000 %

18. Die Aufgaben lassen sich mit der Scheitelpunktform f(z) = a(z — z5)? + ys losen.

a) Gesucht ist y; = f(0). Mit S,P wird zuniichst der Offnungsparameter a bestimmt.
Mit S ergibt sich f(z) = a(z —2)? — 1. P einsetzen: f(1) =1 & a(l —2)2 -1 =
lea=2 Alsoist f(x) =2(z—2)>—1und y; = f(0) =2(0-2)2-1=7.

b) Hier liegen P und ) symmetrisch zum Scheitelpunkt, d.h. es muss yo = f(6) =
f(2) = 3 gelten. Man kann aber auch wie in a) vorgehen:
f@)=alz—4)2?+1,a2-4)0+1=3a=3.y1 = f(6)=3(6-4)2+1=3

c) Gesucht ist ys. Setzen Sie P und @ sowie x, in die Scheitelpunktform ein. Sie
erhalten zwei Gleichungen, aus denen Sie a eliminieren kénnen und so schlief3lich
ys erhalten.
a(0-2)2+y,=1<a=1(1-y,) und a(l

(
iiber a ergibt 1(1 —ys) = —ys & ys = —3.

—2)2+y, = 0 & a = —y,. Gleichsetzen

d) Gesucht ist x5. Weil S offensichtlich keiner der beiden Punkte P, @ sein kann, kann
man bei allen Rechnungen davon ausgehen, dass xz ¢ {0,3}. Gehen Sie nun wie in
c¢) vor, zum Schluss ergibt sich eine Gleichung in z;.

a(0—z;)?-3=1a=2uda(B3—z,)?-3=5&a= ﬁ. Gleichsetzen
8 (*)

3_
iiber a erglbt G & 2(3—x,)? = 822. Es gibt zwei Lésungen, xs = 1 oder

= G-u
rs = —3. Bei der Kehrwertumformung (x) handelt es sich unter der Oberannahme
rs & {0,3} tatsichlich um eine Aquivalenzumformung, so dass fiir die Losungen

keine Probe erforderlich ist.

e) Wenn ¢t =0 oder ¢t = 1, so stimmt S mit P oder mit @) tiberein. Im Fall t = 0 = xg
folgt also ys = yo = 1, im Fall t =1 = x; folgt ys = y1 =0. Wenn t € R, ¢t ¢ {0, 1},
geht man wie in ¢) vor, allerdings ist jetzt z, variabel, x5 = t.

a0—t)>2+y,=1l=a=22 unda(l—t)>+ys=0=a= —(13—1)2. Gleichsetzen

t2
iiber a ergibt = B = —(12;)2(:)(1 —y)(1 =12 = —yt? & (1 —1)? —ys(1 —1t)? =
—yst? Sy (1—1)? =) = (1—-1)? & ys(1—2t) = (1 —t)2. Fir t = 5 hat die letzte
Gleichung keine Losung, es gibt also keine quadratische Funktion f. Fiir ¢ # %
(1 t)

ergibt sich die Losung ys = . Diese Formel erfasst dann sogar die Félle ¢t = 0

und ¢t = 1.

f) Weil P, symmetrisch zur Achse x = 4 liegen, muss der Scheitelpunkt auf dieser
Achse liegen oder das Problem ist nicht 16sbar. Konkret 16st man die Aufgabe wie
in e) durch Gleichsetzen.
a(2—t)*+ys = 3 & a(2—t)? = 3—y, und a(6—t)*+y, = 3 & a(6—t)? = 3—y,. Beim
Gleichsetzen verschwindet die Variable y,, d.h. es ergibt sich a(2 —t)? = a(6 — t).
Diese Gleichung ist wahr fiir ¢ = 4 und falsch fiir ¢t # 4. Fiir ¢t = 4 ist also jeder
Punkt S(4|ys) ein passender Scheitelpunkt, fiir ¢ # 4 gibt es keine Funktion zu
diesem Scheitelpunkt.

19. Der Funktionsterm wird so umgestellt, dass er als Normalform einer quadratischen
Funktion in x erkennbar ist:
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flx) = (@—21)2+ -+ (x—2,)% = (2% - 2mz+2}) + -+ (22 — 22,0 + 22)
w4 a? 2w — =2 a2
————

n gleiche Summanden

= nz? =21+ +zy)r+ 2]+ a2

— n(m2 _ 2$1+'T'L’+$n T+ x%"‘n"rwi)
2 2
= n(2? - 272 + —x1+‘,¥+x”)
Dabei wurde die Abkilirzung z = % (arithmetisches Mittel von xq,...,x,)

verwendet. Mit quadratischer Ergédnzung und binomischer Formel gilt nun

2 2
fx) = n(@? -2z + —m1+';+m”) =n(z? — 2Tz + 7% +

2 2

= n(z—2)2+22+ - +22 —nr?

2 2
n

Dies ist nun die Scheitelpunktsform des Funktionsterms und man sieht, dass der Aus-
druck fir x =z = W minimal wird.

Ausblick: Mit der Rechnung wird gezeigt, dass das arithmetische Mittel von n Zahlen
x1,...,x, diejenige Datenkennzahl zur Beschreibung der Lage der Daten z1,...,z,
ist, welche die Summe der quadratischen Abweichungen der z; von irgendeiner Zahl
x minimiert. Der Minimalwert betrigt f(Z) = x% + -+ + 22 — nZ?, man kann durch
Umformungen (Steiner’scher Verschiebungssatz) nachrechnen, dass er mit (z; — )% +
-+ (x, — ¥)?, {ibereinstimmt:

f(@) = @—z1)* 4+ (2 —xn)?
= (@ -2z +2})+- -+ (22 - 2w,7 + 22)
= P44+ 22— -2z r a2l
—_———

n gleiche Summanden
= n¥®>—2(x1 + - +2,)T + 23 + -+ + 22 bis hier wie oben gerechnet
nz? —2nTT + af + -+ + 22 denn T = BEEe ST — gy + - 2y,
w%+---—|—m%—n§c2

Dieser Wert, geteilt durch n oder durch n — 1 (je nach Anwendungskontext) wird als
Grundgesamtheits- oder als Stichprobenvarianz der Daten bezeichnet und stellt eine
Kennzahl dar, welche die Breite des Datensatzes beschreibt. Derartige Formeln sind
Gegenstand der deskriptiven, aber auch der schlieBenden Statistik.

Kapitel 5
1. (a+0)* = (a+b)3@+0b)=(a+0b)3a+ (a+0b)3b
= (a3 + 3a%b+ 3ab® + b3)a + (a3 + 3a®b + 3ab® + b3)b
= (a* + 3a3b + 3a?b* + ab®) + (a3b + 3a?b* + 3ab® + b*)
= a* + (3a®b + a®b) + (3a%b? + 3a?b?) + (ab? + 3ab?) + b*
a* + 4a®b + 6a2b? + 4ab® + b*
2.

a) 33° =30%) =327 = 7.625.597.484.987. Zu unterscheiden von (3%)3 = 273 = 19683.
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b)
c)

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

(2n)3 . \/Z — 93n .9 _ 93n+1

(ab2)2n .
(baQ)n - bn(a2)n T png2n

a2n(b2)2n a2nb4n _ b3”

(8a3)(4ab?) + (2a2b)(—5a2b) = 32a*b? — 10a*h? = 22a*b?

u 20wt — u?(vw?)? = u 20wt — u?Pw?t = (u? — u?)viu?t = —(1—uz%v2w4
(275 + 52) (275 — bz) = (z7°)2 + (5x)xz™> — 27 °(5z) — (5x)(hx) = 2710 —
1-252'2

210

1.5(1,—2 _ .I‘_l)Q — 375((33_2)2 _ 2(1.—2)(113—1) + ($—1>2> — .’E5($_4 _ 21,—3 + .I‘_Q)

rt 2% 3+t =0 - 202+ 23 =2(1 — 20+ 22) =2(1 — )2

a® —18a™ + 81 = (a™)? —2a™ - 9+ 92 = (a” — 9)?

2522

3zty? — 623y3 + 1222y* — 24xy® = 3zy? (2 — 222y + day? — 8y3) = 3zy?(x — 2y)3

ab?(2a® — b)? — a(8(ab)? — v°) = ab?*(8a’® — 12a*b + 6a%b* — b?) — 8a"b? + ab®

8a7bh? — 12a°b> + 6a3b* — ab® — 8a"b? + ab® = —12a°b> + 6ab* = 6a3b3(—2a? + b)

V18 — 4v/8 = 2/9 — 8v/2 = 6 — 8y/2

VT — T 4+ BVT =3 NVTNT — 2T + 5T VT = 21T — 14 + 245\/7 =

266+/7 — 14
96210 = 3/3-B(@2) = 3B Y @2PIB = 2293
3 4_ag_g_4_a_g_4a275b2

5b a 5 a 5ab

Vut = 15VuPo + 75Vu?e? — 125Vuv®
= Vala' =350 Vo 43 5ol = 5V0) = Val(Vi - 5v0)°

VEYERE = TP YT = W8 R e

I
Nlw
S
N
|
—
[N
|
_
wl=oles

t(t3—t)+2(a2—a)}t:ﬁ:\/a(\/‘3—\/a)+2a2—2a:\/'4—\/52+2a2—2a

3a%? — 3a = 3a(a — 1)

timl _ z(@et+l)—x _ 24z _ 2 _ =z
t lt=zx(z+1) x(@+l) = z(z+l) T wz(z+l) T z+l

— 9 Vst? Vst2 _ o/sVi? VEViEE ot _ 2t+5s
2%+5%|y:\/st2_2 s +5 t =2 ss +5 St _27§+5\/§_ Vs
1—y* _o1-vI—22t _ 1-(1-2)?  1-14222-2* _ 222-a* ﬁ(? —2?)
T e B v = el C ) B e S

2 — 2
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6.
a) b) c)
-1 2 -1 7 3 0 -1 1 —10 t 0 -2 t
-310 3 —15 48 -3.0 -9 27 =78 231 -3/0 =3t 9t 6 — 27t
-1 5 —=16 55 3 -9 26 —77 221 t =3t —-249t 6—206t
-1 -1 7 3 0 -1 1 —10 t 0 —2 t
-2 10 -8 18 -2/0 -6 12 =22 42 -2 10 =2t 4t 4 — 8t
-1 -9 25 3 —6 11 —21 32 t =2t 244 4-Tt
-1 2 -1 7 3 0 -1 1 —10 t 0 —2 t
-1/0 1 -3 4 -1.0 -3 3 -2 1 -1/0 —t t 2—1
-1 3 -4 11 3 -3 2 -1 -9 t —t =24t 2
-1 2 -1 7 3 0 -1 1 -10 0 -2 ¢t
010 0 0 0 0/0 0 O 0 0 0 0 0 0
-1 2 -1 7 3 0 -1 1 -10 0 -2 t
-1 2 -1 7 3 0 -1 1 -10 0 -2 t
110 -1 1 0 110 3 3 2 3 1 t t —241
-1 1 0 7 3 3 2 3 =7 t 24t -2+2t
-1 2 -1 7 3 0 -1 1 -10 0 -2 t
2.0 -2 0 —2 2,0 6 12 22 46 2 2t 4t —4+ 8t
-1 0 -1 5 3 6 11 23 36 2t —2+4 —-449¢
-1 2 -1 7 3 0 -1 1 -10 0o -2 t
310 -3 -3 -12 310 9 27 78 237 3 3t 9t —6+ 27t
-1 -1 -4 -5 39 26 79 227 3t —2+9 —64 28
In c) zusétzlich t 0 -2 t und t 0 -2t
2 3 _ 4 1 _ 1
t 0 t2 t 2t +t 7 0 Vi o1 7
t 12 2483 —t+tt Vi -1 — L 4¢
Vi
7. 1 12 45 —54
r+3 0 z+3 22-6x—-27 23-32%+54
1 2—9 22—6z+18 a3 — 322

Also ist h(x) = f(x + 3) = 23 — 322. Anhand der Festlegung von h(x) hat h diesel-
ben Funktionswerte wie f, allerdings zu einem jeweils um 3 Einheiten verschobenen
Argument. Dies entspricht einer Linksverschiebung des Funktionsgraphen.

Die Nullstellen von f miissen demzufolge durch eine Rechtsverschiebung aus den Null-
stellen von h berechnet werden. Die Nullstellen von h sind aber leicht zu berechnen:
h(z) = 2% — 322 = 2?(x — 3) und h(z) = 0 fiir z = 0 und = = 3. Die Nullstellen von
f miissen daher x = 3 und = = 6 sein. Wir machen die (eigentlich nicht notwendige)
Probe mit dem Horner-Schema:

1 —12 45 54 1 —-12 45 —-54
3.0 3 =27 54 6 0 6 —36 54
1 -9 18 0 1 -6 9 0
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8.
2)

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

Es ist f(7) =9, d.h. der genannte Punkt liegt auf dem Graphen von f. Weiter ist
g(x) = f(x+7)—9=2(x+7)—5—19 = 2z. Dies ist eine ungerade Funktion. Also
ist f punktsymmetrisch zum Punkt P(7|9).

Esist g(z) = f(x+3) = —4(x + 3) + 7 = —4x — 5. Diese Funktion ist nicht gerade,
denn das lineare Glied ist vorhanden. Die Funktion f ist also nicht symmetrisch zu
T =3.

Es ist g(z) = f(x +4) = 3(z +4)? — 24(x + 4) — 41 = 32? — 89. Diese Funktion ist
gerade, also ist f symmetrisch zur Gerade =z = 4.

Gesucht ist ein Wert ¢, so dass g(x) = f(x +t) eine gerade Funktion ist. Es wird g
berechnet: g(z) = —6(z +1)? —24(x +1t) — 9 = —61% — 12tz — 24t — 622 — 24x — 9 =
—63% — (12t +24)z — (6t* + 24t + 9). Diese (quadratische) Funktion ist genau dann
gerade, wenn das lineare Glied verschwindet, d.h. wenn 12t + 24 = 0 < t = —2.
Die Funktion f ist also symmetrisch zu x = —2. Sie kdnnten die Symmetrieachse
hier auch aus der Scheitelpunktform von f erkennen.

Zunéchst priift man z.B. mit dem Horner-Schema nach, dass f(4) = 50. Zu priifen
ist weiter, dass die Funktion g(z) = f(x + 4) — 50 eine ungerade Funktion ist. Es
ist g(x) = (x +4)% — 12(z +4)% + 50(x + 4) — 22 — 50 = 23 + 22 offensichtlich eine
ungerade Funktion.

Es muss zuniichst einmal b = f(a) = —a® + 6a? — 2a + 7 sein. Weiter muss g(z) =
f(x+a)— f(a) eine ungerade Funktion sein. Hier errechnet man f (ZL‘ +a)— f(a) =
—(a+2)’+6(a+2)*—2x+a)+7—(—a®+6a2—2a+7) = —a2® + (6 — 3a) 22 +
(12a —3a? — 2) x. Diese Funktion ist ungerade genau dann, wenn 6 — 3a = 0 &
a = 2. Hierzu lautet b = f(2) = 19. Der gesuchte Symmetriepunkt ist also P(2]19).

x g(x) (yc —a?) (42 — b + 2) = 4o — 92% 4 T2? — 2z
) +g(z) =2t +323 -5
g(x) = (:I: +2) (3:L‘ —7) =327 — T2t +62° — 14

)

)

)

)

) +g@)=(x—-2°@—-3)+ (@ —1)(x+3) =23 — 622 + 18z — 15
2)g(x) = (x—1)(x —2)° (x — 3) (x + 3) = 2° — 5a* — 23 + 4122 — 722 + 36
r)+glx)=ta® —(t—2)(x+2) - 20+ 7 =ta® + 2% —tox —2t+7
f@)g(z) ==t —2z)(x+2) (ta® — 22+ 7) = —t?2? — 26723 + ta® + 2ta’ + 2ta? —
Bto—14t —2x%+ 322 + 14z = ta®+ (2t — t2) 2t — (26 + 2) 23+ (2t + 3) 2% — (3t — 14)
r — 141

10. Die Polynomdivisionen werden hier mit dem Horner-Schema durchgefiihrt:

a)

1 =32
5,0 5 10
1 2 12

also ist f1(x)/g1(x) = x + 2 + —=%. g1 ist kein Teiler von f.
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1 =32
110 1 —2
1 =270

also ist f1(z)/g2(x) = © — 2. go ist Teiler von fi.

1 -8 17 —10
5,0 5 —15 | 10
1 -3 2 0

also ist fo(x)/g1(x) = 2% — 3z + 2. gy ist Teiler von fo.

1 -8 17 | —-10
110 1 -7 110
1 =7 10 ' 0

also ist fo(x)/g2(x) = 2% — Tz + 10. go ist Teiler von fs.

1 -8 17 —10
-510 0 -5 10
6 0 6 —-12 0

1 =210 0

also ist fo(z)/gs(x) = © — 2. g4 ist Teiler von fs.
1 3 —-13 -39 36 108

10 1 4 -9 —48 12

1 4 -9 —-48 —12 96

also ist f3(z)/g2(z) = at + 423 — 922 — 48z — 12 + 2. g, ist kein Teiler von fs.
1 3 —-13 -39 36 108
-5/0 0 -5 —45 | —180 —-660
6 0 6 54 216 | 792 0
1 9 36 132 | 648 —55H2
also ist f3(x)/ga(x) = 23 + 922 + 362 + 132 + 2%8_336;54?5. g4 ist kein Teiler von f3.
1 -3 2
t 0 ¢ (—3 + t)t
1 —3+¢t|2-3t+1¢2

also ist fi(z)/gs(x) =+t —3+ ﬁ% g3 ist Teiler von f; genau dann, wenn ¢
Nullstelle von f7ist.

1 -8 17 —10

t 0 ¢ —8t + 12 17t — 8t% + t*

1 -8+t 17T—8t+1t* | —10+4 17t — 8% +¢3

also st fo()/gs(x) = a2 + (t — 8) & + £ (t — 8) + 17 4 L£=8LH1T=10,

gs ist Teiler von f; genau dann, wenn ¢ Nullstelle von fist.
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1 -8 |17 —10
t 0 0 t —&t
0 0 O 0 0
1 -8 |17+t —10—8t
also ist fo(z)/gs(x) =2 — 8+ W. g5 ist kein Teiler von fo
1 5 44—t =5t —4t
e) 1,0 1 6 10—t 10 — 6t
1 6 10—t 10—6¢ | 10— 10t

also ist fi(r)/g2(x) = 2% + 622 — (t — 10) 2 — 6t + 10 — 1%=10,

go ist genau dann Teiler von f;, wenn t = 1.

1 5 4—t | =5t —4t
t 0 0 ¢ ot 4t
0,0 0 O 0 0
1 5 4 0 0
also ist fa(x)/gs(x) = 2* + bz + 4. g5 ist Teiler von f4

11.

a) Nullstellen von p(z) sind 2 und —4 (p-¢-Formel oder Vieta). Beides sind auch Null-

stellen von f, z.B.

nachzurechnen mit dem Horner-Schema:

2 4 =20 -2 44 —48 2 4 -20 -2 44 —48
2.0 2 8 -4 =10 24 -4 10 2 -4 -4 14 —12
2 8 -4 —-10 24 0 2 -4 -4 14 =120
p ist Teiler von f, was man mit dem Horner-Schema zur Polynomdivision iiberpriift.

2 4 —20 -2 |44 —48
8 0 0 16 0 —32 48
210 -4 0 8 —-12 0

2 0 -4 6 0 0

b) x = 3 ist einzige Nullstelle von p. Mit dem Horner-Schema ergibt sich, dass dies
auch Nullstelle von f ist.

1 -3

-4

12

3.0 1

0

—4

1 0

—4

0

p ist aber kein Teiler von f:

1 =3

-4

12

-9
6

0 0
0 6

-9
18

—27
0

1 3

)

—15

Dass p kein Teiler von f ist, liegt hier daran, weil 3 eine doppelte Nullstelle von p,
aber nur eine einfache Nullstelle von f ist.
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c) Nullstellen von p sind ¢ und 0. Diese werden in f eingesetze
1 —t ¢t —t*]0 1 -t t =20
00 1 —t t —t2 t/0 1 0 t 0 Beide Nullstellen sind also
1 —t ¢t —t*]0 10 ¢t 0 |0
auch Nullstellen von f. p ist ein Teiler von f, wie Polynomdivision zeigt:
1 -t t -2 0
00 0 010 0
t 0t 0t 0
1 0 ¢t]0 0
d) Eine Nullstelle von p ist x = —1. Mit Horner-Schema ergibt sich
11 2|2
—-1/0 —1 0 —2 ,alsop(z)=(z+1)(2?+2).
10 210
x = —1 ist also die einzige Nullstelle von p.
x = —1 ist auch eine Nullstelle von f, sogar eine doppelte Nullstelle:
1 2 2 2 1
-1/0 -1 -1 =1 -1 Also f(z) = (z +1)(z® + 2% + 2 + 1) und weiter
1 1 1 1 0
1 1 111
—~1/0 —1 0 —1 .Esgiltalso f(x) = (z+1)?(2%>+1) und f hat keine weiteren
10 110
Nullstellen.

f und p haben also dieselben Nullstellen, p ist aber kein Teiler von f. Anderenfalls
wire auch 2% + 2 ein Teiler von (x + 1)(z? + 1) = 23 + 22 + 2 + 1. Das allgemeine
Horner-Schema zeigt aber, dass dies nicht der Fall ist:

1 1)1 1
-2/0 0] -2 =2
0 0O 00 O
11 -1 -1
Also gilt %ﬁ;“ =zr+1-— m’”;fé, d.h. bei der Division bleibt ein Rest.

12. Beim kaskadierten Horner-Schema wird auf das Quotientenpolynom eines einzelnen
Horner-Schrittes wieder das Horner-Schema angewandt. Dabei muss in jedem Schritt
der Rest Null sein. Deshalb funktioniert diese Kaskadenform nur mit den korrekten
Nullstellen des Polynoms und jeweils mit einer konkreten Nullstelle auch nur so oft,
wie der Vielfalt der Nullstelle entspricht. Verwendet man die Nullstelle haufiger oder
versucht man eine Nicht-Nullstelle, so erkennt man dies an dem Rest ungleich Null
ganz rechts, so dass man diesen Schritt wieder streichen muss - bei Handrechnungen
sind radierbare Stifte empfehlenswert.
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a) 1 -7 9 9 8 16
10 -1 8 —17 8 —16
1 -8 17 -8 16 0
40 4 -16 4 -16
1 -4 1 -4 0
40 4 0 4
1 0 1 0

p(z) = (z +1)(z —4)*(2* + 1)

b) 1 11 10 -—-106 133 —49
1 0 1 12 22 -84 49
1 12 22 —84 49 0
10 1 13 35 —49
1 13 35 —49 0
10 1 14 49
1 14 49 0
p(z) = (z —1)3(2? + 142 + 49) = (z — 1)3(z + 7)?
13.

a) Eine nichtganzzahlige Nullstelle muss hier geraten werden, z.B. = = % Nach Ab-
spalten des Faktors (x — %) verbleibt ein quadratischer Term, dessen Nullstellen —%
und g mit p-q-Formel errechnet werden kénnen. Weiter ist 5 — 2z — 202? + 823 =
(x—5)(—10 — 162 4+ 82?%) = (z — 3)(z + 3)(8z — 20) = 4(z — 3)(z + 3)(z — 5).

b) Hier erraten Sie die Nullstellen +1, 3 und —8 als Teiler des konstantes Gliedes 24.
Es ergibt sich p(z) = (x — 3)(x — 1)(x 4+ 1)(x + 8)
4

¢) Zuerst den Faktor I abspalten und Nullstellen 3 und —5 erraten. p(z) = 4(2° —2* —

1823 45022 — 47z +15). Mit Polynomdivision erhiilt man % = 4(x® - 322+
3z —1) = 4(x —1)3. Die letzte Umformung leiten Sie entweder aus der binomischen
Formel ab, oder Sie erraten die Nullstelle x = 1 und spalten sie (wenigstens) einmal

ab.
d) Die erste Nullstelle = 4 lesen Sie direkt ab. Die anderen Nullstellen sind Losung
der quadratischen Gleichung 2 + %x —7T=0&2= —% + @/% +7 = —% + %.

Also sind die weiteren Nullstellen x = —% und x = 2.

e) Faktorisiere 23. Dann ist 52°+ 3524 —4023 = 23(522+352x—40) = 53 (2% +T7r—8) =
S5z3(z — 1)(z + 8).

f) Durch Ausprobieren erhilt man die Nullstelle x = —7. Nach Polynomdivision ver-
bleibt p(x)/(x + 7) = 5 + 622 + z*. Mit der Substitution z = z? ergibt sich der
Restterm 22 4+ 62 + 5 = (2 + 1)(z + 5). Also lautet die Faktorisierung p(x) =
(x +7)(2? +1)(2% + 5). Weitere (reelle) Nullstellen hat p also nicht.

g) Substituieren Sie z = 3. Dann verbleibt der Term 422 — 104z — 108 = 4(2% —
262 — 27) = 4(z — 27)(z + 1) = 4(2® — 27)(2® + 1). Sie konnen jetzt die Nullstellen
r = 3 und x = —1 erkennen. #® — 27 und 2® + 1 lassen sich dann noch weiter
faktorisieren: 23 — 1 = (z — 3) (12 + 3z + 9) und (22 +1) = (2 + 1) (332 —x+ 1))
(mit Polynomdivision).
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h) Substitution von z = z? in 227 — 2tx® + 2 = 0 ergibt 522 2tz + g =0«
22 — 4tz + 5 = 0. Diskriminante: D = 4t — 5.
Falls D < 0, so hat diese Gleichung keine Losung, damit hat auch die Ausgangs-
gleichung keine Losung. Das ist der Fall fiir t2 < %, also fiir —\/75 <t< \/75
Falls D =0, d.h. fiir t = j:\/T5 hat diese Gleichung genau die Losung z = 2t = 44/5.
Im Fall t = \/75 hat die Ausgangsgleichung dann die beiden Losung = +£1/v5 = +
V5. Im Fall t = —\/75 hat die Ausgangsgleichung dann keine Losung.
Letzter Fall D > 0 < t2 > g. Dann hat die Gleichung 2% — 4tz + 5 = 0 die zwei
Losungen z = 2t 4+ v/4t? — 5. Jetzt muss fiir diese Losungen noch die Gleichung
x? = 7 aufgelost werden. Diese hat zwei Losungen, wenn z > 0, sie hat eine Losung,
wenn z = 0 und sie hat keine Losung, wenn z < 0.
—  Falll:t > f und z = 2t++v/4t? — 5. Dann ist z > 0 und die Ausgangsgleichung
hat die zwei Losungen x = &/ 2t + v4t2 — 5
—  Fall 2: ¢t > ‘/75 und z = 2t — V4t2 — 5. Dann ist z > 0 < 2t > V42 -5 &
42 > 4t> — 5 < 0 > —5. Also hat auch dann die Ausgangsgleichung zwei
Losungen o = ++/2t — /4t2 — 5
— Fall 3:t < —@ und z = 2t +v4t? — 5. Dann ist 2 < 0 & —2t > V4t? — 5 <
412 > 4t2 — 5 < 0 > —5. Also hat die Ausgangsgleichung hat keine Losung
— Fall4:t < —i und z = 2t — v/4t?2 — 5. Dann ist auch z < 0 und die Aus-
gangsgleichung hat keine Losung.
14. Lagrange-Polynome fiir P, Q:
rQ P Q
a)‘l—x x d)‘%(l—l—t—m) 1l—t+um)
b | I d(34n) o | 2 H-2+a)
olf -
Lagrange-Polynome fiir P, Q, R:
P Q R
a) %(1—x)(3—3:) %( —x)x %(—14—1’)3:
b) | 55(7—z)(2+ ) 35 (=3+2)(2+x) =B —2)(7T— 1)
(—14xz)z ~ (A=z)(=t+x) z(—t+x)
C) T+t t 1—¢t
d)

@D
~

(-
tl+t—-2)B+t—2) $B+t—ao)(1—-t+z) F(-1—t+z)(1-t+a)
s6—a)(1+x) L(=2+2)(1+2) L@2-2)5-2)

Lagrange-Polynome fiir P, Q, R, S"

P Q R S

a)  t(1-2)2-2)3-2) 12-2)(3—2) H-2+2)(-1+a) 1B3—a2)(-1+2)

b) | 1g(7T—2)(2+2)(3+2) 360( 3+2)2+2)B+2) FB-2)(T-2)B+1) gH(-2-2)3-2)(7-2)
(—142)z(1+x) _ (A==z)( 1+ac)( t+4x) z(1+z)(—t+x) _ (A—z)a(—t4x)

c)

(—1+O)(1+E) 2(1-1) 2(—1-1%)

Setzt man die Lagrange-Polynome dann iiber die Funktionswerte an den vorgegebenen
Punkten zusammen, so erhélt man die gesuchten Polynome:
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P7Q P7Q7R P>Q7R7S
a) 5— 3x 5—dx + 2? 5— 13z + 1322 — 323
19 z 23 11z 72> 23 11z 72>
b) vl T +ti3 & T +ti3 &
c) t—x t—(1+t)x + 22 t—x —ta® + 23
d) 3t—1 =z 3t—1 =z
2 2 2 2
e) 7t3—2 4 1_32t513 % + 8t9_4$ + 1—92th

Beachten Sie, dass die Lagrange-Polynome zu n Punkten jeweils Polynome n — 1-
ten Grades sind, dass aber durch das Zusammenfassen gegebenenfalls auch Polynome
geringeren Grades entstehen. Beispielsweise ist die quadratische Funktion in b) auch
schon Losung fiir die Anpassung an die vier Punkte P,Q, R, S.

15. a) xgc—"*;lfﬁrx;«él,x%o b) wfﬁrx#—lx#% c) 2222 fiir x # 2,

222 —3z—14 x—5
x # 5.
16.
a) —(w_3193“(;7_2) = ﬁ-l—% = —A(fm_fi;fg)_l) ,also 3z4+7 = A(x—2)+B(x—1). Mit den
(eigentlich verbotenen) Werten ergibt sich: t =2 = B =13undz =1= A = —10.
. Bw47 _ —10 , _13
Insgesamt: WM ==+ 5

b) &mh = A+ 8y = AR Also 3247 = A(x — 1) + B. Mit 2 = 1 folgt
B=10.Mit (zB.)x=0folgt 7=B—-A=A=B-7=3.
0

Insgesamt (i”f;)l = % + (:z:£—1)2

20441 _ A B c _ A@-1)?*+B(z-1)+C .
c) (x_—l);r = et eoor t e = CEE . Es folgt 222 — 4z +1 =

A(x —1)2+ Bz — 1) + C.

—  Mit z =1 folgt C = —1.

— Mitz=0folgtl=A-B+C=A-B-1=A-B=2=A=B+2.
— Mitz=—-1folgt 7T=4A—-2B+(C =4A—-2B=8=2A—-B=4

—  Eingesetzt: 2(B+2)—B=4=B=0

— Dazu A=B+2=2.

2
Insgesamt % = % — ﬁ
17.
a) z48 . z4-8 _ A + B _ A(z—6)+B(z+1)
22—52—6 ~ (z+1)(z—6) — x+1 z—6 (z+1)(z—6)
Einsetzen der eigentlich verbotenen Werte + = —1 und = 6 in den Zahler und
Vergleich mit « + 8 ergibt die beiden Gleichungen A - (=7) =7 < A = —1 und
_ _ : : +8 2 1
B -7=14 & B = 2. Die Partialbruchzerlegung lautet also " 1"—% = =5 — =1
8z—16 _ _ 8z—16 _ _A B _ A(z+4)+B(z—4)
b) 1 = oo — st i = (Dt

Einsetzen der eigentlich verbotenen Werte x = +4 in den Zahler und Vergleich mit
8z — 16 ergibt die beiden Gleichungen 84 = 16 < A =2 und —8B = —48 & B = 6.

Die Partialbruchzerlegung lautet also iﬁjg = ﬁ + miH
c) 20-3t-3  _ 20-3t-3 _ A | B _ A(z+3)+B(x—t)
22—(t—3)z—3t = (z—t)(z+3) = =z—t z+3 (z—t)(x+3)
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Einsetzen der eigentlich verbotenen Werte x = ¢ und x = —3 in den Zahler und
Vergleich mit 2z — 3t — 3 ergibt die beiden Gleichungen (3 +t)A=—-t—-3 < A =
—1 und B(—3 —t) = =3t — 9 < B = 3. Die Partialbruchzerlegung lautet also:

20-3t—3  _ _ 1 3
P s A N
d) xzzfg;ig = (2;__31)12 = w—ég) + (mi)Q = A((:;:‘?;B. Zahlervergleich fir z = 0 und = = 3

ergibt die Gleichungen —3A + B = —11 und B = —5, also —34A = -6 & A = 2.
Die Partialbruchzerlegung lautet also —22—tl_ — _2 5

x2—624+9 ~ z-3 (z—3)?

2 2 . . .
€) s = (33;__1:;?;”:5)2 =4 4+ B 4 ﬁ Als ein Bruch schreibt sich
2
dieser Term als A&=1 +?3(jfz)1()m(fz)12)+c(3x_l) . Zum Zahlervergleich werden nun die

Werte x = %, x = 1 und = = 0 eingesetzt. Das ergibt die drei Gleichungen %A =

—%@A:—2und—12:C-2<:)C'=—6und5:A+B—C<=>B:C'+5—A:1.

2
xz“—18z+5 _ 2 1 6
3x—1 +

3x3—-7x2+5x—1 r—1 (z—1)2

Die Partialbruchzerlegung lautet also

f) Weil der Zahlergrad grofler oder gleich dem Nennergrad ist, muss zunéchst eine
Polynomdivision durchgefiihrt werden:

Sy o0n? oy T B2 =y 7 2L =9y T4 A4 D=2 4T

. Zahlervergleich fiir x = 1 und « = 0 ergibt -4 = B < B = —4 und

T2 —2x T2—zx
A(z—1)+Bx
z(x—1)

—2 = A-(-1) & A = 2. Die Partialbruchzerlegung lautet also 2004507902 _
20+ 7+ 242 =2 4 7+ 2 — A

r—1

T2 —2x

Der Ordinatenschnittpunkt wird durch Einsetzen von x = 0 ausgerechnet. Die Nullstel-
len werden nacheinander geraten, durch Polynomdivision abgespalten und ab Grad 2
werden die Nullstellen dann mit p-g-Formel oder Vieta oder quadratischer Erganzung
bestimmt.

a) f(x) =52% —80x = 5x(2? — 16) = bz(z — 4)(z + 4)

b) f(z)=—22%+622 — Sz =Z(42® + 122 —5) = — 1z (2z — 1) (2z — 5)

c) f(w)=223+622-4=2(x+1) (22 +22—-2) =2+ 1)(z—V3+1)(z+V3+1)

d) f(z) = 42" — 322 = $22(2? = 3) = J22%(z — V3)(z + V3)

e) f(x)=a'-3a3+4z = x(a®-32*+4) =z (x+ 1) (a? — 2z +4) =z (z+ 1) (z - 2)?

f) f(z)=8x* - 2823 — 6222 + 7o +15= (z —5) (823 + 1222 — 22— 3) = (z — 5) (z —
1) (822 +162+6) = (z—5)(22—1)(42*+8z+3) = (z — 5) (2z — 1) (2z + 3) (22 + 1)

19. Ansatz fiir die ungerade Funktion f(x) = ax+bz3, Ansatz fiir die gerade Funktion

g(x) = a + bx? + ca*
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a) Ungerade Funktion durch P,@Q: f(2) =0 und f(1) = —2, d.h.

20+8 =0,a+b=-2a=-b—-2. Einsetzen in die erste Gleichung: 2(—b —

2) + 8b = 0, Losung ist: b = % Damit a = —%. Also ist f(z) = Qx— §x3

Gerade Funktion durch P, @, R: g(2) = 0, g(l) = —2 und ¢g(—3) = 10, d.h. a +
4b+16c =0, a+ b+ c = —2 und a + 9b + 81lc = 10. Die zweite Gleichung wird
zu a = —b — ¢ — 2 umgestellt und in die erste und die dritte Gleichung eingesetzt.
Das ergibt —b —c — 2 4+ 4b + 16¢ = 0 und —b—c—2+9b—|—81c = 10 bzw.
vereinfacht 3b + 15¢ = 2 und 8b + 80c = 12 & b = 5 — 10c. Dies wird nun in
3b+ 156 =2 elngesetzt 3(— —10¢) 4 15¢ = 2 Losung 1st c= l Riicksubstitution:
b=3 5 —10- % = _6 unda— —b—c—2— 55— 5 2=-2 Dle gesuchte Funktion
lautet also g(z) = =2 — $2% + a*

b) Ungerade Funktion durch P, Q: f(2 Ound f(1) =¢,dh. 2a4+8 =0« a= —4b
und a +b =t, dh. —4b+0 =1t & b = —lt Damit ist a = %t. Die gesuchte
Funktion lautet also f(z) = 3ta — gta®
Gerade Funktion durch P, @, R: f(2) =0, f(1) = tund f(—3) = t, d.h. a+4b+16¢ =
0 a=—4b—16c,a+ b+ c =t und a + 9b+ 81lc = t.Setzt man die erste in die
zweite und dritte Gleichung ein, so ergibt sich —4b—16c+b+c=t < —3b—15c =1
& b= —5c— it und —4b — 16¢c + 9b + 81lc = t < 5b + 65¢ = t. Eingesetzt erhilt

) + 65c =t, Losung ist: ¢ = 1 15t. Ricksubstitution b = —5¢ — lt =

2t und @ = —4b — 16¢ = —4(—2t) — 16(5:t) = St Also ist

20.

a) Ordinatenabschnitt: f(0) =
Abszissenabschnitt(e) bekommt man durch die Nullstellen von f: f(z) = 0 <
:U3+:E2—2tx:0<:>:c(x2+x—2t):()

Also ist auf jeden Fall x = 0 eine Nullstelle. Weitere Nullstellen bekommt man
durch Losen einer (parametrischen) quadratischen Gleichung: Mit D = % + 2t gilt:

- D>0&t> —%: Dann hat die q.G. zwei Losungen, ndmlich —% +£4/2t+ }l

- D=0&t= —%: Dann hat die q.G. eine Losung, ndmlich —%
- D<0&st< —%: Dann hat die q.G. keine Losung.

b) f(z) =g(x) & 2+ 2% -2tz = —tr+t & 23+ 22 —tx —t = 0. Eine Nullstelle errit
man als = —1. Der erste Schnittpunkt ist also (—1|2¢). Polynomdivision ergibt

:1:3—|—a:2 —tx—t

.2
P =x t

Falls t > 0 so gibt es zwei weitere Nullstellen, nimlich 2 = 4/t mit den zuge-
hérigen Schnittpunkten (—+/%[t(1 + /%) und (Vt[t(1 — +/t). Falls t = 0, so gibt es
einen weiteren Schnittpunkt, ndmlich (0|0). Falls ¢ < 0, so gibt es keinen weiteren
Schnittpunkt.
21. Schreiben Sie ¢) als 2y2f1 = ﬁ d) als 522 2y+1 = y+1 Lo =
haben alle Ausdriicke denselben Zéahler, alle Nenner und Zéhler smd grofler als Null,
also ergibt sich die Anordnung geméafl der umgekehrten Anordnung der Nenner-Werte:

und e)

x
y 1 S 31 +2 < 3I < y——I < *1
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Kapitel 6

1. Die Exponentialfunktion zur Basis e ist streng monoton wachsend. Im Gegensatz
hierzu ist f; eine streng monoton fallende Funktion. Die anderen beiden Funktionen
sind ebenfalls streng monoton wachsend, wobei f; weniger stark und f5 starker an-
steigt als die Exponentialfunktion. Dieses Anstiegsverhalten spiegelt sich auch in der
Anordnung % <1< 2<e< 3 wieder.

2. Das Schaubild lautet

3.

a) Mit der Funktionalgleichung folgt f(z + 1) = f(z)f(1) = 2f(x)

b) Mit der Funktionalgleichung folgt wiederum g(x + 1) = g(x)g(1) = 5¢(x) und
h(z+ 1) = h(z)h(1) = 0,3h(x).

c) Allgemein gilt f,(x + 1) = fo(z)fa(1l) = afa(z)

4. Mit den Punkten P(p;|p2) und Q(q1|g2) muss jeweils gelten: caP* = py und ca® = ¢s.
Es liegt also ein Gleichungssystem in zwei Unbekannten ¢, a vor, welches zu 16sen ist.

a) cal =6und ca® =2, dh.c=2und 2a =6 < a =3

b) caz =1 2a=1<a=c 2 und ca® = 27. Substitution von a ergibt ¢(¢=2)% =

e 3 =2Tsc=13.

c) ca® =t und ca! =2
d) ca®* =t und ca® = 2

5. Mit Zinseszinsen muss sich das Endkapital als 15000 = 10000 - (1 + %)5 ergeben.

5/15000 _ |
10000

) ~

Nach p aufgelost berechnet sich daraus der Jahreszinssatz zu p = 100(
8,45.

6. Nutzen Sie die Ungleichung 1+ < e”, indem Sie x durch passende Terme ersetzen:
a) Esist 1+ 2x < e = (€2)? = o mit a = €2.

b) Esist 1 =22 =1+ (—22) < e 2 = (¢72)® = ¢® mit a = e 2.

7.
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a) logs(gy) = logs(37%) = (—4) logs(3) = —4

b) log,(64) = log,(2°) = 6log,(2) = 6

c) logy 10 =logy;(0,17") = (~1)logy(0,1) = —1

d) log,(1) =0 fiir alle a > 0

e) logy(243) = logy(3°) = 5logy(3) =5 3

f) logys (t*) = logs (t°'5) = logys ((1°)5) = § log,s (t°) = §

8. Hinter dem (ersten) Approximationszeichen werden die Tabellenwerte eingesetzt. In
Klammern steht am Schluss jeweils der korrekte Taschenrechner-Ndherungswert, der
zeigt, dass die Rundungsfehler gering sind.

a) In(35) =1In(5-7) = In(5) + In(7) ~ 1,6904 + 1,9459 = 3,5563 (3,5553)
b) In(180) = In(22325) = 21n(2) + 21In(3) + In(5) ~ 20,6931 + 2 - 1,0986 + 1, 6094 =
5,1929 (5,1926)
¢) In(5,5) = In(Lh) = In(11) — In(2) ~ 2,3979 — 0, 6931 = 1, 7048 (1,70474)
d) 1n(0,03) = In(3/100) = In(3) — 2In(2) — 2In(5) ~ 1,0986 — 2(0, 6931 + 1,6094) =
—3,5064 (-3,5066)

e) In(10,24) = In(21°/10%) = 101n(2)—2(In(2) +1n(5)) = 81n(2)—21n(5) ~ 8-0,6931 —

2-1,6094 = 2,326 (2,3263)
_ In(2/3 _ In(2)—In(3) _, 0,6931—1,0986
£) 10g3/5(2/3) T In(3/5) © In(3)—In(5) " 1,0986—1,6094 —0,7939 (0,7937)

9. Zunéichst ist geméfl Rechenregel [3] des Logarithmus log,(y)r = log,(y") und
log, (y)/r = log, (y'/"). Weiter gilt 2 = log,.(y) < (a")* =y & a™ =y & ro =
log,(y) & x = log,(y)/r. Also gilt log,-(y) = log,(y)/r. Daraus folgt log,1,-(y) =
log, (y)/(1/r) = log,(y)r-

10.
a) 3% =27 & 3% = 3% & z = 3. Die Losung ist x = 3 = log,(27).
b) 0,17 = 0,0001 < 0,1* = 0,1* & 2 = 4. Die Losung ist 2 = 4 = logg 1(0,0001)

o

) 1967 = 14 < (14%)" = 14 & 14** = 14! & 22 = 1 & 2 = 3. Die Losung ist

T = % = log96(14).

d) 4+7 = 256 < 4777 = 4 & 2+ 7 = 4 & x = —3. Die Logarithmusschreibweise
bekommt man z.B. durch die Umformung 4*+7 = 4747 und damit 4% = i—i =473 =
o & o =log,(1/64)

e) 5-1,8% = 29,16 < 1,87 = 5832 & 1,8 = 1,8 & z = 3. Die Losung ist
r =3 =log; 5(5,832).

11.

a) Drei Rechenwege:
—  Logarithmieren auf beiden Seiten:

47 = 219 & In(4%) = n(2!Y & zIn(4) = 10In(2) & = = 10In(4)/In(2) =

10In(2)
2In(2) 5
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—  Freistellen von z mittels log,: 4* = 210 & z = log,(2') = 10log,(2) = 10-1 =
5

—  Basen gleich machen: 4* =210 & 227 =210 . 27 =10 2 =5
b) 5 2§ & (5)" 27 & 2logys(y) =logys((4/3)%) = 2logy3(4/3) =2

12. 57 — (V5)" 24 6=04 (V5 ) —V5VE +6=04 (V5 )2 =55 +6=0
Substituiere z = \/gm, das ergibt 2?2 — 52 + 6 = 0 mit den Losungen z = 2 und z = 3
Riicksubstitution: z = /5~ = (51/2)* = 52% & sz =logs(2) & z = 2logs(z)

Die Losungen sind also 2logs(2) und 2logs(3).

Die Summe der Losungen ist dann 2logg(2)+2logs (3) = 2(logs(2)+logs(3)) = 2logs(2-
3) = 2log;5(6) = log;(6%) = log;(36)

13.

a) Es muss gelten log,(100) = 2 < a? = 100 < a = 10. Die gesuchte Funktion ist
f(x) =logo(x) = lg(x)

b) Es muss gelten log,(0,125) = 3 < a® = 0,125 & a = ¢/0,125 = 0, 5. Die gesuchte
Funktion ist f(z) = logg 5(x).

¢) Es muss gelten log, (1) = 12 < o'’ =t < a = /¢ = t*/*". Die gesuchte Funktion
ist f(z) =log,i ().

14. Man fithre die jeweilige Exponentialfunktion jeweils auf e” zuriick und verwende

die Ungleichung e* > 1 + z.

a) Esist 2% = ™(®? > 1 4 In(2)z. Die Ungleichung 2% > 1+ cx gilt also fiir ¢ = In(2).

b) (1) =e(/2 > 141n(1/2)z = 1+ (In(1) —In(2))z = 1 —In(2)z. Die Ungleichung
gilt also fir ¢ = —In(2).

¢) a® = e™@? > 1 4 1n(a)z. Die Ungleichung gilt also mit ¢ = In(a).

15. Nach x Jahren hat sich das Kapital auf f(z) = K -1,025% vermehrt. Wenn sich das
Kapital verdoppelt hat, so gilt 2K = K - 1,025%. Also (nach Division durch K) muss
1,025 = 2 gelten. Losung ist z = log; go5(2) = lnérllfg%m = 0%629437 = 28,07. Wenn man
berticksichtigt, dass die Zinsen erst zum Ende eines Jahres dem Kapital zugeschlagen
werden, ergibt sich, dass das Kapital nach 28 Jahren noch nicht verdoppelt ist, sondern

erst am Ende des 29. Jahres.
16.

e? 4 5p =0 «et/? = 5z

et/ /r = -5

1
—xz/2 _
& = ——
(& xr 5
& — )= =
¢ (=3) =15
1
— /2 = =
& —zx/ W(lo)

Sz =-2-W(0,1)~ —2-0,091 = —0, 182

17.
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a)

b)

c)

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

ze =12 T=2s20=W_E) =735 W3
x=3$W(2)=3W(0,667) ~ 5 -0,4328 ~ 0,216
(exakter: z ~ 0.216281)
Interpolation: W (0,667) ~ (1—0,7)-W(0,66)+0,7-W(0,67)
0,3-0,430+0,7-0,434 = 0,4328

Q

r-3*=2 & x-ehB)T=2
& In(3) -z -ePB)® =21In(3)
< In@)-z=W(2In(3))
S T= e -W(21n(3))
T = -W(2-1n(3)) = )~ (3) =0,8964 ~ 0,816

ln(3)
(exakter: z =~ 0,816009)

Interpolation: W(2,197) ~ (1-0,7)-W(2,19)40,7-W(2,20)
0,3-0,895+0,7-0,807 = 0, 8964

Q

x+4ln(z) =4 4:U—i—ln( x)=1

x+1n(x) —el & eix . 6ln(m) —e

z=4-W(ge)~4-W(0,680) ~ 40,439 = 1,756
Rundet man auf fiinf NK-Stellen, so gilt
x=4- W(}le) ~4-W(0,67957) ~4-0,438378 = 1,75514
(exakter: x = 1,75351)
Interpolation: W (0,67 957 ) =~ (1—0, 957 )-W(0,67)+ 0, 957 - W(0,68)
0,043 - 0,434 + 0,957 - 0,439 = 0,438378

In(z) - 22 = In(e?) = 2
2In(z) - 2% =4

In(z?) - 2% =4

In(2?) = W(4)

z2 =Wl = 4/W(4)

x=2//W(4)

Q

S R

x=2/\/W(4) =2/yT,202 = 1,824
(exakter: x ~ 1,82409)

e+ x=0 e = —x Subst.: y = —
e =y

yey =1

2ye?y =2

2y =W(2)

r=—1W(2)

L R R

r=—1-W(2)=-1.0,853=-0,4265
(exakter: x ~ —0,426303)
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f) 3 +2=0 =—x Subst.: y = —x

te e

w =~y Wn(3) = — gy - W(1,09861) ~ — 55 - 0,601583 ~ —0, 54758

(exakter: =~ 0, 547809)
Interpolation: W (1,09861) ~ (1 —0,861)-W(1,09) + 0,861 - W(1,10)
~ 0,139-0,599 + 0,861 - 0,602 = 0,601583
18. Auf [—o00; —1] sind f und W_; Umkehrfunktionen zueinander, d.h. es gilt W_; (f(z)) =
z, d.h. also W_y(z-e®) =x fir z < —1. Mit 0 < 2 < 1 ist u =1In(z) < —1, so dass
diese Formel zu W_1 (u-e* = u wird. Riicksubstitution ergibt W_; (In(z)-e™®) = In(z),
also W_i(In(z)z) = In(z) fir 0 < = < 1. SchlieBlich gilt auch f(W_1(z)) = = fiir
—1 <2 <0, das ist W_q(z)e%(z) = . Mit Freistellung nach e"V'(®) erhilt man
colorbox[gray]0.8¢", (z) = z/W_y(z) fir -2 <z <0
19.
a) 235(22)"15 = 35 . 2(-15) = 4353 — 405 —
b) (my)3/7<$z)2/7(yz)—1/7 — m3/7y3/7x2/7z2/7y_1/72_1/7 — $3/7+2/7y3/7—1/7z2/7—1/7 —
2/ T2/ T T = (1592 )T = /a2
C) (x1/2 _’_m3/2)<x1/2 _ 333/2) _ (x1/2)2 _ (x3/2>2 — m%a —r
(1 —2)(1+x)
20.

a) Gesucht ist eine Cobb-Douglas-Funktion f(z) = cz® mit ¢ > 0 und a > 0 und
den Eigenschaften f(2550) = 850, f(3150) = 1000. Also gilt ¢ - 2550% = 850 und
¢ - 3150% = 1000. Die Gleichungen werden jeweils nach ¢ aufgelost und man erhélt

-2

Njw

=r—23=x2(1-2%) =

_ 850  _ 1000 TY; . . .
€= 52205 = 31504 - Diese letzte Gleichung wird nun nach a aufgelost:
850 __ 1000 3150¢ __ 1000 (3150)$ _ 1000 (Q)a _ 20
35500 — 31500 <7 25500 . 850 7 \2550) — 850 0 \17) T 17

Es ergibt sich

o _ In(20/17) _ In(20)—In(17) __
a = 10gy;/17(20/10) = 1nE21§17§ = 1ng21%—1né17) ~ 0,7691

Diese Losung wird zur Berechnung von ¢ verwendet:

_ 850 __ 850 ~
€= 2550 In(20)—In(17) 2,0391

2500 In(21) =In(17)
Die Funktion lautet also f(z) = 2,0391 - 207691,

b) Zunéchst muss eine lineare Funktion f(z) = cx bestimmt werden, fiir die f(2550)
850

850 gilt, d.h. die Gleichung ¢ - 2550 = 850 ist zu losen. Es ergibt sich ¢ = £5% = 1.
Die Produktionsfunktion lautet dann f(z) = .

Bei Erhohung des Rohstoffeinsatzes um 600 Einheiten werden dann f(3150) = % .
3150 = 1050 Einheiten hergestellt, das sind 200 Einheiten mehr als beim genannten

geringeren Rohstoffeinsatz von 2550 Einheiten.
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21.

a) Planskizze mit gleichseitigem Dreieck mit Innenwinkel § und Seitenlidnge 1:

C
Im rechtwinkligen (!) Dreieck BCD gilt
nach Pythagoras:
~ CD’+BD =1,dh
— CD=,/12—(3)2=/3/4=3/2
. 60\ Daraus folgt dann tan(f) = % =
° V32 _ /3

1/2

b) Planskizze mit gleichschenkligem, rechtwinkligen Dreieck, Innenwinkel 7/4 an der
Basis, Kathetenlange 1:

! Im Dreieck ABC gilt nach Pythagoras:

— AC° =AB’ +BC® =2, d.h.
AT = 2

B —
1 ®  Daraus folgt cos(§) == =

22. Aus der Tabelle erhilt man
sin(%) =1, cos(§) = 0,
sin(§) = v3/2, cos(3) = 3.

Daraus folgt dann

1
ok

b
Q

a) sin(g) = sin(F— %)
= sin(§)cos(—%) + cos(F)sin(—%)
= sin(%)cos(%) — cos(%)sin(F)
= 1-i-0. \/T§
_ 1
2
b) cos(%) = cos(§+ %)
= cos(g)cos(g) —sin(3)sin(F)
o
V3

1

23. Fiir x = § gilt § —2 = § und daher sin(§) = cos(5) = 5 und cos(§) =sin(3) =

V3
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und daher sin(3F) = cos(—%) = cos(3 = 3 und

N

Fir z = 7 gilt 5 — 2 = —2F und daher sin(7F) = cos(—%) = cos(3f = —3 und

w

[

und daher sin(37) = cos(—24F) = cos(4* = —3 und

24. sin(r+y) = cos

cos(y — %) — sin(x) sin(y — %)

)
= cos(x)sin(y) — sin(z)(—sin(5 —y))
) sin(y) + sin(x) sin(—y + )
cos(x) sin(y) + sin(z) cos(y)

Dies entspricht nach Umstellung der Summanden der gesuchten Formel.

25. Es ist vollig ausreichend, sich die Giil- J
tigkeit des Additionstheorems fiir Winkel-
Argumente x € [0; 5[ anhand einer Skizze
im Einheitskreis zu iberlegen. 4 St N
Das Dreieck AABC' ist ein rechtwinkli- °
ges Dreieck mit Hypotenusenlinge 1 (Ra- sinx)!
dius des Einheitskreises) und Kathetenlan- :
gen sin(x) und cos(z) (laut Definition der
beiden trigonometrischen Funktionen).

Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann sin?(z) + cos?(z) = 1.

In den anderen drei Quadranten, d.h. fir x € [J; 2| ldsst sich das Additionstheorem
auf genau die gleiche Weise herleiten. Fiir x > 27 bzw. x < 0 kann man aufgrund
der Periodizitat der trigonometrischen Funktionen das Additionstheorem auf den Ein-
heitskreis zuriickfiithren.

26.

sin(m — ) = 2 ergibt nach sin®(r — ) umgestellt den Ansatz:

sin?(m —y)a? = h?
= 2 —(b+p)? (Pythagoras im Dreieck ABD)

= 2 — (b +2bp+p?) (jetzt cos(m —~y) = p/a einsetzen)

= 2 —b? —2bacos(m — ) — a?cos?(m — )

Nutzt man cos?(m — ) +sin?(7 — ) = 1, so ergibt sich a® = ¢? —b? — 2abcos(m — )

Und weil cos(m — 7) = cos(y) (z.B. mit dem Additionstheorem des Cosinus), folgt
dann a? = ¢? — b? + 2abcos(Y)

Das kann zum Cosinussatz umgestellt werden.
27.
Hinweis (1):
— #2402 — 210y cos() = (3 = 20y cos(a) = (13 + 03 — 13)/t,
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28.

a)

29.

2)

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

—  Analog: 201 cos(a) = ((t1 +t2) + €3 — 03)/(t1 + t2)
Aus Hinweis (2):

— 02 — 3 = h?(cot?(ay) — cot?*(ag)) := h2T

— 02 — 2 = h?(cot?(ay) — cot?(az)) := h2T3

Nun setzt man iiber 2¢; cos(a) gleich und ersetzt ¢2 — (3 bzw. (2 — (2 wie oben

angegeben:
t%+h2T2 _ (t1+t2)?+h7Ts
t1 - t1+t2

Dies Gleichung wird nun nach h aufgelost: h = 4/ %

Mit den gegebenen Winkeln werden nun zunachst 75 ~ 0,0623656 und 75 ~
—0, 244814 ausgerechnet.

Das ergibt

Daraus ergibt sich dann h ~ 69,61. Das Gebaude ist also knapp 70m hoch.

Setzen Sie y = sin(x), so erhalten Sie die quadratische Gleichung —y? + y — i =
0< —(y—34)? =0« y = 5. Es muss also gelten sin(z) = 5. Anhand der in
der vorletzten Aufgabe gewonnenen Funktionswerte = vgl. S. 10 folgt x = % oder

6
T = %’r. Weitere Losungen hat die Gleichung nicht.

Die Gleichung sin?(z) — cos?(x) = sin(x) wird durch Substition der Gleichung
sin?(x) + cos?(z) = 1 < cos?(r) = 1 — sin?(z) (Additionstheorem, vgl. vorange-
gangene Aufgabe) zur Gleichung 2sin?(x) — sin(z) — 1 = 0. Jetzt substituiert man
y = sin(z) und erhiilt die quadratische Gleichung 2y? — y — 1 = 0. Diese hat die
beiden Losungen y = 1 und y = —%. Die Gleichung sin(z) = 1 hat im Intervall
[0; 27 nur die Lésung « = 5. Die Gleichung sin(z) = —% hat im Intervall [0; 27]
(unter Riickgriff auf die Funktionswerttabelle der vorletzten Aufgabe) genau die
Vs 11w

Losungen x = & und z = =5

Quadrieren Sie die Gleichung 1 — sin(z) = cos(x). Das ergibt die Gleichung 1 —
2sin(z) + sin?(z) = cos?(z) < 1 — 2sin(x) + sin?(z) = 1 — sin?(z) & 2sin?(z) —
2sin(z) = 0 < sin(x)(sin(xz) — 1) = 0. Also gilt sin(z) = 0 < = € {0,7} oder
sin(z) =1z = 3.
Weil die Losungen durch Quadrieren der Ausgangsgleichung gewonnen wurden,
wodurch sich die Losungsmenge einer Gleichung vergréfiern kann, muss man alle
drei Werte noch der Probe durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung unterziehen.

— 1—sin(0) =1 = cos(0)
— 1 —sin(n) =1%# —1 = cos(nm)

— 1-sin(§)=1-1=0=cos(3)

Also sind z = 0 und z = 3 die einzigen Losungen der Gleichung.

Man liest aus dem Graphen von f folgende Informationen ab:

—  Wertebereich ist [—;2]. Im Vergleich zu einer Sinusfunktion, die gleichen

Ausschlag nach unten und oben hat, ist der Graph um %1 nach oben verschoben
worden. Es gilt also d = %1.
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—  Die Amplitude a der Funktion ist die Hélfte der Intervalllinge des Wertebe-

: -3 _ 1
reichs, also a = +——* = 3.

—  Die Funktion ist offensichtlich 7w-periodisch. Es muss daher gelten: 27” =7 &

b=2.

s

—  Gegeniiber dem Graphen einer Sinusfunktion ist der vorliegende Graph um J

Einheiten nach rechts verschoben, es gilt also ¢ = — 7.

Insgesamt lautet die Funktion f(z) = $sin(2z — Z) + 1.

b) Wie in der vorangegangenen Aufgabe erhélt man die Parameter wie folgt:

—  Um Symmetrie zur Abszisse zu erreichen, muss der Graph um 1 Einheit nach
unten verschoben werden, also d = 1.
5
5

—  Amplitude ist a = 45% =

0

AN

—  Die Funktion ist 27-periodisch, es ist b = 1.

—  Vergleicht man mit dem Ordinatendurchlauf der Cosinusfunktion, so ist der
Graph der vorliegenden Funktion um 7 Einheiten nach links verschoben. Es
gilt also ¢ = 3.
Insgesamt lautet die Funktion g(z) = § cos(z + ) + 1.

30. Weil sin(7) = sin(27) = 0, ergeben sich aus den gegebenen Punkten die Gleichun-
gen

a+b% +sin2f)=ra+bi = a=71-0%
a+ br +sin(27) = 4w & a = 47 — br.
Gleichsetzen tiber a ergibt m — b5 = 471 — br < b5 = 37 < b = 6.

Riicksubstitution ergibt a = 4m — br = —2m. Die Funktion lautet also f(x) = —27 +
6x + sin(2x).

31.
Kleinstmoglicher Definitionsbereich ist D = [3; 10]

filz) o<

Der einfachste Fall ist eine zweifach unterschiedene Funktion f(z) = .
fao(x) x>0

Dabei muss aber der Schnittpunkt zq
noch berechnet werden: 8

— Gerade durch P,Q: fi(x) =2+ 2 ! /A\
— Gerade durch Q, R: fo(z) = =4z +11

— Schnittstelle: fi(x) = fo(z) & = =
o = 6. 0

o 2 s 6 s 10
x4+ 2 <5

Mit drei Funktionen wiirde die Funktion (rot) lauten: f(z) = ¢ 7 5<c<8
—%x +11 x>8
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32. Bei der Modellierung ist zu beachten, dass die tatsédchlich zuriickgelegte Strecke
immer auf volle km aufgerundet wird. Dies kann man mit der ,,Aufrundungsfunktion
h(z) = [x] darstellen, welche jedem = € R die néchst grofere ganze Zahl [x] zuordnet.

a) Bei dem Taxitarif in Miinster handelt es sich um eine lineare Kostenfunktion auf
Grundlage der Aufrundungsvorschrift mit variablen (km-)Kosten 1,6 und fixien
Kosten 2,5. Die Funktion ist daher f(x) =1,6[z] + 2,5.

Beim Taxitarif in Dortmund handelt es sich um eine zusammengesetzte Funktion.
Fir x > 1 werden [z — 1] Kilometer mit dem Tarif 1,45 beriicksichtigt zuztiglich
der Beforderungspauschale und den Kosten des ersten Kilometers. Die Kosten sind
dann g(x) = 1,45[z — 1]+ 1,75+ 3 = 1,45[x — 1| + 4,75 = 1,45[x| + 3, 3. Diese
Formel ist auch fiir 0 < 2 <1 korrekt.

b) Die Beférderung auf einer Strecke von z Kilometer ist in Miinster giinstiger genau
dann, wenn gilt 1,6[z] + 2,5 < 1,45[z] + 3,3 < 0,15[z] < 0,8 & [2] < ¥ &
[x] < 5 Bis funf Kilometer ist also die Beférderung in Miinster giinstiger, ab fiinf
Kilometer ist die Befoérderung in Dortmund glinstiger.

33.
a) Falls x > t2, so ist /x>t = fi(z).
Falls z < t2, so ist \/z < t, also % < \/LE’ also fy(z) =% <

v

x.
b) Fir z > t? gilt f(z) =t < /. Fir 0 < o < ¢ gilt f(z) = V& & £ = /z. Das
ist genau dann der Fall, wenn 2 = 0 oder x # 0 und (jetzt darf man durch /x

)

dividieren) ¥ =1 & x = {2. f; hat also genau in (0[0) und (¢2|t) Schnittpunkte

mit der Quadratwurzelfunktion.

NG

¢) Rechts sehen Sie eine Planskizze zur Aufgabe.

Der Winkel @ zwischen den beiden Teil- y
abschnitten betragt laut Problemstellung

o= 3r, ‘
Die Steigung des linken Abschnitts der :
Funktion errechnet sich aus dem Tangens
des Winkels im Steigungsdreieck. Dieser
Winkel stimmt aber mit dem Komple-
mentarwinkel zu « iiberein. Die Steigung
ist also tan(§ —a) = tan(§) = 1. e

B T/2-a

Uber das Steigungsdreieck mit den Koordinaten (0|0) und (¢2|t) lautet die Steigung
1=14 = % Es ergibt sich t = 1.

t2
34.

z+3 fallsz +3 >0 r+3 falls z > —3
a) f(x)=|w+3|={ —{

—r—3 fallsz+3<0 |-2-3 fallsz < —3

T falls x > 0 T+ 3 falls x > 0
b) g(z) = |z[+3 =
—x fallsx <0 —x+3 fallsx <0

T falls x > 0 2¢ fallsx >0
—x fallsxz <0

h p— p— p—
¢) hz)=lzl+2 { e 0 fallsxz<0
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35.

a) Fiirz > 0gilt 27 = max(z,0) =z = zund 2~ = max(—z,0) = 0,alsoz™ -z~ ==
Firz <0gilt 2" =0und 2= = —z,alsoz™ -2~ =0— (—z) ==

b) Fir z > 0 gilt 27 = max(z,0) = x = 2 und 2~ = max(—=z,0) =0, also 27 + 2~ =
z = |x]
Firz <0gilt 2" =0und 2~ = —x, also zT + 2~ =0+ (—2) = —z = |z

36. Fir B>0gilt |[A|l< B A<Bund A> —-Bund |[A] > B << A > Boder A<
— B. Damit rechnet man wie folgt:

a) Ist x < 0 so ist | + 3| < 2z nicht 16sbar. Fir z > 0 gilt [z 4+ 3] < 2z & x4+ 3 <
2zund z+3> 2rx>3und 3z > -3dh.z>-1<2>3
Losungsmenge ist also L =]3; oo

b) Fallsz > 0,sogilt x +3 <[22 @z +3 <2z <2 >3
Falls 2 <0,sogilt t+3< |2z 2 +3< 2z 2 < —1
Gesamtlosungsmenge ist also | — 0o; 1] U [3; 00[= R\ [—1; 3]

c¢) Loésung durch Quadrieren: |z + 3| < [2z| < |z +3]? < [22]? © 322 — 62— 9 > 0 &
22 -22-3>0& (z—1)2>4
Fiir Betrége: [t — 1| >2< 2 —1>2o0derz—1< —2< x> 3 oder x < —1.
Also auch hier L =R\ [-1; 3]

d) |22+ 3z| > 4 & 22 + 32 > 4 oder 22 + 3z < —4

Die zweite Ungleichung ist aber nicht 1ésbar: 22 + 3z < —4 & (z + %)2 < —%
Erste Ungleichung: 2> +3z >4 & (z+3)? > 2 o z+ 3| >3 sz +32 >

%0derx+%<—g(:)x>loderm<—4
Also L=R\ [—4;1]

37. Machen Sie sich zunéchst ein Schaubild der Funktionen (z.B. mit DGS-Programm).

0.5

0 05 /(1 ‘1'51.67|0)‘2 25
[1] Auflésung des Betrags: Fiir x > 5/3 ist f(z) = 3z—5. Fir x < 5/3 ist f(z) = 5—3x

[2] Schnittpunkte von f und g¢: Fiir den ersten Fall der Betragsauflosung: 3z — 5 =
x—1 < x = 2 Der Schnittpunkt ist (2[1). Fiir den zweiten Fall der Betragsauflosung
5—3z=1x—1% x=3. Der zweite Schnittpunkt ist also (3]3).

[3] Die Fliche, die von g, der Abszisse und den Vertikalen durch die beiden Schnitt-

punkte begrenzt wird, Trapez mit dem Flicheninhalt 5 (5 +1)(2 — 2) = 2.

[4] Der Graph von f hat die einzige Nullstelle fiir zo = 2.

[5] Vom Trapezinhalt sind jetzt noch die Fliacheninhalte der Dreiecke
A((310), (313), (510)) (Wert: 55(5 — 3) = 53) und A((3]0), (2]1), (2]0)) (Wert: §)
zu subtrahieren.

[6] Der gesuchte Flicheninhalt ist also § — 37 — ¢ = &



54

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

38. Der Nachweis kann mit Hilfe einer so genannten Wahrheitstafel erfolgen, bei der alle
Kombinationen, in welcher Menge/welchen Mengen x liegt, untersucht werden. Wenn
die Ausdriicke 14(z)1g(z) und 14~p(z) in jeder Zeile der Tabelle iibereinstimmen,
stimmen auch die Funktionen iiberein:

x€A yeB | 1ux(x) 1p(x) la(z)lp(z) € ANB lanp(x)
j j 1 1 1 j 1
j n 1 0 0 n 0
n ] 0 1 0 n 0
n n 0 0 0 n 0
39.

a) Abszissenschnittpunkt ist jeweils (1|0), denn f;(1) = 0 fur alle ¢ € R und weitere

Nullstellen hat f; nicht. Ordinatenschnittpunkt ist (0le=%).

b) Mit den ausgewédhlten Graphen wird deutlich, wie unterschiedlich die Funktionen

sind, obwohl sie zur selben Funktionenschar gehoren.

10
2E9 10

1.5E9
1E9

5E8

o

0\ 2 4 4

Man priift, welche Punkte die Graphen Gy und G; mit t # 0 gemeinsam haben.
Jeder derartige Punkt, der von ¢ unabhéngigen ist, stellt dann eine Losung dar.
Man setzt also f;(z) = fo(x) und 16st die Gleichung nach z. Wenn die Losung von
t unabhéngig ist, fithrt dies zu einem gemeinsamen Punkt auf allen Graphen G;.
Es sei also t # 0:

fel@) = fo(z) & (1 =(1-2) & (1—a)(e H0-De=" _1) = 0
Losung ist also x = 1 (mit dem ersten von ¢ unabhéngigen Punkt (1]|0) bzw. jede

L('jsung von et® H=D2—t* _ 1 — (o te” HO-D2—t" — ] 422 4 (1 — t)z — 12 =
0« 224 (1 —t)z —t = 0. Die Lésungen sind

=t JOE g aoe g JOEDR <1ti -0 _ a- DE+

Der Betrag im letzten Ausdruck wird je nach Vorzeichen von (1 —t) durch +(1+1¢)
(1—t)+(1+¢)
2

_ x)etm2+t(17t)x7t2 2

ersetzt. Es ergibt sich daher z =
Punkt aller Graphen findet man (—1|2).

€ {—1,—t}. Als weiteren gemeinsamen

40.

a)

Schnittpunkte von f; und f_; werden durch Gleichsetzen der Funktionsterme und
Auflésen nach z bestimmt: fi(z) = f_¢(x) & tsin(x) — 2 = —tsin(z) — (—1)? &
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sin(z) = —sin(z) < sin(x) = 0. Losung sind also alle Nullstellen der Sinusfunktion,
also x = km mit k € Z.

b) Es gilt fi(z) = fi(z) & ssin(z) — s? = tsin(z) — t? & (s — t)sin(z) = 52 — 2 =
(s —t)(s +t). Weil s # t, darf man durch (s — ¢) dividieren und es ergibt sich
y=sin(z) =s+t

41.

a) lac(x) =1— 14(x) mit Wahrheitstafel:

re A 17][,4(.%‘) 1A<:(£L‘)
ja 0 0
n 1 1

b) laup(x) =max(1la(z),1p(x)) =1a(z) + 1p(z) — 14(z)1p(x) mit Wahrheitstafel

x€A x€B xz€AUB | 14(x) 1p(x) max(14(x),15(z)) bzw. laup(z)
1a(z) 4+ 1p(z) — 14(x)1p(x)

ja ja ja 1 1 1 1
ja n ja 1 0 1 1
n ja ja 0 1 1 1
n n n 0 0 0 0

—~

c) Mit den bisher ermittelten Rechenregeln gilt 14\ g(7) = 1anpe(z) = 1a(z)1pe(z) =
La(@)(1 —15(2)) = La(x) — La(x)1p(z).

d) 1aas(®) = laus)\@ne)(z) = Laus(@)(1 — 1a(z)1p(z)) = (la(z) + 15(z) —
1a(z)lp(x))(1—=14(x)1p(x)). Wenn man jetzt die Klammern ausmultipliziert und
dabei beriicksichtigt, dass 14(z)? = 14(x) und 15(z)? = 15(x), so ergibt sich der
Ausdruck 14(z)+1p(x) —1a(z)lp(z) —1a(x)lp(z) —1p(x)1a(x)+1a(z)1p(z) =
1a(x) +1p(x) —2-14(c)lp(x)

Kapitel 7

1.

D=

a) Benachbarte Folgeglieder haben jeweils die Differenz % =2
5-3.3=2 -
Es handelt sich also um eine arithmetische Folge mit dem Startglied % und dem
Zuwachs g. Je nach Startindex kann man als explizites Bildungsgesetz z.B. a,, = %n,
n =1,2,... oder (Indexverschiebung) a,, = %n + g, n=20,1,2..., ansetzen. Wir
wéhlen die erste Darstellung.

Die Folge ist (streng) monoton wachsend (a,4+1 > a, fir n € N) und nach unten
beschrankt (a, > ;Ei fir n € N).

Die Summe der ersten n Glieder ist

11 10
S k=2 Y k=2.11(1141)/2=12

b) Benachbarte Folgeglieder haben das Verhéltnis % = % / % =1/ % = % /1= % / %

Es handelt sich also um eine geometrische Folge mit dem Startglied % und dem Dis-
kontierungsfaktor 2. Mit dem Startglied a; = % lautet der allgemeine Folgenterm

b= 31 = 23
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Weil der Diskontierungsfaktor 0 < 2 < 1 ist, handelt es sich um eine (streng)

monoton fallende Folge (b, 1 = %bn < b, fir n € N), die nach oben und unten
beschrénkt ist (0 < b, < §).

11

IR O E ) R B IGUEE Bt SR R o
1—2 1-2

27 | 175099 __ 175099

4T 177147 T 26244 ~ 6, 672

c) Binachbarte Folgeglieder haben das Verhéltnis (—12)/2 = 8L /(—18) = (- 238) /8L —

5
Es handelt sich daher um eine geometrische Folge mit dem Startglied 2 und dem
Diskontierungsfaktor —%. Ihr Folgenterm (mit Startglied ¢, ) lautet ¢,, = %(—%)"‘1 =
(—1)" ().

Die Folge ist, wie man schon an den ersten drei Gliedern erkennen kann, nicht
monoton (sondern hat alternierendes Verhalten) und sie ist, weil der Diskontfaktor
-1< —% < 1, nach unten und oben beschrankt, z.B. gilt —1 < ¢,, < 1. Die grofite
untere und die kleinste obere Schranke sind durch die beiden ersten Folgeglieder
gegeben, d.h. es gilt —% <c, < %.
11 10

_ _ 1—( 4
S (A= (= 4

= (1 4 = 256552 0, 48262
k=1 k=0 g

48828125
2. Fiir die Darstellung als geometrische Folge muss eine Form gefunden werden, in der
n als Exponent isoliert steht. Dazu ben6tigt man hier die Potenzgesetze:

) $+2 2n+2
Ay =x° -
2x
2 z+2\° x—|—2
a 2z
_xz_(w+2>2 (w+2>
N 42

(:L’-l—2} ( x-|—2 2

4

Die gesuchte Darstellung ist also a,, = ¢ - p™ mit ¢ = (:'3+T2 und p = (i)
3. Es ist
160 =as = a1 -q < a1 = 160/q
102,4 =a4 = a1 - ¢*
Substituiert man a; in der zweiten Gleichung, so folgt
160 4 5 102,4

102,4 = — = = 4
0 . -q° & q 160 0,6

Daraus ergibt sich ¢ = 0,64, d.h. ¢ = £0,8, was zu a; = +200 fithrt. Weiter gilt
as = aj - ¢* = £200 - (£0,8)* = £81,92.

Es gibt hier also zwei Losungen: a; = 200,a5 = 81,92,q = 0,8 sowie die jeweils
negativen Losungen.

4. Es gilt a,, = ag + dn und damit
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2b=a3 =ap+3d = ap =25 —3d
81 = a9 =ag + 10d < ag = 81 — 10d

Durch Gleichsetzen: 25 — 3d = 81 — 10d, d.h. 7d = 56 < d = 8. Daraus folgt ag =
25 — 3d = 1 und damit a,, = 8n + 1, also insbesonder a5 = 41. Die gesuchte Summe
ist sy =ap+a1 +as+a3+as=1+94+ 17+ 254+ 33 = &85.

Ist der Startindex n = 1, so entféllt g = 1 und die Summe ist s4 = a1 +as+a3z+ayg =
84.

5. Der Restwert nach n Jahren betragt

bei linearer Abschreibung ist I,, = k& — nb, wobei k der Anfangswert und b der
jahrliche Abschreibungsbetrag ist,

bei degressiver Abschreibung ist d,, = k(3)"

Aus dem Gespriach kann man folgern:

4\ 2 16
l2:d2—21004:>k—2b:k<g> 2100 & k—2b = -k — 2100

9 9
—k—2=-2100 b= —Fk+1
@25 00 & 0 + 1050
4
4 256 369
ly=dy ok —3b=k | = k—3b=-"hkeb=—Fk
s=dieh=3 (5) GRS =G5 = s

Gleichsetzen ergibt

2k +1050 = 38k & (328 — 2) k=1050 & 2Lk = 1050 < k = 62500

Fingesetzt ergibt sich b = % 62500+ 1050 = 18-625+ 1050 = 12300. Der Anfangswert
betrug 62500€. Jéhrlich wurden 12300€ linear abgeschrieben.

6. b, =In(3-2")
= In(3) + In(2")
=1In(3) +n-In(2)
Es féllt auf, dass b, eine arithmetische Folge ist, b, = a-n + b mit a = In(2) und
b=1In(3).
Dies gilt allgemein fiir die geometrische Folge. Der Sachverhalt wird ausgenutzt, um
z.B. geometrisches (exponentielles) Wachstum sichtbar zu machen.
7o Ynt1l — Yn = Dip = D8y, = S%yn = %yn. Daraus ergibt sich y,+1 = (1+ %)yn = %yn.
. 2 n n
Speziell also yp, = 3yp—1=(2) yn2 == (2) o = ()
8.
a) Erster Losungsweg: Wie im Haupttext
— implizite Darstellungen: a; = p und

* ap=(prp’ o +p" ) Hpt =y +p"

-~

=0n-—1

* ap=prplprp’ o AP TP ) =ptpan

=an—1
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—  Daraus Berechnung einer expliziten Formel
x  KErste Rekursion umgeschrieben: a,,_1 = a,, — p"
*  Eingesetzt in zweite Rekursion: a,, = p + p- (a, — p")
*  Umgeformt: a,, — pa, =p—p" " = a,(1 —p)=p—p"*!

_ n+l n+1
- fﬁrp#lalsop+p2+~--+p”:p P S P

1-p  p-—1
b) Zweiter Losungsweg: p ausklammern
n__ n+1__
pHPP AP = plppteApp" T = p(lbpte AT = p B = P
Dritter Losungsweg: zur vorigen Formel erganzen
2 n_1 2 n_q=pttiol o pttei-(eel) _ ptttop
p+p +"'+p - +p+p +"'+p - p—l - - p—l - p—l
v e . ntl_
c¢) Vollstandige Induktion zur Formel p 4 --- + p™* = B = B

—  Induktionsanfang n = 1. Die linke Seite ist p, die rechte ist p’op _ p—l) D

p—1 p—1

1

—  Induktionsschritt: Die Gleichung p + p* + --- +p" = 2 nptl —P gei richtig fiir

ein n € N (IV). Dann gilt p+ p? + -+ p* + prtt 5 20022 4 pnt

P ept(p=1)p" Tt _ prtP—p
p—1 p—1

, was der Formel fiir den Fall n + 1 entspricht.

9. Durch riickwarts Einsetzen ergibt sich

2
1 1 1 1 1
TL:]- —Pn— :]_ —1 —Pn— :1 — — n—
P +2p 1 +2( +2p 2) +2+(2>p 2

Sty 121+1 1y 12+ )
- 2 2 zpn—S — 2 2 9 Pn-3

S ) )

Die Folge ist konvergent (geometrische Folge zu p = % hat den Grenzwert 0) mit

Grenzwert 2.

10. Bestimme die ersten Glieder, um das Muster zu erkennen:

_ _2, 1 _2,1_3
ap =0 az3=35+t33=5t13 =1
— 1 1 3 1 _ 3 1 _ 4
a1 =0+ 15 =3 a4 =3+ 15=11T320 =5
1 1 1 1_ 2 4 1 _ 4 1l _5
a2 =5+t33=3+§5=3 as =35+t 56=51t30 =5

Die Vermutung ist: a,, = nL—l-l Dies kann induktiv bewiesen werden:

Induktionsanfang ap = 0 = 0L+1



Kapitel 7 59

Induktionsschritt: Es gelte a, = ;77 fiir ein n € Ny (Induktionsvoraussetzung, IV).
Dann folgt

1 Vg1 . ngl
i1 = On + (n+1)(n+2) Z+2 — n+l+1
11.
Induktionsanfang fiir n = 0: Es ist 1 b + 0 (po — ) = o

Induktionsschritt: Die Gleichung p, = 1% + b"(pg — 1%3) gelte fiir ein n € Np.

Fiir n + 1 ist zu zeigen dass pp41 = 725 + 0" (po — 1%5). Uber die Rekursion
Pn+1 = a+ b p, ergibt sich mit der Induktionsvoraussetzung;:

Par1 = a+b- (1% + " (0o — 1%)) = a+ 2% + 0" (pg — %) = LB 4
b1 (b0~ 125) = 125 + 0o — 125)

12.
a) apy1 — an =5(n+1) —4 — (5n — 4) = 5. Die Differenzenfolge ist konstant.

b) ant1—a, =@Bn+1)2+4n+1)+1)— Bn?+4n+1)
=3((n*+2n+1)+4(n+1)+1)— Bn* +4n+1)
= (3n2 4+ 10n+8) — (3n% +4n + 1)
=6n+7
Die Differenzenfolge ist linear

Allgemein ist die Differenzenfolge einer Polynomfolge zum Grad n wieder eine Poly-
nomfolge, allerdings zum Grad n — 1. Diese Beobachtung wird bei Zeitreihen ange-
wandt, um durch fortgesetzte Differenzenbildung zu priifen, ob sie einen polynomialen
Trend aufweisen; ist dies der Fall, so wird eine der fortgesetzten Differenzen-Zeitreihen
lediglich um Null schwanken.

13. Die Pyramide besteht aus 17 Stufen mit den Seitenldngen 1,2,...,16,17.

a) Auf Stufe n liegen n? Kugeln, zusammen also

17+1) (2:17+1) _ 171835 _
12422+ 4172 = Zn 292 = 1785
b) Auf Stufe n > 2 liegen 4(n—1) Kugeln, die Spitze besteht aus einer Kugel. Insgesamt
also
17 17 16
1+ > 4n—-1)=14+4- Y (n—-1)=1+4-> n=1+4-817 =545
n=2 n=2 n=1

14. Zu zeigen: zu jedem € > 0 gibt es ein ng mit |Q—2+1 — 1| < e. Dazu sei also € > 0

Vereinfachung des Betrags: yng—L -1 == 2(211_1 | = |”2n_27fl+1| = |n2+1|

Herleitung von ng: Lose 2+1 < enach nauf:n?+1>1 <:>n> V1/e—1
Dazu sollte € < 1 sein. Setze nun ng =1+ /1/e — 1.

Dann gilt fiir alle n > ng: n > /1/e — 1 und damit \ng—il -1 = ]n++1| <€

Ohne Epsilontik konnte man argumentieren, dass a,, = n?—il eine gebrochen-rationale
Folge mit Zahlergrad = Nennergrad ist, hierfiir gibt es eine Grenzwertformel, s.u.
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Generell bedeutet Epsilontik bei einer Folge a,: Man muss den Grenzwert g kennen
bzw. zumindest vermuten und man muss die Definition des Grenzwertes mit diesem
Grenzwert iiberpriifen, was auf die Untersuchung der Ungleichung |a,, — g| < € hinaus-
lauft.

15. Es sei € > 0, setze ng = 1 + log,|(€) =1 +In(e)/ In(|p|)

Wie kommt man an diesen Wert? Betrachte die Ungleichung |p" —0| < € und l6se diese
nach n auf: p"| < € < [p[” < e & n > logy, (¢). Das Ungleichungszeichen dreht sich
hierbei um, weil [p| < 1. Man erhéht jetzt noch log, (€) um Eins, damit man beim
Nachrechnen des Konvergenzkriteriums nicht n > ng, sondern wie gewtinscht n > ng
schreiben kann (das ist aber nur eine technische Feinheit, das Konvergenzkriterium
kénnte auch mit n > ng formuliert werden).

Fiir n > ng gilt nun n > log, (¢) und dafiir dann |p" — 0| = [p[" < p|°81»1(®) = ¢. Auch
hier dreht sich das Ungleichungszeichen um, weil |p| < 1.

In den Beispielen wurde jeweils die Ungleichung |a,, — g| < € nach n aufgelst und dann
zu dem Ergebniswert noch 1 addiert, damit n > --- ausgenutzt werden konnte. Es ist
aber auch moglich in der Definition des Grenzwertes die Ungleichung |a,, — g| < € zu
zeigen, dann kann diese Vergréflerung um 1 entfallen.

16. Hier gibt es drei verschiedene Félle

Falls a = 0, ist Zahlergrad 1, Nennergrad mindestens 2 und die Folge ist eine
Nullfolge.

Falls a # 0 und b = 0, so ist der Zahlergrad 4 und der Nennergrad 2, die Folge ist
divergent.

Falls a # 0 und b # 0, so sind Zéhler- und Nennerfolgen Polynome vom Grad 4
und der Grenzwert ist Quotient der Leitkoeffizienten a und b, also ¢

17.

a) Es handelt sich um eine gebrochen-rationale Folge: Nur fiir ¢ = 0 ist der Nennergrad
grofer als der Zahlergrad, die Folge hat dann Grenzwert Null (Nullfolge), allerdings
muss ¢t = 0 laut Aufgabenstellung gar nicht gepriift werden. Fiir ¢ = 1 ist der
Zéahlergrad grofler als der Nennergrad, dann ist die Folge divergent. In allen andere
Fallen stimmen Zéhler- und Nennergrad iiberein, dann ist die Folge konvergent und
ihr Grenzwert ist der Quotient der Leitkoeffizienten ¢ und ¢ — 1, also t_%

n
b) a, = tQil (ti{:l) ist also eine geometrische Folge der Form a,, = apq"™ mit
Diskontfaktor ¢ = ti‘;fgl Der Wert von ¢ bestimmt das Konvergenzverhalten.

Man priift, fiir welche ¢ > 0 der Wert 1 bzw. —1 angenommen wird.

—  Der Fall ¢ = 1 (konstante und damit konvergente Folge a,) tritt ein fiir
tzt';j:l =1let?+t—1=t>+1<t=2. Grenzwert ist dann ag = 22—1+1 = %

—  Der Fall ¢ = —1 (alternierende und damit divergente Folge a,,) tritt ein fiir
PHA = lettt-1=-t -1 +t=0&t=0

—  Beispielsweise fiir t = 1 ergibt sich ¢ = % < 1. Man kann jetzt direkt schlieflen,
dass ¢ < 1 fiir alle 0 < ¢t < 2, denn wére z.B. ¢ > 1 fiir ein ¢ €]0; 2[, so miisste
es nach dem Zwischenwertsatz (vgl. [7 7], Seite 144) eine weitere Stelle in |0; 2]



18. Zu ¢ > 0 gibt es dann n;(e) und no(e) mit |a, —a| < 5 und [b, —b| < 5. Fii
n > no(e) = max(ny(e),n2(e)) gilt dann |a, + b, — (a +b)| = |ap, — a + b, — b
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geben, fiir die ¢ = 1 gilt. Das ist aber nicht moglich, weil nur fiir ¢ = 2 solch
eine Stelle gegeben ist. Mit der gleichen Argumentation kann es kein t €]0; 2]
geben mit ¢ < —1. Also gilt —1 < ¢ < 1 fiir alle ¢t €]0;2[. Fiir 0 < t < 2 ist die
Folge also konvergent.

—  Beispielsweise fiir t = 3 gilt ¢ = % > 1, dann gilt mit &hnlicher Argumentation

wie oben schon ¢ > 1 fiir alle ¢t > 2. Fiir ¢t > 2 ist die Folge also divergent.

Man kann den Konvergenz- und Divergenzbereich natiirlich auch durch das Auf-

losen der Ungleichungen —1 < tzt‘;j:l <le t?-1<t?+t-1<t2+1
gewinnen. Dabei bekommt man unter der Voraussetzung ¢ > 0 wieder das Intervall
0 < t < 2 und muss dann noch die Falle ¢ = +1 wie oben diskutieren. Die zu-
erst genannte Argumentation mit dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen ist
angelehnt an diejenige des Vorzeichenverhaltens einer stetigen Funktion zwischen
ihren Nullstellen — man muss innerhalb der dadurch festgelegten Intervalle immer
nur einen Referenzwert auswerten, um das allgemeine Verhalten in diesem Intervall

zu beschreiben.

Fir t > 1 ist die Folge sicher divergent, denn a,, > n. Fir 0 < ¢ < 1 ist die Folge
eine Nullfolge. Denn betrachtet man wie in Beispiel 7.19 = vgl. S. 144 q = % > 1, so
gilt mit der binomischen Formel

=1+ (q—-1)">1+n(g—1)+ 22V (g—1)>>n(g— 1)+ 22U (g 1)

n_ n n o 1
und deshalb 0 <nt" = & < So—yme e 22 = GO DEaoiE

Die Folge ist eingeschachtelt zwischen 0 und einer Nullfolge, ist also selber eine
Nullfolge.

ir
<

lan —a| + |bp —b| < S+ £ =¢

19.

a) Zum Vergleich der Folgeglieder:

V1000 — i > i+ Vn — o > n+1g’m—ﬁ
<:>\/n+1000>\/n+\/ﬁ>1/n+$

n n
1000 —_— 1000 —_— 1000000
on 4 >n+\/ﬁ>n+1000<:> >\/ﬁ>1000<:>n<

b) Die noch fehlende Konvergenzuntersuchung:

c)

vn + 1000 — /n
vn + 1000 — v/n = n + 1000 + v/n
v vn + 1000 + \/ﬁ< Vi)

n + 1000 — n 1000

T Vn+1000+n v/ + 1000 + i

SchlieBlich ist ¢, = \/n + 1055 — vt = v/1(1/1 + 1555 — 1) unbeschréinkt und daher

divergent.

— 0 fir n — o0
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20. Es ist stets a, > 1, denn a; = 1 und fir n > 1ist a,11 = 1+ o= > 1, da offenbar
alle Folgeglieder nlchtnegatlv sind. Besitzt die Folge einen Grenzwert a, so kann dieser
also nicht gleich Null sein. Dann liefern die Grenzwertsatze:

1 1 1
azllman—llman+1—llm(1+ =14+ ——— =1+ —
n—00 n— oo Qp, hmn_mo (025 a

Es ergibt sich also

1 a>0
a=1+-d=a+1d>—a—-1=0
a

Losungen dieser quadratischen Gleichung sind a = %—l—% 5,unda = 1-1 \/_ Letzterer
Wert ist aber negativ und kommt aufgrund des oben Gesagten nlcht in Frage
21.

a) Die Differenz d,, = t,, — t,—1 bildet eine geometrische Folge mit Startwert d; =
t1 —top = 10 und d,, = %dn_l, d.h. d, = 10 - (%)n_l. Es gilt also die implizite
Formel fir ¢,

A n—1
ty = dn +tp—1 =10- (g) +tn1

Setzt man diese Gleichung nun immer wieder ein (dhnlich wie beim Spinnwebmo-
dell), so erhilt man

t, = 10 1 n_l—i—t
n — 5 n—1

4
5
B 4
\5

= 2000 + 10 4y’
R (ON
= 2000 + 10 (1 — (%)”) / (1— %)

= 2000 + 50(1 — (4/5)")

Im konkreten Fall liegt die Verschuldung im Jahr ¢, um 30000 = 6 - 5000 iiber
der des Jahres 2000, d.h. es ist n = 6 einzusetzen. Das ergibt tg = 2000 + 50(1 —
4094/1526) ~ 2036, 89. Dieser Zeitpunkt liegt im Jahr 2036.

b) Die Folge der Zeitpunkte ¢,, ist eine konvergente Folge mit Grenzwert lim,,_, o t,, =
20104 50- (1 —0) = 2050. Weil bis zu diesem Zeitpunkt also beliebig viele Erhohun-
gen der Pro-Kopf-Verschuldung um 5000 WEuro stattfinden, kann man von einer
Explosion der Schulden spétestens in 2050 sprechen. Bis 2050 spétestens muss also
der Schuldenzuwachs gebremst worden sein.
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22.]E‘olgegliedersindag:O,al:l,azz%,agz%zl—%-%,m:%:l—%-gl

Man liest folgendes Muster ab, das dann iteriert wird:

1 1 1 1
=1l —an 1 =1—=(1—=ano)=1— =+ -a,_
a 1 Gp1 2( 50 2) 2+4a 9

O e (Y

Allgemeines Schema fiir by = a, by = b und b,, = % ist

bo=a+(b—a)d=a+ (b—a)ag
bp=a+(b—a)l=a+ (b—a)ay

b b— b— 1
b22b0+ 1 _at(b—a)ag+a+( a)a1:a+(b_a>_
2 2 2
=a+ (b—a)ay
by — b1 +by a+ (b—a)a; +a+ (b—a)as :a+(b—a)a1+a2
2 2 2
=a+ (b—a)as

Es ergibt sich als n-tes Folgeglied stets
2 1.,
bp=a+ (b—a)a, =a+ g(b—a)(l— (—5) )

Grenzwert ist a + 2(b— a)

23. Samtliche Reihen miissen in die Form der unendlichen geometrischen Reihe iiber-
fiihrt werden: y .~ p' = ﬁ fir |p| < 1

a) ptar Tt =G E2EGE =5 G)
=—-1+1+ Zi:1(5)l = -1 +Zi:0<§>l = -1+ - =~ z—1
fir |p| ::|%‘<1<:>|x]>1

b) 2+ vz +1+ 4. =a' +al?+al 42724
— x[(x_1/2)0 + (fL’_l/Q)l + (x—1/2)2 + (x—1/2)3 + ]

_ 0o —1/2Vi _ 1 1 am
=z, (T ) =t T SV

1

J

c) D@ =30l @) =1+ (@) = 1 1—1x2 = T2
fir |p| = ‘:1:2‘ <l<=Jz| <1

DI+ gt =) H () + ()2 + o = 2 (1)
(14)
— _ 1 =141
=1 =1
1+x

fir |p|:= |45 <le=(2>0V 2<-2)

fir |p| == <l<=uz>1
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24. Hier mit a,, = n?- ()"

an (n+1)2-(5)" +1)?
|t | = | al | = D L (14 12
. . 1y2 .1 42 1 _ 8
(mit n > 2 funktioniert das noch nicht)
Das Quotientenkriterium ist also mit ¢ = § und mo = 3 erfiillt, d.h. die Reihe ist

konvergent.

25.Um ein Gefiihl fiir das Bildungsgesetz von (a,)nen, zu bekommen, setzt man die
Tabelle aus Beispiel 7.41 fort. Auflerdem werden je zwei Folgenglieder summiert:

ag = 5 = ()G

w o= hao= 3 = @G st

@ = fa o= o= G

@ o= ba o= & = GG sara-i=i

ag = a3 = 5 = (3% (3)°

o o= ha = gy = PGP sata=g=} =307

Vermuten lasst sich, dass aufeinanderfolgende gerade und ungerade Summanden zu-
sammen den Wert der geometrischen Folge -(§)™ fiir n > 0 ergeben. Diese summiert

sich auf zu ) 3 (%)" = % . _11 76 = Dles ist dann auch der gesuchte Grenzwert
nach Klammersetzung: ag+a; +az+as +a4 +--- = (ap+ay)+(az+as)+(as+as)+--

Zum vermuteten Bildungsgesetz: Setzt man bn = agn + a2p+1, SO gilt by = % und fiir
n € Ny

bny1 = Go(ng1) t+ A2(nt1)+1
= % “A2(n+1)—1 T % A2(n+1)
= 3275 Gmn-2t 53 A1
= %(a2n + azny1)
— % by,

Es liegt also das Schema einer geometrischen Folge mit K - ¢" vor mit K = % und

g=4%,dh b, =2-(3)"

26. Die Dreiecke, welche die Quadrate verbinden, sind dhnlich und stimmen deshalb in
allen Verhéltnissen iiberein, insbesonderem im Verhéltnis der Hypotenuse zur langeren
Kathete. Beim rechts stehenden Baum ist dies Verhéltnis % = %. Die Léangen [,
aufeinander folgender Quadrate haben also die Eigenschaft ; = 20, [ = 18, und

allgemein l,, = 51,1, d.h. aufgeldst 1, =20 - (35)"*

a) Die Hohe des Pythagorasbaumes betragt anl ln = Z 120 - ()"t =20

S () =20 % =200 (1— (9/10)'3) ~ 200 - 0.746 ~ 149, 16

b) Die maximale H5he bekommt man durch Summation aller I, als 20-Y >~ (35)" ! =
203707 (35)" = 20 - 1=g75 = 200
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27. Herleitung mittels erzeugender Funktionen
f(z) =0+ 1z + agx® + azz® + - - -

Lo, 1 5 1 5 1 3
=ap+ai1r+ zapr” + za1x” + —a1x” + zaxx” + - -

2 2 2 2
1 2 1 2
= a0tz + 5w (ao+a1x+---)+§x(a1x+a2x +-e)

=2+ 52 f(2) + 5o f(@)

Auflésung nach f(z) ergibt mittels Partialbruchzerlegung und Einsetzen der geometri-

schen Reihen 1~ =" 2" und H}% =32 (=3)nz"

_ @ _ x _ 2 1 2 1y (220 1)
f(x) T (-i22-Ix) T (+H0-=) ~ 31—z 31+% n (5 5 5 )xn
Koeffizientenvergleich ergibt den Folgenterm a,, = % — %(—%) .

28.

a) Es wird zundchst anhand des Schaubildes mit den dargestellten Angebots- und
Nachfragefunktionen A, D gerechnet:

—  Preis in Periode 1: Beim Preis pg = 5 ist in der néchsten Periode das Angebot
x = 5 vorhanden, denn A(5) = 5. Dieses Angebot entspricht der Nachfrage
und der Preis ergibt sich aus dieser Nachfrage: py = D(5) = 0.

—  Preis in Periode 2: Entsprechend gilt A(0) = 0 und p; = D(0) = 4.

—  Preis in Periode 3: A(4) = 4 und p3 = D(4). Spétestens hier ist das Ablesen
aus dem Diagramm nicht mehr moglich. Die Nachfragefunktion muss ermittelt
werden. Es ist D(x) = do 4+ dyx mit D(0) =4 =dp und D(5) =0 = 4 4 5dy,
also d; = —=% D1e Nachfragefunktlon lautet also D(z) = 4 — 22. Dann gilt
p3—D(4): 5 4—

—  Preis in Periode 4 Die Angebotsfunktion lautet hier A(z) = z. Zu p3 = %
gehort also das Angebot = in Periode 4. Dazu lautet der von der Nachfrage

festgelegte Preis py = D( ) =4 — % = %

b) Die allgemeine Rechnung aus der vorangegangenen Teilaufgabe ist p,, = 4 — %pn_l
(Preis der aktuellen Periode und Angebotsmenge der Folgeperiode stimmen bei der
Angebotsfunktion A(x) = x wertméfig iiberein). Die Rekursion wird wiederholt
eingesetzt:

2
4 4 4 4 4
Po=4= o1 =4-c(d—gpp2) =44 4+ (g) Pn—2
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Natiirlich kann die explizite Form auch direkt unter Riickgriff auf die allgemeine
Darstellung in Abschnitt 4.4 gewonnen werden: Hier ist A(x) = x = v + Jz mit
v=0,0=1und D(z) =4 — %x:a—l—ﬁx mit « =4 und § = —%. Die explizite
Preisentwicklung ist dann p,, = ag:g~, + (po — ag+§’y)<§)n =24+ 2. (—%)n.

c) Nach den Grenzwertsétzen (die Preisfolge wird mit Hilfe einer geometrischen Folge
zum Diskontfaktor —2 gebildet) ist (p,) konvergent mit Grenzwert 2

29. Ansatz: Weil die Einzahlung zu Beginn des Jahres erfolgt, wird auch sie, nicht nur
das Kapital zu Beginn des Jahres, verzinst, also K,, = ¢K,,—1 + gr. Die Grundformel
fiir nachschiissige Rechnung wird auf ¢r anstelle » angewandt und ergibt: K,, = Koq" +

q"—1
qr-g=1

30. Es handelt sich hier um die Grundformel der Kapitalentwicklung. Es wird ange-

nommen, dass die Zinsen unmittelbar (auch unterjahrig!) und nicht erst am Jahresende
dem Guthaben zugeschlagen und danach (auch unterjiahrig!) verzinst werden.

Kn — Koq +T

L mit Koy = 0. Soll K,, = 40000 sein, so folgt hieraus » = 40000-% o

a) Bei jéhrlicher Verzinsung ist n = 12, ¢ = 14+2,4/100 = 1,024 und r = 40000 222
2915,91.

b) bei vierteljahrlicher Verzinsung ist n = 12-4 =48, ¢ = 1 + 2,4/400 = 1,006 und

r= 40000% ~ 721, 57.

¢) bei monatlicher Verzinsung ist n = 1212 = 144, ¢ = 1 4+ 2,4/1200 = 1,002 und

r = 40000 1505 ~ 239, 97.
31.

1,02412—1

a) Bei stetiger Verzinsung ergibt sich nach einem Jahr das Kapital 10360 = K; =
Ko - eP/100 = 10000 - /190 also 10360 = 10000¢P/199. Aufgelost nach p ergibt sich
p = 100(In(10360,/10000)) ~ 3, 54.

b) Wird mit dem (exakten, d.h. nicht gerundeten!) Zinsfufl p = 100(In(10360/10000))
der letzten Teilaufgabe und unterjahriger vierteljahrlicher Verzinsung gerechnet und
ergibt sich nach einem Jahr (vier Quartalen) das Kapital 10360, so gilt 10360 =
(1 + p/400)* - Ko, also Ky = 10360/(1 + p/400)* ~ 10001,55 (nimmt man den
gerundeten Wert p = 3,54, so erhélt man Ky ~ 10001, 23)

32.

a) Kapital nach 240 Monaten aufgebraucht d.h. Koy = 0, d.h. Kqq**° = 1250(¢%4° —
1)/(q — 1), dh. Ko = 1250 - ©271 /¢4 = 1250 - 346,87/2,01 ~ 215532, 21.

b) bei ewiger Rente muss das Kapltal Ko =71/(q—1) ~ 428571, 42 betragen.
33.

a) Bei der ersten Investition ergibt sich folgender Kapitalwert (Rechnungen in 1000€)
NPV; = —400 + 1 s + 1004 500. ~ 128,946

1,082 T 1,083
Bei der zweiten Investltlon ergibt smh folgender Kapitalwert (Rechnungen in 1000€)
NPVi = —400 + {9 + 1087 T Togs ~ 95,79586

Gemafl Kapitalwert ist die erste Investition also vorzuziehen.

b) Bei der ersten Investition lautet die Gleichung zur Bestimmung des internen Zins-
fuBes

~
~
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—400 4 22 4+ 152 + 20 =0 & 4¢° — 3¢ —¢-5=0

Mit Taschenrechner ergibt sich ¢ = 1,2005302, also ein interner Zinsfufl von p =
20, 05302.

Bei der zweiten Investition lautet die Gleichung zur Bestimmung des internen Zins-
fuBles

—400 + 20 + 10 + 30 — 0 4¢° —4¢* —g— 5 =0

Mit Taschenrechner ergibt sich ¢ = 1,2734091, also ein interner Zinsfufl von p =
27,34091.

Gemaf internem Zinsfuf} ist also die zweite Investition vorzuziehen.

34. Zum genannten internen Zinsfuf} ist VPV = 0. Fiir die Investition ergibt sich dann

I=Fnlt+ 5 =(r(g" = 1)/(g—1) +0) /q" ~ 250643, 14

Betrachten Sie gerne noch folgende Erweiterung der Aufgabenstellung: Wie hoch wére
der interne Zinsfuf}, wenn - ceteris paribus - der Riickfluss jahrlich nur 15000€betragen
wiirde?

Losung hierzu: Der interne Zinsfufl p ergibt sich aus dem Zinsfaktor ¢ = 1+p/100, wobei
q derjenige Zinsfaktor ist, fiir den NPV gleich Null ist, d.h. mit der oben berechneten
Investitionssumme und dem gegebenen Investitionserlos sowie » = 15000 und n = 20
gilt

—I+ (r- L +£> /¢*° =0
Also (nach Multiplikation mit ¢2°(q — 1)
—I-¢®(q-1)+r-(¢* -1+ (¢g—1)=0
bzw. durch Sortieren nach ¢
— T ¢ +1-¢*+r- ¢ —r+l-q—1=0

und Normieren

Mit dem Taschenrechner ldsst sich diese Gleichung numerisch 16sen, es ergibt sich
q ~ 1,04736, der interne Zinsfuf ist also p ~ 4, 736.

Hinweis zur Berechnung mit dem Taschenrechner: Weil die Eingabezeile fiir numerische
Gleichungen begrenzt ist, miissen die Koeffizienten etwa in der Form b = £ ?T, c= %,
c= ”TT zunéchst getrennt berechnet und gespeichert werden (in Speicherstellen des
Taschenrechners), die vereinfachte Gleichung ¢?! — bg?° — cq + d = 0 sollte eingebbar
sein. Taschenrechner arbeiten meistens nach dem Newton-Verfahren (welches spéter
noch behandelt wird); dieses Verfahren erfordert einen Naherungswert fiir die Losung.
Abhéngig von diesem Néaherungswert konnten andere als die angegebene Losung oder

auch gar keine Losung gefunden werden, und man muss weitere Startwerte probieren.
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Kapitel 8

1.
a) Weil 1 keine Nullstelle des Nenner ist, darf man den Grenzwert hier durch Einsetzen
ermitteln: hm1 ‘“'?2’ = _32 — _%
—

b) Fiir z # 2 gilt (Polynomdivision) % = 22 + 22 + 4. Der Grenzwert darf in dieser

Form durch Einsetzen berechnet werden:

=8 = lim (2% 4 22 4+ 4) = 12
x r—2

r—2

¢) Der angegebene Bruch kann im Zahler und im Nenner mit Linearfaktoren darge-
stellt werden:

2+ (t—2)z—2t _ (z 2)(x+t)
2tz—12 (z—3)(z+4)

Fir t = —3 kann man den Bruch kiirzen und der Grenzwert kann durch Einsetzen

ermittelt werden: hm x_—l—?L =1

Fiir ¢ # —3 liegt in x = 3 eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor, der Grenzwert
existiert also nicht.

224+ (t—2)x—2t

lim 24+xr—12

T—3
d) Falls s # 0, so liegt keine Nullstelle des Nenners vor, der Grenzwert ergibt sich

2 ta
T2+rx

. Falls nun r = 0, so liegt eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor, der

durch Einsetzen als 0. Falls s = 0, so faktorisiert der Bruch fir x # 0 zu

z(x+1) _ x+1
z(z+r) — zHT
Grenzwert existiert nicht. Falls aber r # 0, wird der Nenner beim Grenziibergang

nicht Null, daher errechnet sich der Grenzwert durch Einsetzen von z = 0 zu %

o Ja-2 Ji—2
e) Schreibe ¥ = AT f+2
¢ V=2 ! L

Ist also (z,,) eine Folge mit z,, — 4, so gilt "7 = veresiadbv ol 1.

f) Der Bruch wird umgeschrieben. Fiir = # 0 gilt

e®—e3® e®—(e?)2  e®(1—e®)

er—1 — er*—1 T er-—1

= —e”.

Hier kann man zur Grenzwertbestimmung = = 0 einsetzen, es ergibt sich der Grenz-
wert —1.

Fiir alle x gilt: 1 + 2 < e”

Alsoauch x = 1+ (z — 1) < e !

Logarithmieren ergibt fir x > 0 die Ungleichung In(z) <z — 1
Damit auch In(1/z) <1 —1 fir z >0

dh. —In(z) < =2 fir 2 > 0

Umgestellt ergibt sich =1 <In(x)

Teilt man die beiden Ungleichungen durch x — 1, so ergibt sich:
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In(x)
r—1

— Fiira:>1:%§ <1

— firz<l:1< @ o1

r—1 — x

In beiden Féllen ist der Quotient zwischen zwei Termen eingeschachtelt, die fiir
x — 1 gegen 1 konvergieren. Nach dem Trichterprinzip sind beide einseitigen GW
1 und damit auch der beidseitige GW.

3.

Bei allen Grenzwertiibergingen darf man davon ausgehen, dass = # 0 und x so nahe
bei 0 liegt, dass = > —1.

a) Firalle z £ 0ist ¢® > 142 < (¢%)r > (1+2)r < e > (14 x)+. Fiir alle

xr > —1 gilt weiter e” =1 > 1 — xiﬂ = x+r1 Daraus folgt 1 + x > e & e <
14+x

(142) "= = (142)(1+xz)=. Das bedeutet (14+z)* > ——. Insgesamt bekommt man

142
die Abschétzung < (14x) v < e, womit man den gesuchten Grenzwertiibergang
erhalt.

e
14+x

b) Weil der Logarithmus eine stetige Funktion ist, so ist auch die Verkettung z —
In((1+ x)%) eine stetige Funktion, und der Grenzwert fiir z — 0 ergibt sich nach
Satz 8.12 = vgl. S. 180 als
lim In((1+ #)*) = In(lim (1 + #)*) = In(e) = 1.

z—0 z—0
In(1+4x)

xT bl

Mit der Logarithmusregel [2] folgt zudem In((1 + z)=) = 1l +2) =

woraus sich der Grenzwert lim w = lirr%J In((1 4 z)) = 1 ergibt.
z—

z—0
4.
a) lim % = —oo, denn Zahlergrad ist grofler als Nennergrad und Quotient der
Tr—r 00
Leitkoeffizienten ist negativ.
b) lim M_m;ﬁ = %, denn Zahlergrad ist gleich Nennergrad und der Grenzwert
Tr—r 00
ist Quotient der Leitkoeffizienten.
c) lim 54112 = 0, denn Zéhlergrad ist kleiner als Nennergrad.
Tr—r 00

d) Es muss nach den moglichen Werten fiir r, ¢ unterschieden werden:

—  Fall » # 0,7t > 0: Zéhlergrad grofler als der Nennergrad, der Grenzwert ist
also oo

—  Fall » # 0,7t < 0: Zahlergrad grofler als der Nennergrad, der Grenzwert ist
also —oo

—  Fall r =0, st # 0: Zahlergrad gleich Nennergrad, der Grenzwert ist 7
—  Fallr=0,s =0,t = 0: Zéhlergrad 1, Nennergrad 0, Grenzwert ist oo;
—  Fallr=0,s =0,t # 0: Zéhlergrad 1, Nennergrad 3, Grenzwert ist 0;

—  Fallr=0,s > 0,t = 0: Zéhlergrad 2, Nennergrad 0, Grenzwert oo;

—  Fallr=0,s <0,t =0: Zéhlergrad 2, Nennergrad 0, Grenzwert —oo

o) 4eMT_2e?45 _ AleT) et (e
3e2r—2 - 3—x(e—7)?

Fiir n > 2 ist der Grenzwert co. Fir n = 2 ist der Grenzwert 4/3. Fir n = 1 ist
der Grenzwert 0.
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5. Polynomdivision mit Horner-Schema:

1 -2 9
-3/0 =3 15
1 -5 24

flx) = 2’2049 =x—5+ 73

x+3

Die Asymptote ist daher g( ) =z—-5

6. Es wird jeweils eine Polynomdivision durchgefiihrt. Der ganzrationale Teil stellt die
Asymptote dar.

Zur Aufgabe 8.1:

a) 2
b)
)
)

e)
f)

& =1+ -2

x° =8 3-8

= = =224+ 2z +4

2 (t—2)z—2t _ 1+ (t—3)x+12—2¢
r24+x—12 - r242x—12
24z (1—7r)x+s

z24rxt+s 1+ r24+rr—s

ist keine gebrochen-rationale Funktion

ist keine gebrochen-rationale Funktion

Zur Aufgabe 8.4:

e)
7.

3z247 a9,
g = 3xr — 6+

:c+2

1 1

z'—1 + — 3% 9
2x77m6+x71 - 2 2x77x6+1' 1

;T:Q hat Zahlergrad < Nennergrad. Asymptote ist dann Null.

Fiir ¢ = 0 ist der Nenner konstant, es liegt also bereits eine ganz-rationale Funktion
vor, die dann auch ihre eigene Asymptote ist. Fiir ¢t # 0 betrachtet man folgende
Falle:

(1-2r)z—2-2=

o . : rm3+5ac2+a:—2 _r S + t
FUI‘T#OIStw——QE—F——i— 1512

. .. o sx2tx— 2 _ s r— 2——
Fir r =0,s # 0 ist tw2+2 = +—m2+2

— Firr=0,s=0ist ;75 +2 =0+ ;75 +2 bereits das Ergebnis der Polynomdivi-
sion.

Hier liegt keine gebrochen-rationale Funktion vor.

Es ist jeweils die stetige Ergénzbarkeit in den Nullstellen des Nennerpolynoms zu
priifen. Dazu sind Zahler- und Nennerpolynom zunéchst zu faktorisieren:

2)

b)

Fiir z # 5 ist f(x) = 2 725 =@ f)(5x)+5) x+ 5. Fiir z = 5 ist also z + 5 = 10 die
stetige Erganzung.
Es ist f(z) = xiﬁiégizl = (mti)jg{l) =z — 1, falls x # 1. Fiir z = —1 ist also

xr — 1 = —2 die stetige Ergénzung.

2
f(z) = 3$3I+2?f22;ff+3 = 3(5”J(rx1}r(1:”)2+1) = 3(”3 “) fiir # # —1. Hier ist keine stetige

Ergdnzung moglich.
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3 2_ x(x— . . . .
d) f(x) = +x§i(;2_“3)m§fm6m = x(;’_g)(x?%). Stetige Ergdnzung ist in z = 0, z = 2 und
x = —2t zu priifen.

—  Priifung fir x = 0:

Falls t # 0, so ist fiir x # 0 der Ausdruck gleich %. Der Ausdruck ist

fiir x = 0 dann stetig erganzbar zu T224t) = %.
Falls t = 0, so ist fiir  # 0 der Ausdruck gleich —ig:g% und somit in z = 0

nicht stetig ergdnzbar.
—  Priifung fiir z = 2: Der Ausdruck ist nicht stetig ergénzbar.

—  Priifung fiir x = —2¢: Falls t = —4 (Ergénzung in x = 8) so ist der Ausdruck
fiir © # 8 gleich % und damit stetig ergdnzbar zu % = 4.

Falls t # —4, ist der Ausdruck nicht stetig ergdnzbar.

8. Folgendes Flussdiagramm beschreibt die Vorgehensweise, angenommen wird dabei
ein monoton fallender Verlauf von f:

b:l'o

Setze \vg b

Twm

X
START ¢

9. Die Gerade durch die Punkte (a|f(a)) und (b|f(b)) hat die Punkt-Steigungsform
g(z) = f(a) + W(az — a). Die Nullstelle dieser Funktion ergibt sich aus

g@) =0 fla) = LTz —a) & —fa) ;% =2 —aer=a—f(a)

T®-1@

10.
fb) — fla)=®>-2b—1) - (a®* —2a—1) = (b®> —a®) —2(b—a) = (b —a)(a® +
ab+b?) —2(b— a)
Dabei 3. Binomische Formel fiir Differenz b® — a® = (b — a)(a? + ab + b?)

b—a _ 1
f)=f(a) — a?+ab+b2-2

Erste Néherung:

b—a
A (OEORRAC)
— q— -2 —2a—1
- a?4+ab+b2 -2
_ a(a®+ab+b%>—2)—(a®—2a—1)
- a?+ab+b2—2
_ a®+a’b+ab®*—2a—a’+2a+1
- a?+ab+b2-2
ab®>+a%b+1

a?+ab+b2—2
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11. /2 ist Nullstelle der Funktion f(z) = 2® — 2. Hierfiir wird die Regula falsi ausge-
fithrt:

anp, bn Ty = Ap — f(an)m f(xn> bn — Qp

1 | 1.0000000 2.0000000 1.1428571 —0.50728863 1.0000000

2 | 1.1428571 2.0000000 1.2096774 —0.22985549 0.85714286
3 | 1.2096774 2.0000000 1.2388370 —0.098735647  0.79032258
4 | 1.2388370 2.0000000 1.2511599 —0.041433057  0.76116300
5 | 1.2511599 2.0000000 1.2562955 —0.017215830  0.74884013
6 | 1.2562955 2.0000000 1.2584233 —0.0071239280 0.74370447
7 | 1.2584233 2.0000000 1.2593028 —0.0029428600 0.74157666
8 | 1.2593028 2.0000000 1.2596659 —0.0012148235 0.74069722

12. Die gesuchte Tangente lduft durch den Punkt (2|3), sie hat also die Form g(z) =
m(x —2)+ % Ihre Steigung m ist so zu bestimmen, dass f und ¢ genau einen gemein-
samen Punkt haben. Also werden die Terme gleich gesetzt und die Gleichung nach x
gelost bzw. ein Kriterium gesucht, dass diese Gleichung genau eine Losung hat.

f(x)jg(:f)(:)%:m(m—2)+%@mx(m—Q)—l—%x:l(:)mﬁ—(2m—%)a}:1(:)
2 m=—3 . _ 1
- —=2r =

m m

Diese quadratische Gleichung ist genau dann eindeutig losbar, wenn ihre Diskriminante

D gleich Null ist, also fiir 0 = D = L 4 @7og) = dmt@noy)" _ dmidm’ omiy
4m2;§i’?+% = m2+é§+1—16 = (m;§)2. Die Diskriminante wird genau fiir m = —i Null.
Die gesuchte Tangente ist also g(z) = —1(z —2) + 3 = -1z + 1

13. Fiir @ # @ ist [E=l0) - avtb-lototh) _ as—aze _ ale—to) _

Der Wert ist also unabhéngig von z. Also gilt f/(z¢) = xlgia}o f@)=f@o) _ ¢

Xr—Io

14. Die Funktion ist in z = 1 differenzierbar genau dann, wenn sich fiir den Differen-
zenquotienten linksseitig und rechtsseitig derselbe Grenzwert ergibt.

Fiir > 1 lautet in g = 1 der Differenzenquotient: f(ng:{(l) = tetd-t)-1 _ tmt _y

rx—1 rx—1
Der Grenzwert fur x — 1 muss also ¢ sein.

z2—1 _ (z—1)(z+1) __
z—1 r—1 -

Fir x < 1 lautet in g = 1 der Differenzenquotient ! (2:{ @) —
x + 1. Der Grenzwert fur £ — 1 muss also 1 + 1 = 2 sein.

Insgesamt ergibt sich nur dann ein (einheitlicher) Grenzwert, wenn t = 2.

15.
h -0 h
a) f(0+h2:f(o) = h2+}; = h2h+1 = h21+1. Der Grenzwert ist 1.
—24htl  —241 h—1 1
b) f(_2+h]1_f(_2) = ZZHhm2_=a03 o Aol o 4h(?;bh_4) = 4(h3_4). Grenzwert fur h — 0
ist —%.
o) Leth—f@) _ THIT - _ et -alethtl) _ o thatoth—s® ha-s _ 1
h - h - h(z+1)(z+h+1) - h(z+1)(z+h+1) — (z+1)(z+h+1)"

Grenzwert fur h — 0 ist ﬁ
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16. g/(x) —  lim cos(m—i—h]i—cos(x)

— lim cos(z) cos(h)—sin(x) sin(h)—cos(x)
h—0 h

= lim (Cos(x) : % — sin(z) - %)

h—0 N N

. —1 i

= cos(z) - lim % sin(h)
h—0

cos(z) - 0 —sin(x) - 1
— sin(x)

— sin(x) - %13%

17.
a) f(2+h}z—f(2) _ AC+h)°—(24h)°-(4-2°-2%) _ 32448h+24h?+h®-d—dh-h’-3244 _ 44 4

h h
23h + h2. Also f/(2) = lim w — 44
h—0

Zudem ist f(2) = 28. Die Tangentengleichung lautet daher g(x) = 44(x —2)+28 =
44z — 60.

b) L0m-s() _ ﬁ—% _ 204h)—(1+(1+h)2) _ 242h—1-1-2h—h> _ h
i = = TOOR(FAFRD . —  oh(FaTR)?) = 30F0FR))
Also f/(l) _ ,glmo f(2+h) (2 _ —0.
ﬁ

Die Tangentengleichung ist also g(z) = f(1) = %

f(In2+4h)—f(In2) _ en2+h_gn2 9 h_q
c) i = " = e,

f(ln%hf)b_f(lnz) = e"2 = 2. Die Tangenten-

Also ist der Grenzwert f'(In2) = }llin%
—
gleichung ist also g(z) =2(x —In(2)) +2=22+2—-2In2=2x+2 —1n4

d) In fritherer Ubungsaufgabe bereits berechnet: f'(xq) = m
_x 1 _x x x _ (1+ )_
Als;) g(xp) = Trao T =T (x—x9) = T T (I+tz0)Z (1+£0)2 = -T0(1+3::E(z))2 Zo |
e %
Es ist also g(2) = a + b+ z mit q = LUtz -zo a:ﬁ und b=
L) = T (e T (o)’ (Fao)?
18. Zunéchst ist fiir © €]zq; 22 die Funktion f differenzierbar mit f'(z) = m
(vgl. die Losung zur vorletzten Aufgabe). Es ist nun jeweils der Differenzenquotient
m = % zu berechnen und dann eine Stelle z €]zq;x2| zu finden, fur die
f’(l’) = (+z)2 =m
2.1
a) m = 3=2 = £. Damit ist (1+—1x)2) =1 (2+1)?2=6<2=-1+6. Dader
gesuchte Wert zwischen 1 und 2 liegen soll, folgt = = v/6 — 1 ~ 1, 449.
A4t 1
b) m — 141r:rtl_12 _ 2(t}|—2) Damit ist (1—|—:1c) = 2(;’_2) = (.’L‘ + 1)2 = 2(t + 2) =T =

—1+ /2t + 4. Da der gesuchte Wert zwischen 1 und 1+ ¢ liegen soll, bleibt nur der
Wert x = 2t +4 — 1.

19. Bereits in einer fritheren Aufgabe wurde berechnet, dass f/(x) = g + 7z Es wird

nun die zweite Ableitung mit dem Differenzenquotienten auf Basis von f’(x) mit der
h-Methode bestimmt.

1 1
(t2tm2 (42 (14x)>—(14x+h)?
h At (e ih)?
(1+2)*—(1+z)? —2h(14x)— —2(14x)—h
R(1+x)2(1+z+h)2 = U+2)2(Itz+h)?
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Der Grenzwertiibergang h — 0 darf nunmehr durch Einsetzen von h = 0 bewerkstelligt

werden. Das ergibt die zweite Ableitung f”(z) = _&Srl;r)i) = —(H%)g.
20.
a) f/(z) = —212% +4x — 5, f"(z) = —42x + 4
b) f'(z) = 42® — 3,
f"(x) = 8x
c) fllx) = 2Qx+1)2=5)4(z+1)) =8(x+1)(22% +4x - 3) ,

= 8(22% + 422 — 32 + 222 + 42 — 3)
= 8(22% + 6%+ x — 3)
f"(x) = 8(62% + 12z + 1)
d) f'(x) = ana”1 = (@ = )(n - a""? = 2" 2(anz — (a = 1)(n - 1)))
f'@) = an(n—1)2""2~ (a=1)(n-1)(n - 2)a""
(TL — l)xn—?)(anl‘ — ((I — 1>(n — 2))

e) f'(z)= Ba®(z=1)—(=z®~1) _ 24° 32241

(z—1)2 (@—1)2
f”(l') — (63@2_6x)(m—(1)21_)£2x3_3z2+1) _ (6‘”2—6@(%(—1);)(32333—3x2+1)
- 2(m3_(ii2$§ r—1) _ (binomische Formel)

Danach lasst sich vermuten, dass man auch f’(x) vereinfachen kann. In der Tat
ergibt sich durch Polynomdivision f’(z) = 2x+1. Auch f(z) lasst sich schon (durch
Polynomdivision) vereinfachen zu f(x) = 2+ + 1 und dann sind die Ableitungen
sehr einfach zu berechnen.
f) f'(z) = na"le® + 2"e® = 2" Le®(x + n)
f(x) = (n(n—1)a"2e® +nz" te?) + (nx" le® + ame®)
2" 2e% (22 4 2nz +n(n — 1))

g) f'(2) =3Va+ B +1) gz = Sl = g2
92— 9z+1)/\/T __ 9x—
f”(l‘) _ = —_ 9 1

4x3/2

h) f(l') = 2% = ealn(:/v)7
f/(.%‘) — 6aln(m)% — aa:% = qr®—1
Mit Anwendung dieser Ableitungsformel auf ¢! erhilt man f”(x) = a(a—1)x%~2
) (@)= e
F(@) = @ (In(z) + 2 - 1) = 2%(In(z) + 1)
f'(@) = (@*(In(z) + 1))(In(z) + 1) + 27 - 3 =27 ((In(z) + 1)* + 3)
i) f'(z) = cos(x)cos(x)? + sin(z)2 cos(z)(— sin(z))
cos(x)? — 2 cos(z) sin?(x)
= cos(z)? — 2cos(z)(1 — cos(z)?)
= 3cos(x)® — 2cos(x)
f"(z) = 9cos(z)*(—sin(x)) + 2sin(z)
= 9(1 —sin(x)?)(—sin(z)) + 2sin(z)
= 9sin(z)® — 7sin(z)
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k) f'(z) = (a—1a"2e™® + 297 (—e™")

—~
Q
|
—
~—
8
T
[\V)
ml
8
8
IS}
|
—
<.DI
8

f"(z) = (a—1)(a—2)2*3e % — (a—1)z% 2%
—((a—1)z%2e7% — 297 1e77)
= 2% 3¢ *((a—1)(a—2)—2(a— 1)z + 2?)

o]~
l\‘)l»—t

1) fl($) _ (x+3)7i§—(:v+3)5 _ %<$ + 3)__ r— 2(a:+3) %($ + 3)

f'(e) = Gl 8)7ieg - 3o+ 3)3 £=2ge)
= l@+3)77et0 4 Lz 43)-z2fl2
_ %(J}—Fg) 2 (a:+6)+2(a§+3)(x+12
3(z+3)" %M
5z (3e+1)— Va3 3z41—6a 1-3z
m) f'(z) = 2= (Bz+1)2 = 2Vz(3z+1)2 2z (3z+1)2
f//(x) —3)-2/z-(32+1)%—(1—3x)-(2- x7§(3as—|—1) +2/7-2(3x+1)- 3) —6x(3z+1)—(1— 3x)(153:+1)
4x(3x+1)4 42372 (32+1)3
2722 —182—1
423/2(3z+1)3

n) f'(x) = e (~32?)
F(@) = e ™ (—322)(—322) + e = (—63) = e (92 — 62)
0) flx)=e" (e =€l
f//( ) _ e —x—e " (679c o 1)
p) [') = S5t =er i

2
f”(x) — xxm—_gl-i-@xm —(i4—1)2x

(&

o zx(x—1)+2—2x
zz’=3x42
T

e

—x

(z) = —e—m(1+e—2)2;f;zf(j+e—z)(—e—z)

—e T (14+e %)42(e"7)?

1) f'(z) = =47 (22) =

_2(2?41)—22(22) 2(1—x2)
[ (x) = (22+1)2 — @ZF1)2

s) f(z) =In((2r?)(xs?)) = In(r?s?z?)
F(z) = 7425123:2 97242, — 2r’s°z _ 2

r2522 T
fe) =~
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21.

a) f(x)=g(x) ==z, f(x)/g(x) = 1 hat Ableitung 0, aber der Quotient der Ableitungen
P(2) = g'(2) = 1ist 1

b) f(z) = x,9(z) = 22, dann f(g(z)) = 22 hat Ableitung 2z, aber f/(x) = 1, also
auch f'(g'(x)) =

29. (;‘Eg)/ = (f(z)- g(x))/ () - ﬁ + f(x) - (_3(%2) i (w)g(z)(x)f(m)g (z)

23.

a) Die Aussage ist falsch: f(z) = 0, g(z) = 1 haben die gleiche Ableitung, sind aber
verschieden. Richtig wére, dass die Funktionen bis auf eine additive Konstante
iibereinstimmen.

b) Die Aussage ist richtig.

Wenn f ein Polynom ist, so ist auch f’ ein Polynom, wie bei der Summenregel
erlautert wurde.

Wenn f’ ein Polynom ist, etwa f'(z) = apa™ + ap_12" 1 + -+ + a1 + ag, so ist
p(z) = jhgan T4 2=tg™ 4o Gg? 4 90 ein Polynom, dessen Ableltung mit f/(x)
iibereinstimmt. Also ist f'(x) —p ( )= 0. Das bedeutet, dass f(x) — p(x) konstant
ist. Dann muss auch f(z) ein Polynom sein.

c) Die Aussage ist falsch, beispielsweise hat die Logarithmusfunktion f(x) = In(z) die
Ableitung f'(z) = % Der Logarithmus ist aber keine gebrochen-rationale Funktion.

d) Die Aussage ist richtig: Wenn ¢ ein Teiler von p ist, so ist f(z) = p(z)/q(x) ein
Polynom, dann ist auch die Ableitung f’(x) ein Polynom. Wenn umgekeht f’(z) ein
Polynom ist, so auch f(x) (siehe vorletzte Teilaufgabe). Das bedeutet aber, dass
q(z) ein Teiler von p(x) ist.

- —1V/ () — 1 _ 1 _ 1 1 .
24. Bs gilt (f7)'(@) = 7070 = o) — ey Vi vobel im
vorletzten Schritt das Additionstheorem sin?(z) + cos?(x) = 1 ausgenutzt wurde, vgl.

Aufgabe 25 = vgl. S. 123. Die Arcussinusfunktion hat also — tiberraschenderweise — eine
verhédltnisméfBig einfache Ableitung.

25.Der Produktlogarithmus W : [—1;00[— R ist Umkehrfunktion der Funktion f :
[—1;00[— R, f(x) = ze®, wobei f'(x) = (z + 1)e”. Damit hat W die Ableitung

W(x
W'(x) = f’(Vé(m)) = (W(x)+11)eW(w> = (W(é))ﬂ dabei wurde der Zusammenhang

eV (@) = 1 /W (z) ausgenutazt.

26. Die zugehorigen Potenzreihen werden jeweils gliedweise differenziert, die dabei sich
ergebene Potenzreihe wird so weit wie moglich vereinfacht und ggf. mit den in Tabelle
7.2=vgl. S. 156 befindlichen Musterreihen verglichen:

6

a) f(x) = cos(z )—1——+——7”’7%j:

3 5 .
f()—0—2—$+——mj: =—(r— % + 155 F---) = —sin(2)

b) f(x):ln(1+x):x—§+§—§im
fllz)=1-2 4328 424 =l-zta’ -2t =y = g

c) f(:c)zarctan(m)z:r—%—i—%—%j:---

fl($>:1—$2+1124—.'176j:"':1_(1_352):1-5-13:2
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27. Es wird die Nullstelle von f(z) = 23 — 2 gesucht. Die Iterationsformel ist

r1 =20 — ]{,((J;(Z))) =x9 — 138;(2)2 = %xo + % . x2_§ Mit dem Startwert xy = 2 ergibt das die
Néaherungen
X f(=) f@)  x—f@)/f'(z)

1 2. 6. 12. 1.5

2 1.5 1.375 6.75 1.2963

3 1.2963 0.178276 5.04115 1.26093

4 1.26093 0.00481929 4.76985 1.25992

5 1.25992 3.860582731418398*"-6 4.76221 1.25992

Die ersten vier Nachkommastellen von +/2 sind damit schon gefunden.
28.WW (1) ist Nullstelle der Funktion g(z) = xe® — 1. Mit dem Newton-Verfahren erhalt

. ; . ’ _ ze” —1 _
man die folgende Formel zum Fortschreiben: x—g(z) /¢’ (z) = xz— e e

(m; ji)’; Beginnend mit x = 1 erhélt man die folgende Tabelle:
n T

0 ' 1,00000

1 | 0,68394

21 0,57745

3 0,56723

4 1 0,56714

Dies sind bereits die ersten fiinf Nachkommastellen der Omega-Konstante w = 0.5671432.. . ..

29. In allen Fallen wird beim Grenziibergang x — xg der Zahler und der Nenner
gleichzeitig Null. Wenn die Grenzwerte der Quotienten von Zéhler- und Nennerablei-
tung existieren, so stimmen diese mit dem gesuchten Grenzwert {iberein.

a) lim Smxﬂ = lim &1(”:) =cos(0) =1

z—0 z—0
. cos(z)+1 1. —sin(z) _ —sin(0) _
b) Q}I_I)I}r sin(z) J%I_I)I}r cos(z) ~—  cos(0) 0
4z
. In(2x%—1) . 222 1 . 4x(3z242x—4) 4-(342-4) 1
C lim — 55—~ = lim 2% —— = lim = =35
) s In(3z2+22x—4) rae] % r1 (222=1)(62+2) (2—1)(6+2) 2

d) todo

(z4c)*—1 — lim ealn(z+e) ¢ — lim 1n(w+c)ealn(z+c) — lim ln(:c—l—c)ealn(erC)

e) lim T = In(z+c)

al0 a al0 a al0 1 al0
30.
a) Verwende zunachst die abkiirzende Schreibweise f = f, ;.

Es gilt: Die Funktion ist differenzierbar fir x # 1, weil dann die jeweilige Fall-
unterscheidung greift und die in der Fallunterscheidung auftretenden Funktionen
Polynome in x und somit differenzierbar sind.

Gezeigt/gepriift werden muss die Differenzierbarkeit deshalb nur fiir z = 1. Es ist

also der Grenzwert lim M)—:{(l) = lim f(m—_)lfl zu bestimmen, konkret ist zu priifen,
rz—1 x z—1 T

fiir welches ¢ dieser bei festem a > 0 existiert. Dazu werden wieder die einseitigen
Grenzwerte bestimmt:
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1] Fi <1 flx)—1 > —ar’+a—-1 23—-1—a(2?-1)
irex<1: ——— = —
r—1 rz—1 r—1
(-1 Hr+1) —ale—1)(z+1)
B z—1
= 2?+x+1-alr+1)—>3—-2a firztl
9 Fires1 J@W -1 _ wiAlotol tei-l)
Cox—1 . :1:1—1 . r—1
= G )(11:+ ):t(a:+1)—>2t firz | 1
x_

Damit der (beidseitige) Grenzwert existiert, miissen die einseitigen Grenzwerte

iibereinstimmen, d.h. es muss gelten: 2t = 3 — 2a & t = % — a. Das gesuchte

t, ist also t, = % — a.

3 — ax? fall 1
Die Funktion lautet g,(z) = f, s _,(z) = :(:3 “r 2+ “ 3 s s
2 (5—a)z®+1—(5—a) fallsz>1
Sie ist nach a),b) stetig und differenzierbar in ihrem Definitionsbereich mit
3z% — 2ax falls z < 1
go(x) =492 (2 —-a)=3-2a falls =1
2-(3—a)r=(3-2a)z fallsz>1

wobei man die letzten beiden Félle zusammenfassen kann, d.h.

! () = 3r2 — 2qx fallsx < 1
1 (3—2a)z falls x> 1

Sollte die Funktion eines oder mehrere Extrema haben, so sind diese entweder
Randpunkte des Intervalls (d.h. z = 0) oder Stellen im offenen Intervall |0; co[ mit
g, (x) = 0. Diese missen nun zunichst gefunden werden, dabei muss man einerseits
die Fallunterscheidung beachten, andererseits auch nach den Werten des Parameters
a unterscheiden.

[1] Firz <1gilt g,(z) =32 —2ax =0 2(3z —2a) =02 =0Vz = 2a

Die Nullstelle x = %a ist aber nur dann relevant, wenn %a <lsa< %

2] Fir x> 1 gilt ¢ (x) = (3 — 2a)x.

Die Ableitung ist fiir > 1 nur dann Null, wenn a = % (anschaulich verlauft
die Funktion g, rechts von 1 dann als Konstante 1).

Um die Art des lokalen Extremums zu bestimmen, miisste man eigentlich auf die

zweite Ableitung zuriickgreifen. Generell ist hier aber g/, nicht wieder differenzier-

9o (x)—g,(1) ga(x)—g, (1) _

~— = 6—2a und lim o

bar - die einseitigen Ableitungen sind lim
zT1 zll

lim B=2a)z—(3=20) _ }3, B=20)(w—]) _ lim(3 — 2a) = 3 = 2a, d.h. die zweite Ablei-

)1 r—1 z1 rz—1
tung existiert nicht.

Die Art des lokalen Extremums muss deshalb hier mit Hilfe der ersten Ableitung
bestimmt werden, dazu dient das Vorzeichenverhalten der ersten Ableitung jeweils

links und rechts vom kritischen Punkt. Offensichtlich muss man dabei die Falle
a < %, a= % und a > % unterscheiden.
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Fall a < 3 (aber a > 0):

Wir haben dann ,links von 1* zwei Kandidaten fir lokale Extrema: x = 0 und
T = %a < 1 — wobei x = 0 als Randpunkt noch einmal getrennt betrachtet
werden miisste, aber weil die Funktion nach x < 0 hinaus fortgesetzt werden
konnte, kann man wie folgt auch das (lokale) Extremwertverhalten in x = 0
mit der Ableitung priifen.

[a] Vorzeichenverhalten von ¢/, (z) = 322 — 2az = z(3z — 2a) um x = 0:

— Firz < 0ist 3z —2a < —2a < 0, also ist ¢/, () = x(3z — 2a) > 0, also
ist g4 links von 0 streng monoton wachsend

— Fir 2 > 0, aber nahe bei Null, d.h. z.B. z < a/3 ist 3z — 2a <
3-%5—2a=—a<0,alsoist g,(r) = x(3z — 2a) <0, d.h. g, ist rechts
von 0 streng monoton fallend.

D.h. g, hat in z = 0 ein lokales Maximum.

[b] Vorzeichenverhalten von g/,(z) = 322 — 2ax = z(3z — 2a) um = = 2a
— Fir # < Za (aber nahe bei 2a also > 0) ist 3z — 2a < 0, also
z(3x — 2a) < 0, also ist g, links von Za streng monoton fallend.
— Fiir # > Za gilt entsprechend g/, (z) = z(3z—2a) > 0, d.h. g, ist rechts

von %a streng monoton wachsend.

D.h. g, hat in z = %a ein lokales Minimum.

Fiir die Priifung auf absolutes Extremum miissen die Funktionswerte in den
lokalen Extrema mit dem Randwertverhalten verglichen werden, hier noch
22 —ax?+a falls z < 1

(3-a)@?+1—-(3—a) fallsz>1

einmal die Funktion: g,(x) = {
2

[a] 9a(0) =a >0

[b] ga(%a) = (%G)S —a- (%a)2 +a=a— Qi?a?’ <a

[c] An der rechten Intervallgrenze muss ein uneigentlicher Grenzwert be-
stimmt werden lim g,(z) = lim (3 —a)2® +1— (3 —a) = o0

Inx = %a liegt also ein globales Minimum vor, in « = 0 ein lokales, aber nicht
globales Maximum (aufgrund der Monotonie von g,, s.0.)

Fall a = %: Die Funktion hat dann die Form

x3—%x2+% falls x < 1
1 falls x > 1

93/2(@(@ = {

g, hat dann, wie oben allgemein gerechnet, nur eine Nullstelle in = 0 und g,
ist streng monoton fallend fiir x < 1 und konstant 1 fiir > 1. Die Funktion
hat also ein globales Maximum in x = 0 und fiir jedes > 1 ein globales
Minimum.

Fall a > %: Die Funktion lautet

@) 3 —azr?+a falls x < 1
a\T) =
g (2-a)2?’+1—(3—a) fallsz>1
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Sie hat die Ableitung

/() = 322 —2ax =x(3—2a) <0 fallsz <1
Jalt) = (3—2a)xr <0 falls z > 1

Sie ist also streng monoton fallend auf [0; oo

Daher hat g, dann ein globales Maximum in z = 0 und kein lokales/globales
Minimum.

31. Ist u = v = 0, so ist natiirlich az" 4+ fx¥ = a + B konstant, der angegebene Wert
ergibt sich mit = = 1. Ist umgekehrt h(z) = ax" 4+ fz¥ konstant, d.h. in = > 0 eine
konstante Funktion, so ergibt h'(z) = 0 fur alle x > 0 und A”(z) = 0 fiir alle z > 0,
also fiir alle x > 0

W(x) = auz* '+ o't =0
R'(z) = oau(u—1)z%2+ pBv(v—1)z""2=0
also speziell fiir x = 1 wegen 1%~ ! = 1"l = (v 2 =12 =1
au+pv = 0
au(u—1)+pv(v—-1) = 0
Die erste Gleichung wird (z.B.) nach u aufgelost und ergibt u = —gv. Dies wird nun
in die zweite Gleichung eingesetzt:
a(—gv)(—gv — 1)+ fv(v—1) 0
& Bo(1+ Zv) + Bu(v—1) = 0
& Bv(1+§v+v—1) = 0
B
= ﬁ’U2(a + 1) 0

Da aber o, > 0, ist ebenfalls g +1 > 0, so dass v? = 0 und damit v = 0 folgt.
Riicksubstitution ergibt ebenfalls u = —gv =0.

4] Randverhalten: Als Polynom dritten Grades mit negativem Leitkoeffizienten Funk-
tionsgrenzwerte f(z) — oo fir x — —oo und f(x) — —oo fiir # — oco. f hat keine
lineare Asymptote.

[5] Polstellen: keine

[6] Nullstellen von f: f(x) = x(—222+3z—1). Also f(z) = 0 fiir z = 0 und fiir Lésung
von —2x% + 3z — 1 = 0. Diese quadratische Gleichung hat die Losungen z = i und

2
r =1
[7] Nullstellen von f’ und Monotonieverhalten: f'(z) = —6z?+6x—1 = —6(z* —2+3)

hat Nullstellen x = % + @/i — % = # VI3 Da die Ableitung eine nach unten

geoffnete Parabel ist, liegt um die Nullstellen folgendes Vorzeichenverhalten von f

vor: —/+ /—. Die Funktion f ist also links von der kleinsten Nullstelle VB nd

2
—14+/1/3
2

32.

[1] Definitionsbereich: D = R.

[2] Symmetrieverhalten: f ist weder gerade noch ungerade.

[3] Ableitungen: f'(z) =) — 62* + 6z — 1, f(z) = =12z + 6, f"(x) = —12
[4]

rechts von der grofiten Nullstelle
streng monoton wachsend.

streng monoton fallend und dazwischen
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[8] Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten: f”(z) verschwindet genau fiir z = %

Das Vorzeichenwechselverhalten von f” an dieser Stelle ist 4+/—. Links von % ist f
konvex , rechts von % konkav.

[9] Lokale und globale Extrema:

—1—4/1/3

f’(_l_Tl/B) =0 und f”(_l_T ”1/3) > 0, also lokales Minimum in z = 5

—1-4/1/3

f’(fHTl/g) =0 und f,,(71+1/3) < 0, also lokales Maximum in x = 5

Globale Extrema hat f aufgrund seines Randverhaltens nicht.

[10] Wendestellen: f”(1) = 0 und f”(3) # 0, also Wendestelle (mit Wechsel von
Links- nach Rechtskriimmung, s.0.) in z = 1

2
[11] Wertetabelle und Graph:

@ f()

—0,2 0,336

—-0,1 0,132 0z

0 0

0,211325 | —0, 096225 /\
0, 4 707 048 02 "0.2 s "0.6 "0.8 12
0,5 0

0,6 0,048 02

0,788675 | 0,096225

1 0

1,2 —0,336

33.

1| Definitionsbereich: D = R

[1]
[2] Symmetrieverhalten: f ist achsensymmetrisch
3]

3] Ableitungen:
f(z) = —2ze= ", f'(2) =2 (2x2 — 1), f(z) = —de %" x (2x2 — 3)

4] Randverhalten: f(z) — 0 fiir + — £o00

[4]

[5] Polstellen: keine

[6] Nullstellen von f: keine, weil die Exponentialfunktion keine Nullstellen hat.
7]

7] Nullstellen von f’ und Monotonieverhalten: x = 0. Vorzeichenwechselverhalten von
f/ um die Nullstelle geméfl Vorzeichenwechselverhalten von —z: +/—. Fir z < 0
ist f streng monoton wachsend, fiir x > 0 ist f streng monoton fallend.

[8] Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten: f”(z) = 0 fir x = j:\/g . Vorzei-
chenwechselverhalten von f” um die Nullstellen geméfl Vorzeichenwechselverhalten
von 222 —1: +/— /+. f ist also in [—\/g ; \/g] konkav und links sowie rechts dieses

Intervalls konvex.

[9] Lokale und globale Extrema: f’(0) = 0, f”(0) = —2 < 0. In z = 0 liegt das
einzige lokale Extremum (Maximum) vor, welches schon ein globales Maximum ist
(Randverhalten s.o.)



82

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

[10] Wendestellen: f/(+ \/t) =0 f'(£ \/g # 0, also liegt jeweils Wendestelle vor.

Wechsel der Krimmung an diesen Stellen s.o.

[11] Wertetabelle und Graph:

34.

1]

2]

8]

[9]

z f(z) .
0 1

0,1 0,99005

0,2 0,960789 o]

0,4 0,852144

0,6 0,697676

0,707107 | 0,606531 . . . . . | I
0,8 0,527292 1.5 - 0.5 0 05 ] s
1 0,367879

1,25 0,209611 o5)

1,5 0, 105399

Definitionsbereich: stimmt mit Definitionsbereich des Logarithmus iiberein: D =
10; o0l.

Symmetrieverhalten: aufgrund des Definitionsbereiches: keine Symmetrieeigenschaf-
ten
Ableitungen: f'(z) = ln(ﬂﬁ) 1 L f(2) = 21n(w f///( ) = _ 6ln(z)—11

x4

Randverhalten: Fir x — 0 folgt f(x) — —oo aus dem Randverhalten von In(x)
In(x) _

x

und % Fiir £ — oo kann man mit der Regel von L’Hospital schliefen: lim
T—r 00

HlH =

lim =0.

Tr—r 00

Polstellen: keine
Nullstellen von f: sind Nullstellen des Logarithmus, also nur x = 1.

Nullstellen von f” und Monotonieverhalten: geméafi Darstellung oben f’(z) = 0 fur
x = e mit Vorzeichenwechselverhalten +/—. f ist also fiir x < e streng monoton
wachsend und fiir x > e streng monoton fallend.

Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten: geméafl Darstellung obgen f"(x) =0
fir z = 62 mit Vorzeichenwechselverhalten —/4. f ist also fir z < e konkav und
fiir > e? konvex.

Lokale und globale Extrema: geméfl Monotonieverhalten liegt ein lokales und glo-
bales Maximum in z = e vor.

[10] Wendestellen: Geméafi Krimmungsverhalten liegt eine Wendestelle mit Rechts-

Links-Kriimmungswechsel in z = e2 vor.

[11] Wertetabelle und Graph:
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1]
2]

[5]
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0.5]

x f(z)
0,1 —23,0259 . -

0,2 —8,04719 0 T2 T4 "6 i To 12 14 16 18 20
0,5 —1, 38629 {

0,8 —0, 278929

. 0 05

1,25 0,178515

1,5 0,27031

2,71828 | 0,367879 "

4,48169 | 0,334695

10 0, 230259

Definitionsbereich: Weil a > 0 ist, hat der Nenner keine Nullstelle, daher ist der
(maximale) Definitionsbereich D = R.

Symmetrieverhalten: Die Funktion ist weder achsen- noch punktsymmetrisch, denn
weder die Gleichung f(z) = fo(—) noch die Gleichung fo(—x) = — fo(x) ist jeweils
fiir alle x giiltig.

Fiir die Funktion f; lasst sich allerdings nachrechnen, dass sie symmetrisch zum
Punkt P(0]1) ist (vgl. auch Aufgabe 8 aus Kapitel 4= vgl. S. 87), denn g(z) =

r_ . . . —r_ e’(e”"—1
fl@)— 3 = 2(eez—+11) ist eine ungerade Funktion: g(—z) = 2(66,“:1) = em2((e*z—|—1)) =
1—e”

2(1+e®) — —g(z).

x z+1In(a . .
Aus der Umformung f,(7) = 1155 = 1—T—ez+1(“()“) = fi(x +In(a)) ergibt sich dann:
fa ist eine zum Punkt P(—In(a)|4) symmetrische Funktion.
. ae”(14+ae”)—ae” (ae”

Ableitungen: f'(z) = ( (chex)z (ae”)

_ ae”

— (14ae®)?

f//(ill) _ae®(14ae®)?—ae®2(1+ae”)ae”

- (1+aezg4

_ ae®(1+ae®)—2a%e?"

- (14-ae*)3

o aem_a262z

- (1+ae®)3

_ ae®(1—ae®)

- (l—l—aemf’

f///(li) _ (ae®—2a%e?®)(1+ae®)> —(ae®—a’e?®)3(a+ae®) ae®

- (14ae®)6

_ (ae®—2a%e?*")(14ae”)—3(ae” —a’e?®)ae”

- (1+ae®)*

- aem_2a2e2z+a2621_2a3€3m_3a262m+3a3631

- (1+ae®)*

ae® (1—4ae®+a?e?™)
(14ae*)4
Randverhalten: Es ist f, = g, 0 exp mit g,(z) = 77;. Da lim e = oo und
ax T—00

lim e = 0, stimmen die Grenzwerte lim f,(x) mit den Grenzwerten lim g,(z)

T—r—00 r—+oo T—r00

bzw.lin%) ga(x) tUberein. Fiir a > 0 ist g, eine gebrochen-rationale Funktion mit
T—

lim gq(z) = 1und lim g,(x) = 0. Daraus ergeben sich die Grenzwerte lim f,(z) =

T—r 00 z—0 T—r 00

lund lim f,(z)=0.
Tr—r— 00

Polstellen: Da f, keine Definitionsliicken hat, liegen auch keine Polstellen vor.
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[6] Nullstellen von f,: Die Funktion hat keine Nullstellen, denn die Exponentialfunk-
tion im Zahler ist nullstellenfrei.

[7] Nullstellen von f! und Monotonieverhalten von f,: Auch f! hat keine Nullstellen,
es gilt stets f/(z) > 0. Also ist f, streng monoton wachsend.

[8] Nullstellen von f! und Krimmungsverhalten von f,: Nullstellen von f! ergeben
sich aus der Gleichung 1 —ae” = 0 < ae®” =1 < x = —In(a). Auch das Vorzeichen
von fl/(x) stimmt mit dem Vorzeichen von 1 — ae® iberein. Fiir x < —In(a) ist
also f!(x) > 0, fir x > —1In(a) ist f(x) <0, also ist f, auf | — co; —In(a)] streng
konvex, auf [—In(a); co[ streng konkav.

[9] Lokale und globale Extrema: Aufgrund der strengen Monotonie von f, hat die
Funktion weder lokale noch globale Extrema.

[10] Wendestellen: Fiir z = —1In(a) liegt eine Wendestelle mit Wechsel von Links- zu
Rechtskriimmung vor.

[11] Wertetabelle und Graph: Da f,(x) = f1(z +1n(a)), ist das Werteverhalten von f;
exemplarisch fiir das Werteverhalten jeder andern Funktion f,. Es reicht also, eine
Wertetabelle fiir f; anzugeben:

x fi(z)

0 0,5

0,1 0,524979

0,2 0,549834

0,5 0,622459 oo ﬁ
0,8 0,689974 0

1 0, 731059

1,25 0,7773 TR R (R e e
1,5 0,817574 “

10 0,999955

Abschlieflende Bemerkung: Fiir a = 1 ist f die Umkehrfunktion der sogenannten Logit-
Transformation = — In(7%). Mit dieser Funktion ldsst sich in der Statistik jede Wahr-
scheinlichkeit aus dem Intervall |0; 1] einer Zahl aus R zuordnen und umgekehrt; man
macht sie Wahrscheinlichkeiten so statistischen Techniken zugénglich, welche die Be-
schrankung auf ]0; 1] nicht vertragen (z.B. Regressionsrechnungen). Die Ergebnis der
Analyse logit-transformierter Wahrscheinlichkeiten bzw. Haufigkeiten werden anschlie-
Bend mit Hilfe der Funktion f wieder nach ]0;1[ zuriicktransformiert und dort inter-
pretiert.

36. Diese harmlos anmutende Schar gebrochen-rationaler Funktionen hat es in sich,
denn je nach Wert von a haben die f, recht unterschiedliche Eigenschaften. Mit Hilfe
einer dynamischen Geometrie-Software sieht man sehr schon, wie die Polstelle von f,
ydurchgereicht wird“ und erzeugt die verschiedenen Auspriagungen von f,. Die Rech-
nungen sind wegen der vielen verschiedenen Fille dementsprechend ziemlich umfang-
reich, wenn auch meist nicht schwierig:

[1] Definitionsbereich: Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind Definitionsliicken, d.h.
D=R\{a}.

[2] Symmetrieverhalten: Aufgrund der (fiir @ # 0 nicht hebbaren, s.u.) Definitions-
liicke a liegt weder Achsen- noch Punktsymmetrie im strengen Sinne vor. Wenn
man allerdings den Begriff der Punktsymmetrie geeignet auf Funktionen mit Defi-
nitionsliicke tibertréigt, so ldsst sich (nur!) fiir die Funktion f_; nachrechnen, dass
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sie symmetrisch zum Punkt P(—1| — 2) ist (vgl. auch Aufgabe 8 aus Kapitel 4 =

vel. S. 87), denn g(z) = [y (w — 1) +2 = L= HED 49 = 12 st eine zu (0]0)
punktsymmetrische Funktion.

Ableitungen: fl(x) = (3m2+2x)(x—a)Z_(§3+m2)2(x_a)

r—a)
(322 42z)(z—a)—2(z3+2?)
(z—a)?
3x3+2$2—3a12—2ax—2x3—2$2
(z—a)®
_ z® —3ax®—2ax
- (x—a)?
_ z(z®*—3ax—2a)
- (z—a)?
f”((]ﬁ) (322 —6ax—2a)(z—a)®—(2®>—3ax®—2ax)3(z—a)?
a o (x—a)®
(322 —6ax—2a)(z—a)—3(z> —3ax®—2ax)
(z—a)*
33:3—6ax2—2ax—3ax2+6a2x+2a2—3m3+9ax2+6ax
(x—a)*
_ (6a*44a)z+2a?
N (z—a)?
fm(l‘) _ (6a%44a)(z—a)*—((6a’+4a)z+2a%)4(x—a)®
a N (z—a)®
(6a%44a)(z—a)—((24a*+16a)z+8a?)
(x—a)®
_ (6a*44a)r—6a>—4a” —(24a°+16a)x—8a>
o (x—a)®
_ (—18a®—12a)z—6a>—124°
o (x—a)®
3,2
Randverhalten: f,(z) = % ist eine gebrochen-rationale Funktion, deren

Zéhlergrad um 1 hoher als der Nennergrad ist. f, hat eine lineare Asymptote, die
durch Polynomdivision erhalten wird. Das zugehorige Horner-Schema lautet:

1 1 0 0
—a? 0 0 —a? —a? — 2a3
2a 0 2a 2a +4a®> 0

1 1424 2a+3a®> —a®—2d°

Es ist also fu(z) = x+2a+1+ (3a2+2(i)_x;)§a3_a2 , und die Asymptote lautet g,(x) =

x + 2a, sie hat das gleiche Grenzwertverhalten wie f,. Es gilt also lim f,(z) = 0o
Tr—r 00

und lim f,(z) = —o0.
r—r—00
Polstellen: Nur die Definitionsliicke x,, = a ist eine Polstelle von f,(z) = x(i(f:)lz)

Fiir a ¢ {0, —1} liegt jeweils eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel vor. Fiir a = 0
ist die Nullstellenordnung von = = 0 im Zéhler 2 und im Nenner ebenfalls 2. Die
Polstelle ist dann hebbar. Durch Kiirzen ergibt sich die stetige Fortsetzung fo(z) =
x + 1. Fir a = —1. ist die Nullstellenordnung von x = —1 im Zahler 1 und im
Nenner 2. Es liegt dann eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor.

Nullstellen von f,: Diese sind Nullstellen des Zihlerpolynoms z3 + 2, also die

Stellen z = 0 und z = —1. Funktionen f, fir a = 0 und a = —1 stellen dabei
Sonderfille dar. Fir a = —1 lautet die (gektrzte) Darstellung f_q(z) = mm—fl und

hat nur die Nullstelle z = 0. Fiir a = 0 lautet die stetige Fortsetzung fo(x) =z + 1
und hat nur die Nullstelle z = —1.

Nullstellen von f! und Monotonieverhalten von f,: Nullstellen von f! ergeben sich
aus den Nullstellen des Zihlerpolynoms von f/ d.h. aus z(z? — 3az — 2a) = 0. Sie
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sind also zop = 0 und die Nullstellen von z? — 3az — 2a, also z; = 3¢=v9a"+8a V%“2+8“

und zy = 3a+v9a=+8a V92‘12+8“, wobei die tatsdchliche Anzahl der Losungen von a abhingt

(s.u.). Die erste Ableitung hat mit diesen Nullstellen die faktorisierte Darstellung
f/ (x) _ x(w—(xl)(atz—xg) '

a z—a)
Zusammen mit der Polstelle z, = a zerlegen die Stellen g = 0, 1 und z den
Definitionsbereich in Intervalle mit einheitlichem Monotonieverhalten. Es ist noch
zu beachten, dass

fira =0 und a = —g die beiden Nullstellen x7; und zs zusammenfallen, fir
a = 0 zudem noch mit der hebbaren Definitionsliicke x,, = 0,

fir a = —1 die Nullstelle x5 = —1 mit der Polstelle x,, = —1 von f_; zusam-
menfallt,

fir a €] — 3;0[ nur z = 0 eine Nullstelle des Zéhlers ist.

Die Intervallzerlegung beginnt bei —oo und endet bei +o00 jeweils mit einem unei-
gentlichen Intervall. In diesen beiden Intervallen ist f, streng monoton wachsend,
die Funktion ,erbt“ in diesen Randintervallen das Monotonieverhalten der Asym-
ptote g, (x) = x + 2a + 1.

Bei aneinander angrenzenden Teilintervallen wechselt das Monotonieverhalten, wenn
die Intervallgrenze als Nullstelle der Ableitung eine ungerade Ordnung hat und es
verdndert sich nicht, wenn die Nullstelle der Ableitung eine gerade Ordnung hat.

Mit diesen Uberlegungen lisst sich nun das Monotonieverhalten zusammenfassend
fiir verschiedene Werte von «a in sieben Féllen beschreiben: Sofern nicht ausdriicklich
anders dargestellt, sind alle auftretenden Nullstellen von f/ hier einfach, fithren also
zu einem Wechsel im Monotonieverhalten.

[a] Fall @ < —1: Die Nullstellen von f/ liegen hier wie folgt: —oo < 21 < z, <
To < T < OQ.

Links von der Polstelle ist f, auf | — co; 1] streng monoton wachsend und auf
[x1; [ streng monoton fallend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |x,;z2] streng monoton wachsend, auf
[x2; xo] streng monoton fallend und auf [zg; 0o streng monoton wachsend.

[b] Fall @ = —1: Die Nullstellen von f’, liegen hier wie folgt: —oo < 1 < ), <
To < 00.

Links von der Polstelle ist f_; auf | — 0o;x1] streng monoton wachsend und
auf [z1;x,| streng monoton fallend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |x,;xz¢] streng monoton fallend und auf
[xo; 00| streng monoton wachsend.

[c] Fall -1 < a < —%: Die Nullstellen von f liegen hier wie folgt: —oco < z1 <
To < Zp < xp < O0.

Links von der Polstelle ist f, auf | — co;x1] streng monoton wachsend, auf
[x1; x2] streng monoton fallend und auf [z9; z,[ streng monoton wachsend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,;xz¢] streng monoton fallend und auf
[xg; 00| streng monoton wachsend.
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[d] Fall a = —3§: Die Nullstellen von f_s liegen hier wie folgt: —o0 < 1 = 13 <

Tp < xg < 00. T = Ty = —% ist eine doppelte Nullstelle von f/, in der sich
das Monotonieverhalten nicht dndert.

Links von der Polstelle ist f, auf | — oo; x,| streng monoton wachsend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,;z¢] streng monoton fallend und auf
[0; 00| streng monoton wachsend.

[e] Fall —g < a < 0: Die Nullstellen von f, liegen hier wie folgt: —oo < z,, <

To < OQ0.
Links von der Polstelle ist f, auf | — oo; x,] streng monoton wachsend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,;z¢] streng monoton fallend und auf
[x0; 00| streng monoton wachsend.

[f] Fall a=0: fo(zr) = x + 1 ist streng monoton wachsend.

Fall a > 0: Die Nullstellen von f, liegen hier wie folgt: —oo < z; < z¢g <z, <
o < 00.

o)

Links von der Polstelle ist f, auf | — co;x1] streng monoton wachsend, auf
[21; xo] streng monoton fallend und auf [zo; x,[ streng monoton wachsend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,;zs] streng monoton fallend und auf
[x2; 00| streng monoton wachsend.

Nullstellen von f und Kritmmungsverhalten: Nullstellen von [/ (z) = %

sind Nullstellen des Zihlers von f”(z) d.h. Lésungen von (6a? + 4a)x + 2a* = 0 &
2a((3a+2)xr+a) = 0. Falls a = 0, so ist f!/(x) = 0, wir hatten bereits gesehen, dass

in diesem Fall fo(z) = x+1 eine lineare Funktion ist. Falls a = —%, so hat f”, keine
3
Nullstelle. In allen anderen Féllen ergibt sich die Nullstelle x3 = — 3(1‘12 #Fa=u1x,
_ (2a(8a+2))(z+5:%5)

und f! hat die Faktorisierung f!(z) (z—a)?

Der Faktor 6a® + 4a = 2a(3a + 2) legt das Vorzeichenwechselverhalten des Zihlers
von f!’ und damit das Vorzeichenwechselverhalten von f! fest. Der genannte Faktor
ist positiv fiir a < —% und a > 0 sowie negativ fiir —% < a < 0. Damit erhdlt man
das Kriimmungsverhalten von f, aus dem Vorzeichenwechselverhalten von f! wie
folgt:

[a] Fira < —2 ist —o0 < — 3245 < a < oo. Der Faktor 6a* + 4a = 2a(3a + 2)
ist positiv, die zweite Ableitung hat in x3 also einen Vorzeichenwechsel von —
nach +.

Also ist f/(x) < 0 fiir alle x €] — oo; 3] und > 0 auf Jzg;00[. Auf | —oco;x,
ist f(z) > 0. Die Funktion f, ist daher auf | — oo; x3] streng konkav und auf
[z3; x| sowie auf |x,; co[ streng konvex
[b] Fiira=—2 hat f”,(z) = G Jr%_) ; einheitlich positives Vorzeichen Vorzeichen.
3 3
Die Funktion f_3 ist also auf | — 00;x,[ und [z; 0o[ streng konvex.

[c] Fir-2<a<0ist —oo<a< — 3245 < 00. Der Faktor 6a* +4a = 2a(3a +2)

ist negativ, die zweite Ableitung hat in x3 also einen Vorzeichenwechsel von +
nach —.

Also ist f!/(z) > 0 fur alle z €] — oo;a] und alle = €la; x3]. Fir x > x3 ist
fll(z) < 0. Die Funktion f, ist daher auf | — co;z,[ und auf |z,;z3] streng
konvex und auf [x3; 00| streng konkav.
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[d] Fiir a =0ist fo(x) =z + 1 linear, also sowohl konvex als auch konkav.

[e] TFiira > 0ist —0o < 23 < a < 0o. Der Faktor 6a” +4a = 2a(3a+2) ist positiv,
die zweite Ableitung hat in z3 also einen Vorzeichenwechsel von — nach +.

Also ist f!(x) < 0O fir alle x €] — oo;x3]. Fir x > z3 ist f/(z) > 0. Die
Funktion f, ist daher auf | — oo; 3] streng konkav, auf [z3; x,[ streng konvex,
und auf |x,; co[ streng konvex.

[9] Lokale und globale Extrema: Wegen der Asymptote g,(x) = x + 2a + 1 hat die
Funktion f, keine globalen Extrema. Mit dem Monotonieverhalten von f, erhélt

man folgende lokale Extrema in den Stellen g = 0, 1 = 3a—v9a"+8a V%ahrsa und zo =

3a++v9a%+8a .

SaEe

[a] Fall @ < —1: f, hat lokale Maxima in z; und in 25 und ein lokales Minimum
in xg.

[b] Fall a = —1: f, hat ein lokales Maximum in z;, und ein lokales Minimum in
Zo-

[c] Fall =1 < a < —$§: f, hat ein lokales Maximum in z; und lokale Minima in
o, L.

[d] Fall =% <a <O0: f, hat ein lokales Minimum in .

le] Fall a =0: f, hat keine lokalen Extrema.

[f] Fall @ > 0: f, hat ein lokales Maximum in x; und lokale Minima in 0, z.
[10] Wendestellen: z3 = —z-4

Rechtskriimmung fiir a €] — %; 0[ und Wechsel von Rechts- nach Linkskrimmung

fﬁra<—1und—1<a<—§unda>0.

ist eine Wendestelle mit Wechsel von Links- nach

[11] Wertetabelle und Graph: Aufgrund der Vielzahl von moglichen Funktionsverldufen
abhingig vom Scharparameter a macht eine Wertetabelle hier nur wenig Sinn. Ahn-
liches gilt fiir die graphische Darstellung, die zur Verdeutlichung des Schar-Prinzips
in einem Koordinatensystem erfolgen sollte. Sie finden eine Repréasentation mit der
dynamischen Geometrie-Software Geogebra iiber den Web-Service.

37. Die Ableitungen lauten
fllx)=1-e® 4. (—a)=(1—ax) e
f"(x) = (—a)e ™ *® + (1 — azx)e - (—a) = (a*r — 2a) - e~ 9*
f"(x) =a? e % + (a?x — 2a) - e~ - (—a) = (3a® — a®x) - e79*
Damit dann

a) f'(z) >0« (1—ax) >0z < i Entsprechende Rechnung fiir >, <, <, =.
f ist streng monoton wachsend fiir z < % und streng monoton fallend fiir x > %
Die strenge Monotonie darf von [0; £[ auf [0; 1] und von ]1; co[ auf [1; oo[ iibertragen
werden!

b) Notwendig fiir ein lokales Extremum: f'(z) = 0 & = = % Hinreichend fiir ein
globales Maximum: f ist monoton wachsend fiir x < % und monoton fallend fiir
T > %7 also liegt ein globales Maximum in = 1/a. In x = 0 liegt ein globales
Minimum vor, weil f(x) > 0= f(0).
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¢) f’(z) >0« (a®x —2a) >0« x> 2. Entsprechende Rechnung fiir >, <, <, =.
f ist streng konvex fiir x > % und streng konkav fiir z < %

d) Notwendig fiir Wendestelle: f”(z) =0 < x = 2. Hinreichend ist dann f/(2) % 0.
Hier f"(2) = (3a® — a?’%)e_“% = a? - e ? # 0. Es liegt also eine Wendestelle in
T = % vor. Das kann man auch schon am Kriimmungsverhalten erkennen.

38.

[1] Allgemeiner Funktionsterm mit Ableitungen: f ist ungerades Polynom 3. Grades
f(x) = ax® + bx. Die Ableitungen lauten f'(z) = 3ax? + b, f"(x) = 6ax.

[2] Gleichungen in f, f’, f":
[a] ,verlduft durch P(1| —1)“: f(1) = —1,alsoa-13+b-1= -1
[b] ,hat in z = 2 ein Extremum*: f/(2) =0, also 3a-2? +b =0
[3] Gleichungssystem: a +b=—1, 12a +b=0

[4] Losung des Gleichungssystems: b = —1 — a = —12a. Daraus a = ﬁ und b = —}—2
[5] Priifung des Funktionsterms f(z) = {L2® — 2a: Es muss noch f”(2) # 0 aus

der hinreichenden Bedingung fir ein lokales Extremum in z = 2 gepriift werden.
£7(e) = fre und damit f(2) = § #0.

39.

[1] Allgemeiner Funktionsterm mit Ableitungen: f(z) = az* + ba® + cx? + dx + ¢
hat die Ableitungen f/(z) = 4ax® + 3bx? + 2cx + d, f"(x) = 12az? + 6bx + 2c,
f"(x) = 24ax + 6b

[2] Gleichungen in f, f’, f":

[a] ,beriihrt Abszisse in & = 2“: Dies sind zwei Gleichungen. Zum einen ist x = 2
eine Nullstelle von f, also f(2) =0, also a-23+b-23+¢-22 +d2+e = 0. Zum
anderen hat f in x = 2 die gleiche Steigung wie die Abszisse(ngerade) x — 0,
also f/(2) = 0, also 4a - 23 +3b-2% +2¢-2+d = 0.

[b] ,hat in 2 = 0 den lokal maximalen Anstieg 1“: Dies sind ebenfalls zwei Be-
dingungen. Zum einen ist f'(0) = 1, also 4a- 03 +3b-0% +2¢-0+d = 1, zum
anderen hat die Ableitungsfunktion f’ in z = 0 ein lokales Maximum, also
f"(0) =0, also 12a - 02 4+ 6b - 0 + 2¢ = 0.

[c] ,hatinz =3 eine Wendestelle“: f”(3) =0, also 12a - (2)? 4+ 6b- 3 + 2c = 0.

[3] Gleichungssystem: Die Werte von ¢, d werden sofort abgelesen und in die anderen
Gleichungen eingesetzt:

160+ 8b+4c+2d+e = 0 ) (160 +8b+e¢ = 2
32a +12b+4c+d = 0 32a +120 = -1

d = 1 & d = 1

2c = 0 c = 0

27a + 9b 4+ 2¢ 0 27a+9b = 0

7

[4] Losung des Gleichungssystems: 32a+12b = —1,27a+9b = 0 < 8a+3b = —%, 3a+
b=0<« 8a+3(—3a) = —%,b = —3a & a= %,b = —%. Eingesetzt in die erste
Gleichung ergibt sich e = —2 — 16a —8b = —2—16-§ — 8- (—32) = 0.
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[5] Priifung des Funktionsterms f(z) = 32* — 223 + 2. Es sind noch f"/(0) < 0 und
f"(2) # 0 aus den hinreichenden Bedingungen fiir ein lokales Maximum von f
in x = 0 und eine Wendestelle von f in x = % zu pritfen: f"'(x) = 6x — %, also

£(0) = _% < 0 und f”l(%) = g # 0.
40.

a) f ist gerade < f’ ist ungerade. Diese Aussage ist richtig. Wenn némlich f gerade
ist, so gilt fiir die Ableitung mit der hA-Methode
f/(—.T> — }{%w :_}]LE%LW :_f’(_x)
Wenn umgekehrt f’ ungerade ist, so hat die Funktion h(z) = f(x) — f(—x) die
Ableitungsfunktion 0, denn f'(z) = f'(x) — (—f'(—z)) = f'(x) + f'(—z) = 0. h ist
also eine konstante Funktion mit h(z) = h(0) = f(0) — f(0) = 0.

Die entsprechende Aussage, bei der , gerade“ und ,ungerade® vertauscht sind, ist
falsch. Zwar kann man daraus, dass f ungerade ist, genau wie oben noch folgern,
dass f’ gerade ist. Umgekehrt ist aber beispielsweise f(x) = 2% + 1 eine nicht
ungerade Funktion, deren Ableitung f’(z) = 322 gerade ist.

b) Die Aussage ist richtig. Eine Funktion f(x) = ax® + bz? + cx + d mit a # 0 hat
einen Wendepunkt in x = —%, die Funktion h(x) = f(x — %) + f(—%) ist eine
ungerade Funktion. Ersteres ergibt sich sofort iiber die zweite und dritte Ableitung,
f"(z) = 6ax + 2b, f"'(z) = 6a # 0. Letzteres ist mit der genannten Wendestelle

etwas mithsam zu berechnen. Die Rechnung vereinfacht sich, wenn das Polynom in

der Form in der Form f(x) = %amg’ — abx? + cx + d mit geeigneten a,b € R vorliegt

(durch den Ubergang (alb) — (a|b) = (3a| — 3%) kann dies fiir jedes allgemeine
Polynom ax3 + bx? + cx + d erreicht werden). Dann hat f nimlich die Wendestelle
x = b und die Funktion h(z) = f(z + b) — f(b) ist ungerade, denn

hz) = flz+b)— f(b)

2a(z +b)% — ab(z + b)? + c(x + b) + d — (3ab® — abb?® + cb + d)

= %ax?’ + abx? + ab’x + %ab?’ — abx? — 2ab’x — ab® + cx +cb+ d
—sab® —ab® —cb—d

= laz®+ (c—ab®)z

c) Die Aussage ist falsch. Beispielsweise hat die Funktion f(z) = z* — 42 mit den
Ableitungen f’(x) = 423 — 4, f”(x) = 1222 in x = 1 ihr einziges lokales Extremum.
Die Funktion h(z) = f(z +1) — f(1) = (x + D* —4(x + 1) + 3 = 2* + 423 +
622 + 42 + 4 — 42 — 4 + 3 = x* + 423 + 3 ist aber nicht gerade. f ist also nicht
achsensymmetrisch zu seiner Extremstelle.

41.

a) Die logarithmische Ableitung von h(x) = In(f(z)) wird mit der Kettenregel be-
stimmt. Auflere Funktion ist die Logarithmusfunktion mit Ableitung %, innere
Funktion ist die Funktion f(z). Die Ableitung lautet nach der Kettenregel h'(z) =

1 1y fl(@)
i f (@) = Ty

b) Fiir h(z) = In(f(z)g(z)) lautet die Ableitung nach der Ketten- und Produktregel:

b (z) = F@g@)+f(@)g' (@) _ f(@g(@) | f@)g'(@) _ f@)  g'(x)

f(@)g(x) f@)g(z) * fl@)g(x) fl@) ' oglx) -

Ableitung eines Produktes zweier Funktionen ist also die Summe der logarithmi-

schen Ableitungen beider Funktionen.

Die logarithmische
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¢) Die zweite Ableitung von h(x) = In(f(z)) ist die erste Ableitung von h'(z) = f(x)

(
In einem Wendepunkt von h gilt h”(z) = 0, also
(@) f(x) — f(2)? = 0, also f"(2)f(z) = f'(2)2, also f,{;; = (;)) In einem

Wendepunkt von A stimmen also die logarithmischen Ableitungen von f und f’
iiberein.

42.

a) f(p) = ap® + bp + ¢ mit f(§) = 1800, f(1) = 0 und f'(1) = 0 ergibt f(p) =
3200p? — 6400p + 3200 = 3200(p — 1)?

b) E(p) = pf(p) = 3200p> —6400p>+3200p, K (p) = 100+ 1 f(p) = 800p>—1600p+900,
G(p) = E(p) — K(p) = 3200p® — 7200p? + 4800p — 900

c) Mit dem Newton-Verfahren ergibt sich als Naherung mit Startwert p = 0,9

also b (z) = f”(fﬂ)J;((xm))—zf’(wF

Do 9(p) g'(p) p1=po—9(p)/g (p)
10,9 ~79,2 —384 0, 69375
2 1 0,69375 33,1805 ~569,625 0,752
30,752  —1,19978  —599,962 0,75
410,75 0,000051178  —600 0,75

Man rit die Nullstelle p = 3. Mit Polynomdivision (Horner-Schema) folgt g(p) =
(p — 2)(3200p? — 4800p + 1200). Die weiteren Nullstellen sind %ﬁ von denen
nur die kleinere im Definitionsbereich liegt. Mit Wertevergleich sieht man g[p] > 0

fir p € [3if 3] Dieses Intervall ist also die Gewinnzone. Fir 0,32 < p < 0,75
(ndherungsweise) erzielt der Campingplatzbesitzer positiven Gewinn.

d) Die Gewinnfunktion hat die Ableitungen G’(p) = 9600p*> — 14400p + 4800 =
4800(2p? — 3p+1) und G”(p) = 19200p — 14400 = 4800(4p — 3). Notwendig fiir ein
lokales Gewinnmaximum ist G’(p) = 0, also 2p®> —3p+1 =0 < p? — %p + % =

0 p= % + ,/% - % = % + %. Kandidaten sind also p = % und p = 1. Letzterer
Wert ist ein Randpunkt des 6konomischen Definitionsbereichs, also im Rahmen des
Randwertvergleichs zu priifen. Hinreichend fiir ein lokales Maximum ist G’(p) = 0
und G”(p) < 0. Fir p = 3 gilt G'(3) = 0 (s.0.) und G”(3) = 4800(4 - 3 — 4) =
—12000 < 0. Also liegt in p = % ein lokales Maximum vor. Dieses lokale Maximum
wird nun durch einen Randwertvergleich mit den Stellen p = 0 und p = 1 auf
globales Maximum iiberpriift. Es ist G(0) = —900, G(1) = —100 und G(%) = 100.
Es liegt also in p = % ein globales Gewinnmaximum vor. Das Gewinnmaximum
betrigt 100 und es werden f(3) = 800 Flaschen abgesetzt.

43. Brotchenbeispiel:
Schreiben Sie den Preis p als lineare Funktion der abgesetzten Menge z, p( )=axr+b

mit p(0) = £, p(200) = 2. Aus dlesem Steckbrief erhalten Sie p(z) = — 55z + 2.

Die Kostenfunktion ist K ( ) = 2z + 15, die Erlésfunktion lautet E(z) = x - p(x) =
8z — ﬁ 2. Als Gewinnfunktion erhalt man G : [0;200] - R, G(z) = E(z) — K(z) =
2(1)0x +x —15.

Diese nach unten gedffnete Parabel hat ihren Scheitelpunkt (Maximallosung) in = =
100. Der zugehérige Preis ist p(z) = . Der maximale Gewinn betréigt G(100) = 35.
Weil die Funktion p(x) Umkehrfunktion der im Haupttext gewonnenen Nachfragefunk-

tion f(p) = 320 — 200p ist, ergibt sich die selbe Losung wie dort.
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Mineralwasserbeispiel:
In Analogie zur preisabhéngigen Modellierung aus der vorangegangenen Aufgabe sei

auch hier eine quadratische Nachfragefunktion p(z) = az?® + b mit Scheitelpunkt

in P(0/1) und p(1800) = % angenommen (man kénnte den Scheitelpunkt auch in

Q(1800|}1) ansetzen, dann erhélt man eine andere gewinnoptimale Losung). Es er-

gibt sich p(z) =1 — %%.

Die Gewinnfunktion lautet G(z) = E(x) — KZ)(x) = zp(z)— ($2+100) = 3z — %% -
100. Ihre Ableitungen sind G'(z) = 3 — 2 &, G"(z) = —§ 15552 -

Notwendig und hinreichend fiir ein lokales Gewinnmaximum ist G'(z) = 0 und G"(z) <

0. G'(z) = 0 1ost sich zu z? = $1800% & z = % = 600v/3 ~ 1039,23. Weil auch

G"(600+/3) < 0, ist ein lokales Gewinnmaximum gefunden. Der Randwertvergleich er-
gibt G(0) = G(1800) = —100 < 0 und G(600v/3) ~ 419,615 > 0, ist auch das globale
Maximum gefunden. Der gewinnoptimale Preis betrigt f(600v/3) = %.

Die Losung unterscheidet sich von derjenigen in der vorangegangenen Aufgabe, weil
die Nachfragefunktion, die den Steckbrief modelliert, nicht die Umkehrfunktion der
Nachfragefunktion dort ist.

44.
f(x) = e
f'(x)=a-e”
(o) = 4y = 28 =
45.
-1 15
a) ef(z) ==~ 120—?5m = To0-15z"
_ o —3%4+3r41 _ —3a%43x41 _ 2(32°—32-1)
b) er(2) =2 5, = Toten © oD@t
a—1 a
o) ef(x) =u- <G =S5 =a

d) () =7 5 = wo

Graphen:
a) b)
A 2y
oof f e L e
~~~N 0 ‘—‘ T T T T T ~~ X
Tl 0 02 04 06 08 12 14 16
50| RV
0] ~~‘~ X
. —Xs
0 1 2 3 4 5 6\7\8 4
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c) d)
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-10]
46.

a) f(0)=/f(0-1)=0"-f(1)=0
b) Mit c= f(1) gilt f(z) = f(x-1)=2a" - f(1)=c-2"

c) Bereits gerechnet: €¢(x) = r, dies ist die prozentuale Anderung von f(z), wenn sich
x um 1% &ndert.

47. Kurvendiskussion des Deckungsbeitrags nach dem 11-Punkte-Programm. Dabei
jeweils 6konomische Interpretationen:

[1] Okonomischer Definitionsbereich [0; 0o

[2] Die Funktion weist keine Symmetrien auf.

[3] G ist differenzierbar fiir z > 0. Die Ableitungen lauten:
G'(z) =tdz'" "' —c= 4 —¢

G'(z) = t(t — 1)dz' 2

T—r 00 xT—r 00
gilt auch lim G(z) = lim (—cx) = —oo. Fiir groBe Faktoreinsatzmengen hat der
T— 00 Tr—r00

[4] lim ﬂf) = lim (1 — —%=) = 1, also ist g(z) = —cz Asymptote von G. Damit

Erlos also keinen wesentlichen Einfluss auf den (dann negativen) Deckungsbeitrag,.

[5] Die Funktion hat keine Polstellen
[6] Nullstellen von G: G(z) = x(dz'~" — ¢) = 0 fiir 2 = 0 oder z = zy = '{/<. Die

Gewinnzone ist [0; '~/ <]. Mit zunehmendem Stiickerlds (Stiickkosten) vergréBert

(verkleinert) sich die Gewinnzone. Die Gewinngrenze strebt mit ¢ — 1 gegen oo,
wenn d/c > 1, und gegen Null, wenn d/c < 1, fiir d = c ist sie stets 1.

[7] Nullstellen von G’ und Monotonieverhalten von G: G'(z) =0 < z = z1 = '/t4.

Wegen G”(z) < 0 ist G streng monoton fallend, daher hat G’ in © = z; einen
Vorzeichenwechsel von + nach —, also ist G in [0;x;] streng monoton wachsend
und in [z1; 0o[ streng monoton fallend.

[8] Nullstellen von G” und Kriitmmungsverhalten von G: Wegen G”(z) < 0 auf ganz
D ist G streng konkav.

9] In x = x; hat G ein globales Maximum. Das Gewinnmaximum liegt immer in der
Gewinnzone; der gewinnmaximale Faktoreinsatz steigt (féllt) mit dem Stiickerlos d
(den Stiickkosten c).
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[10] G hat keine Wendestellen.
[11] Die Graphen von G,G’, G” sind exemplarisch fiir c = 4,d =8 und ¢t = % skizziert.

to

Durchschnittlicher Deckungsbeitrag je produziertem Stiick: f(z) = dm;—jcx =d—cx'™t
Kurvendiskussion nach dem 11-Punkte-Programm:

[1] Definitionsbereich D =]0; co], die Definitionsliicke x = 0 ist hebbar.
[2] keine Symmetrieeigenschaften
[3] Ableitungen:
flx)y=clt—1a"t <0
f(@) = —ct(t — Va1 = 2 > 0
[4] Verhalten im Unendlichen: ml;rgo f(z) = —o0
[5] Polstellen: keine
[6] Nullstellen von f: d —ca'™t =0 2= "7/

[7] f" hat keine Nullstelle, f'(x) < 0, f ist streng monoton fallend.
[8] f” hat keine Nullstelle, f/(z) > 0, f ist streng konvex.

9] f hat in x = 0 ein globales Maximum.

[

10] f hat keine Wendestelle. Die Graphen von f, f’, f” sind exemplarisch fir ¢ = 4,
d=8und t = % skizziert:

48.

1000

x

Gesamtkosten f(z) =c-z+d- (z+2y) =cx +d- (z+ 229) = (¢ + d)x + 2004

Fliache xy = 1000 nach y aufgelost: y =
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Ziel: Minimiere f(z) fir x > 0!
—  Notwendig f'(x) = 0, wobei f/(z) = (c + d) — 22004

xr2

— (e+d)— 2 =& 22 = —ngi%d Sr=x)= Qgg(zld

—  Hinreichend f”(z0) > 0 mit f”(z) = 29%9. Das ist sicher der Fall.
—  Randwertvergleich: lir% f(z) = lim f(x) =0 und sicher f(xq) > 0.
Tr— T— 00

— In x = x¢ liegt ein globales Minimum vor.

. .. .. 2000(c+d
—  Die Kosten werden minimal fiir 2o = /22994 ynd yo = 1000 — 1 2000(c+d)
c+d X0 2 d

—  Sie betragen f(zg) = (¢ +d),/220% + \jongéd = 2,/2000d(c + d).
c+d
49. Es ist f(z) = 2 + bz'~! 4+ ¢. Kurvendiskussion von f nach dem 11-Punkte-
Programm.
[1] Okonomischer Definitionsbereich ]0; oo

[2] Die Funktion weist keine Symmetrien auf.

[3] f ist differenzierbar fiir z > 0. Die Ableitungen lauten:
f’(gj) = _;Lz + b(t _ 1)$t—2 _ b(t—1)z'—a

x2

f”(m) = i—‘sf + b(t — 1)(t — Q)xt—i’) _ 2a-b(t=1)(2-t)z’

3

[4] Verhalten im Unendlichen/am Rand: lin%) = +o0o = lim f(z), eine (polynomia-
T—r Tr—r 00

le) Asymptote hat f nicht, allenfalls konnte die Potenzfunktion g(x) = bz'~! als
Asymptote ,herhalten®.

[5] Polstellen: Da f keine gebrochen-rationale Funktion ist, kann man in = 0 auch
nicht von einer Polstelle im strengen Sinne sprechen.

[6] Nullstellen von f: Da alle drei Summanden von f strikt positiv sind, hat f keine
Nullstellen.

[7] Nullstellen von f’ und Monotonieverhalten von f: Aus der Darstellung von f’ folgt

sofort: f” hat in 1 = ¢/ (t%)b eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von — nach +.

Also ist f in |0; 21] streng monoton fallend und in [x;; oo[ streng monoton wachsend.

[8] Nullstellen von f” und Kriitmmungsverhalten von f: Aus der Darstellung von f”
folgt sofort:

[a] Fir ¢ > 2 hat f” keine Nullstelle und es ist f”(x) > 0 fur alle z > 0. Also ist
f in D konvex.

[b] Fir 1<t <2hat [ in 2y = ¢/ 57— eine Nullstelle und einen Vorzei-

chenwechsel von + nach —. Also ist f auf |0; 22| streng konvex und auf [x9; 00|

streng konkav.

[9] Extrema von f: Aufgrund des Monotonieverhaltens von f hat f in 2y = ((t_;‘l)b)%

ein globales Minimum, dieses stellt also das Betriebsoptimum dar. Die minimalen
t 1
durchschnittlichen Kosten betragen f(z1) = £ +bz{™'+¢ = %WLC I v O

Vs
C.
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[10] Wendestellen von f: Fiir t > 2 hat f keine Wendestelle. Fiir 1 < ¢ < 2 hat f in
x9 eine Wendestelle mit Wechsel von Links- nach Rechtskrimmung.

[11] Graph (exemplarisch fiir a =b=c =1 und t = 2)

f
7

(X1|f 1 )

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Zusatzlich (grau) in den Graph eingetragen, ist die Lage des Extrempunktes mit
variierendem Scharparameter t. Sie erkennen eine Kurve, die aber keine Funktion
darstellt (warum?).

Im Rahmen der Marginalanalyse muss das Betriebsoptimum diskutiert werden. Bei-
spielhaft sei hier die Frage besprochen, wie hoch die minimalen durchschnittlichen
Kosten in Abhédngigkeit vom Parameter ¢ > 1 hochstens werden kénnen ( d.h. wo
auf der grau markierten Kurve im obigen Graphen der hochste Ordinatenwert erreicht
wird). Diese Frage ist insofern von Bedeutung, weil der Parameter ¢ in der Model-
lierung oft nur durch statistische oder Plausibilitatsiiberlegungen festgelegt wird und
somit auch fehlerhaft gewéhlt sein kann.

141
Man bestimmt das Maximum der minimalen Durchschnittskosten h(t) = w +c=
GG—1)b

L + ¢ durch Berechnung der Ableitung h/(t), wobei uns alle Ableitungsope-

o=t In(Z)
ratoren noch einmal begegnen.

" “ 1/t " l/t b(t—l)
B CEHE <—b(t—1)) —a(l+ ﬁ> (—b(t—1)> (tinH( ) t(t1—1)>

2/t
€=\

a b(t—
o — all+ 2p) (F (D) - iy)

a

B (t) =

a h’l( b(t—l))

t(t—1) a

1/t
(25)

Diese Ableitung ist genau dann Null, wenn In(b(t — 1)/a) = 0, also wenn ¢ =
Es gibt also genau einen kritischen Punkt. Zudem hat die Ableitung von h an dieser

Stelle einen Vorzeichenwechsel von + nach —, also liegt ein globales Maximum von h
int= "‘T+b vor. Im obigen Graphen ist dieses Szenario fiir a =b =1 und t = “T+b =2

dargestellt.

a+b
-
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1
Die Minimalstelle von f ist in diesem Fall z; = (W) “ =1 und die Minimal-
2

kosten betragen f(1) = a + b+ c. Im ,worst-case“-Szenario haben also alle Kostenko-
effizienten a, b, ¢ den gleichen Beitrag an den minimalen Durchschnittskosten.

Kapitel 9
1.
a) 12 Zu bestimmen ist f15(2x + 3)dz:
0 F(x) = 2%+ 3x ist Stammfunktion zu
\ f(z) =2z + 3, denn F'(z) = f(z).
. Auf [1;5] ist f(z) > 0. Nach dem
4 Hauptsatz ist die gesuchte Fliache da-
! her gleich F(5) — F(1) =52 +3-5 —
: (12+3-1) = 36.
b) Zu bestimmen ist f24(4a:2 — 4x)dz:
0| F(z) = 2% —22z? ist Stammfunktion zu f(z) = 422 —
© 4z, denn F'(x) = f(x).
" Auf [2;4] ist f(x) > 0. Nach dem Hauptsatz ist die
. gesuchte Fliche daher gleich F(4) — F(2) = (3 - 4% —
4 _ 152
1. 2.42) — (4 .23 _2.92) — 182
c) Zu bestimmen ist f04(3 — |z — 2|)dx:
of Firz < 2ist f(z) = 3—|z—2| = 14+z. Stammfunktion
4 zu f ist dann Fy(z) = 22 + 2.

Fir x > 2ist f(z) =3 — |z — 2| = 5 — 2. Stammfunk-
tion zu f ist dann Fy(z) = —1x? + bz. Auf [0;4] ist
f(x) > 0. Die gesuchte Fliache ist Summe der Teilfl4-
1 chen f02 f(x)dx + f24 f(z)dx und nach dem Hauptsatz
T daher gleich (Fy(2) — F1(0)) + (Fa(4) — F2(2)) = ((5 -
: 2242)—(3:0240))+((—1-42+45-4)—(—5-2245-2)) = 8.

2. Die umschlossene Flache liegt jeweils zwischen Graph und Abszisse, wobei die Null-
stellen von f den Bereich begrenzen. Es miissen also zunéchst alle Nullstellen von f
berechnet werden. Bei mehr als zwei Nullstellen gibt es entsprechend mehrere Teil-
flichen. Das betreffende Integral ist bei negativem Vorzeichen von f entsprechend zu
negieren, um die Teilfliche zu erhalten.

a) f(z) =2 — 2?2 =2(1 —2) =0 ergibt z; =0, 2o = 1.
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Es ist f(z) > 0 fiir x € [0;1]. Also ist die gesuchte Fliche gleich fol(x — 22)dx.
Stammfunktion zu f ist F(z) = 32? — $a®. Die gesuchte Fliche ist also F(1) —
F0)=F(1)=35—-%=4¢.

b) —  Zunichst miissen die Nullstellen von f berechnet werden. Mit dem Taschen-
rechner sollte man eine der Nullstellen z = % und x = % erhalten.

—  Newton-Verfahren: Iteriere x,c, = © — ]{ ((xm)) =z — 3:3;391521;; 9%%32_‘1‘ mit ge-
eignetem Startwert: 0 — ﬁ ~ 0,205 — 0,24807 — 0,249996 — 0,25 (mit
Taschenrechner). Vermutung also z = %1 ist Nullstelle. Polynomdivision er-
gibt:

1 _19 99 | _s1
4 16 64
% 0 i —% % Also
1 -5 30
f@)= @ = He? - o+ 5 = @ - D - $?

—  f ist Polynom 3. Grades, die gesuchte Fliche liegt zwischen den beiden Null-
stellen.

—  Eine Stammfunktion von f ist F(z) = ta* — 2% + 327 — S1a

—  Die gesuchte Flache ist also

9/4
St — B2 4 By — Sy
_[1.4 193 99 2 _ 81 719/4
= [4x T T 37 6493]1/4
:6561_13851+8019_@_<1 _ 19 4 99 8l
1024 768 51z — 555 — (7022 — 708 T 312 — 256
:%__1729_'_%_&
32 32
_ 1
~ 9
_ 4
—3

¢) f(z) =axr+2?> — 2% = x(a + 2 — 2?) = 0 ergibt drei Nullstellen z; < x5 < z3 mit

1—v4a+1 14+v4a+1
2 2 :

Tl = 31'2:07333:

Auf [z1;0] ist f(z) < 0, auf [0;z3] ist f(z) > 0. Die gesuchte Fliche ist also

0 T
= [, f@)dx + [7 f(x)da.
Eine Stammfunktion von f ist F(x S22 + % 3 — Zx4 Die gesuchte Flache ist

— (F(0) = F(z1) = F(z3) + F(z1),

) =
also nach dem Hauptsatz gleich F(z3) — F'(0)
also gleich
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14++v4a+1

da+1)% + (1 — Vda +1)?)

1+Via+1)3 4+ (1 - Via+1)3)

(14 VAT I — (1 - VAa T 1))

=2(8a+4) + 5 (6(4a+1) +2) — L(2(da+1)? + 12(4a + 1) + 2)

=1+ ia+ 5

Erlauterung des vierten Umformungsschrittes: Es ist jeweils nach der binomischen
Formel

1+ +Vida+1)2=14+2V4a+ 1+ (4a+1)
1+vVia+1)P =14+3VIa+1+3(a+1)£vVIa+1
(1+Vda+ 1) =1+4Vda+1+6(4a+1)+4V/4a+ 1+ (4a+1)?

Dann heben sich in den drei Hauptklammern jeweils die Ausdriicke mit v/4a + 1
und v/4a + T’ weg, so dass der ,,wurzelfreie“ Ausdruck stehen bleibt.

3. Die angegebene Funktion F' hat nach der Quotientenregel die Ableitung

2(z—1)(z?+1)—(z—1)?(2z
F’(l‘) _ ( )( (;3_1)(2 )" (2x)
2(z—1)(z*+1—(z—1)z)

(z2+1)2
2(x—1)(z+1)
(z241)2

2(x%—1)
(z2+1)2

f(x)

F' ist also Stammfunktion zu f. Nullstellen von f sind Nullstellen der Zahlerfunktion,
also Losungen von 22 — 1 = 0, also 71 = —1, 29 = +1. Auf [-1;1] ist f(z) < 0, also
ist die gesuchte Flache gleich

1 1-1)2 —1)-1)?
B f—l f(a:)dx = _<F(1) - F(_l)) = _(((12+1))2 - ((((—1))2+1))2) =2
4.
a) Ansatz F(r) = ax? — bz? ergibt F'(z) = 4az® — 2bx. Damit dies mit f {iberein-

stimmt, muss gelten da =2 < a =1 und 26 =7 < b= I.d.h. F(z) = 2! — 122

+ oole

A~ Bl
—~

~—~

s

D
=~

2
b) Ansatz F(z) = a(3z)*, F'(z) = 2a(3z)"/* -3 = 132(3z)Y/*. Damit dies mit f
iibereinstimmt, muss gelten 5% =1 = a = & also F(z) = - (3z)%/4.
c) Ansatz F(z) = ae™ ", F'(x) = —ae™". Damit dies mit f iibereinstimmt, muss gelten

a=—1.Also F(z) = —e"

5. Hier und in den folgenden Aufgaben, in denen Schnittflachen zwischen Graphen
berechnet werden, miissen Sie sich folgenden Sachverhalt zunutze machen.

Wenn f und ¢ stetige Funktionen auf [a;b] sind, so ist die Fldche, die von
den Graphen zwischen f und g iiber [a;b] begrenzt wird, gleich dem Integral

[21f(x) - g(x)|da.
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Im rechts stehenden Bild sind daher z.B. die
beiden dargestellten Flachen inhaltsgleich. eczoo
Denn die untere Fliche hat als Begren- |
zungskurve die Funktion f — g, wobei f, / \
. . 0 X
g die obere Fliache begrenzen. 47 s 0 05 1

Machen Sie sich den Sachverhalt an folgendem Spezialfall klar: Wenn f(x) > g(x) > 0,
so kann man den Flacheninhalt zwischen den Graphen berechnen, indem man erst die

Flache f: f(x)dx zwischen Graph von f und Abszisse bestimmt und von dieser dann
die (Teil-)Flache zwischen Graph von g und Abszisse, also f; g(x)dx subtrahiert. Man
bestimmt also f; f(x)dx — f; g(z)dx = f:(f(m) —g(x))dx = f; |f(x) — g(z)|dz.

Fiir zwei benachbarte Schnittpunkte xy < x; der beiden Graphen von f und g hat die
von f und g umschlossene Fliache dann den Inhalt f;f |f(x) — g(x)|dz. In konkreten

Anwendungen ist der Absolutbetrag aufzulésen: Falls auf dem betreffenden Intervall
[x1; x2] stets f(x) > g(x) gilt, so ist der Flacheninhalt f;lz(f(x) —g(x))dx. Diese Uber-

legungen gelten iibrigens auch fiir die uneigentlichen Integrale der Ubungsaufgaben im
iibernachsten Abschnitt.

a) Schnittpunkte von f und ¢ erhélt man durch Gleichsetzen der Funktionsterme und
Auflésen nach z: f(z) = g(z) & 22 = 2? & 2%(1—22) = 0. Losungen sind 21 = —1,
o =0 und x3 = 1.

Auf [—1;1] ist aber f(z) > g(x), also ist die gesuchte Flache gleich f_ll(f(m) -

g(z))dx = fil(xz — 2*)dx (d.h. man darf iiber die mittlere Nullstelle hinweg inte-
grieren, weil f(z) — g(x) in © = 0 keinen Vorzeichenwechsel hat.

Eine Stammfunktion zum Integranden ist die ungerade Funktion F(z) = 323 —
also ist die gesuchte Fliche gleich F(1) — F(—1) =2F(1) =2- (35 — 1)) = +}.

b) Wieder sind die Schnittpunkte von f und g durch Gleichsetzen der Funktionsterme
zu bestimmen: f(z) = g(z) & 2> —2 = 1—2% & 23+ 22 — 2 — 1 = 0. Die Nullstelle
x = 1 réit man, Polynomdivision ergibt 23+ 2% —2—1 = (x —1)(2?+22+1) = (z —
1)(z +1)2. Nullstellen sind also &1 und zwischen diesen Nullstellen hat f(z) — g(x)
einheitliches Vorzeichenverhalten.

Speziell gilt f(0) =0 < 1 = g(O) also gilt f(x) < g(x) fir alle x € [—1;1]. Die
gesuchte Flache ist also gleich f — f(x))dx = f (—2® —2? + 2z + 1)dx.

Eine Stammfunktion zum Integranden ist F(x) = —%x‘l — gw + 5:6 + x. Die

gesuchte Fliche ist nach dem Hauptsatz F(1) — F(—1) = 3.

6. Es geniigt, den Wert a > 0 zu betrachten, da sich im Falle a < 0 dasselbe Ergebnis
wie fiir —a > 0 ergibt.

f und g haben Schnittpunkte fiir x = 0 und z = £1 und es gilt f(z) > g(z) > 0 fiir
x > 0 sowie f(x) < g(z) <0 fir x <0. Die Flache ist daher

ffl(g(x) — f(z))dx + fol(f(m) — g(z))dx = fol(ax?’ — ax)dr + fol(a:c — az3)dx
Fi(0) — Fy(—=1) + (F»(1) — F5(0)) mit den Stammfunktionen Fj(z) = 2z
Fy(z) = %xQ — %x“. Die Fliche ist daher —Fy(—1) + Fy(1) = —(§ —§) +(
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Der Flacheninhalt ist also 1 fiir a = 2. Entsprechend ergibt sich auch fiir a = —2 der
Flacheninhalt 2.

7. Die Linearform von f ist f(z) = a(z — 3)(x — m), ausmultipliziert f(z) = a(2?® —
(3+m)x + 3m)

Mit dieser Linearform gilt: fom flx)dz = fom a(z? — (3 +m)z + 3m)dx

(@ = B+ m)ax + 3m)da

a-[32% — 13+ m)z? + 3mx};n
a-(zm® — 13+ m)m? + 3m?)
a-m?-(—im+2)

Die beiden Flachen stimmen genau dann iiberein, wenn das zuvor berechnete Integral
Null ist, d.h. a - m? - (—%m + %) =0 m=0Vm=29. Da aber m > 3 gefordert ist,
so gilt m = 9.

Il
S

8. Eine nach unten gedffnete achsensymmetrische Parabel hat die Form f(x) = —ax?+c
mit @ > 0, ¢ € R. Liegt P(1|1) auf der Parabel, so gilt 1 = —a+ ¢ < ¢ =1+ a. Die
Parabel hat also die Form f(z) = —ax? + 1+ a mit a > 0.

Die Nullstellen von f sind xy = —4/ % und o = 1/1fTa.

Die von Graph und Abszisse umschlossene Fléiche hat dann den Inhalt

/1ta 3
f;f flx)dz = 2f0 %(—GZEQ +1+a)dr = 2(—% aT“ + (a+1) ‘ZTH) = %(a -

1)4/ GTH Die minimale Flache ergibt sich durch eine Extremwertdiskussion der Funk-

tion g(z) = %(m+1)@/“7+1 = %\/@ fir x > 0.

2 3
Es ist ¢'(z) = \/(m+1)3 3(z+1) j;(Hx) = 2,/Z£(22 — 1). Die Funktion g ist mono-

ton fallend fir = § und monoton wachsend fir x > % Sie nimmt also ihr Minimum

fir z = % an.

Der Flicheninhalt wird also fiir = 4 minimal. Er betriigt g(3) = 2v/3.

9 Mit der Funktion f(z) = 322 ist die Rechtecks-Obersumme - f (1) 4+ =f (mn) =
L(f(z1)+- -+ f(zy) iiber die Intervalle [1+1; 1+ 2] [1+4 2; 1—|— 31 [1+— 2] zu

berechnen Dabei sind fiir den Einschluss der gesuchten Flache durch eine Obersumme

jeweils die Stellen x; grofiten Funktionswertes zu verwenden. Weil f monoton wachsend

auf [1;2] ist, handelt es sich hier um die rechten Intervallgrenzen z; = 1 + %,xg =

1+ 2 ooy, =14 2 = 2. Die gesuchte Obersumme ist also

(T4 32+ + (14 2)?)

(n+1)* +(n+3) +-~-(n+n)2

7 ((12 +(2n))? = (1% 4 -+ - +n?)
( (2n)( 2n+1)(2(2n)+1) (n+1)(2n+1))
6

g |°° Eleo =

W
-

W~
033

= ((4n—|—2)(4n—|—1) (n+1)(2n+1))

= (16n +12n 42— (2n2 4+ 3n +1)))

14n% 4+ 9n+1
8n?

Der Grenzwert dieses in n gebrochen-rationalen Ausdrucks ist Quotient der Leitkoef-

fizienten 14 und 8 (Zahlergrad gleich Nennergrad), also ist die gesuchte Fléiche %.



102  Lésungen zu den Ubungsaufgaben

10. Das Integral wird mit Untersummen approximiert. Bei Aufteilung von [0;2] in n
gleich grofle Teilintervalle der Breite % erhalten Sie

Z(FO)+ fO+2) + F0+ 2) + -+ f(0+ 22l

= 2(0%+ ()P + ()% oo+ (B

= Z(03+224+43+ -+ (2(n—1))3)

= 207+ 13+ 28 4 (n— 1)3) = 16 (oD g P

n

Der Grenzwert dieser Folge fiir n — oo ist 4. Berechnet man die Flache tiber den
Hauptsatz, so ergibt sich derselbe Wert fo e = [12Y)222 = 4.

11.

a) Eine Skizze des Graphen zeigt, dass die Fliche ein um 90 Grad gedrehtes Trapez

ist, dessen Flacheninhalt w(l —0) = 2 ist.

b) Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich: fol f(x)dx =

[72° +2)32 = ¢

c¢) Die Rechteckssumme ist

FO)+F(E)+-+ F(22)

n
G0+ +G 2+ +(G- 24D+ +(5- 22 +1)
n n
_ 50+ )+
n
- %0+1+'~:—(n—1) tn
N n
n—1)n
BT R (R R U
n n n

Grenzwert dieser gebrochen-rationalen Folge fiir n — oo ist %

12. 55 (f(a) + 41(5) 4 SB) = Ptla+4(24) + )

= $(a+0b) +b°)
a® + 3(a® + 3ab + 3ab? + b%) + b?)
b=a (343 4+ 2a%b + 2ab® + 20%)
b—a)(a® —|—0L2b~|—ab2 +b3)

Il
oS
| c:‘
@
+

I
-t
/\/—\/—\

Im letzten Schritt wurde ausmultipliziert und zusammengefasst, wobei nur noch die
vierten Potenzen von b und a iibrig bleiben.

13.

a) [)(a® — 222 + 5)de = [ abde — 2 [) a2dx + [, 5dr = [La*]7=8 — 2[1a®)2=0 +
[52]2=8 = 324 — 2- 72 + 30 = 210

3v/2

3v2 3vV2 3v2

b) [” ?\,[f( z+ 1)(2z — 3)dx = f_3\/§(2x2 — 2 — 3)dx = 2f Vo atde — [° fxdac _
3 r= Tr= r=
3 = 23a8)T VR [Ly2]m VR 3]V 790/540-18v2 = 54v/2
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o) ff eln(x) +22)de = e [[ In(z)dz + 2 [[ wde = elzIn(z) — z]2=§ + 2[F2?]22§ =
e+e?—1
d) fleHd fl (141 dx—flld —i—fleglcdx—[ “(+[In@))i=f=e—1+1=c¢
e) Bei dieser und den nachsten beiden Teilaufgaben kann man die Stammfunktionen
nicht unmittelbar aus der Tabelle ablesen, weil die Variable = jeweils durch eine
lineare Funktion in x ersetzt ist. Dann muss man den Faktor der Stammfunktion
geeignet anpassen. Durch testweises Ableiten von %(4x + 1)%kann man in dieser
Teilaufgabe herausbekommen, dass im Faktor der Stammfunktion noch die Zahl }L
st2ecken muss:
fo Vixr 4+ ldx = fo dr +
3
AT
f) ffa 2ea +ea)dr =2 fjae%dac—i— 5 ffa e"adr = %[aex )=, + [—ae” a]i_‘ia :
1 -1 1 -1 —¢) = a?¢ 21
(&

—3a (ae — ae) - 5a (ae
g) Fiihren Sie zunéchst eine Polynomdivision und anschliefend eine Partialbruchzer-
legung fiir den Integranden aus:

l\.‘)l»—t

wln S

ERy 3
= (- 3@z +1)2555 = - 5(a+1)2| _, —

- ae) =—a (ae_l - ae) = —a2(%

2
%)2 = % =1+ m =1+_=+ W Jetzt konnen die Stamm-

funktionen summandenweisemit Hilfe der Tabelle angegeben werden:

S P = [ (1 o+ ) e = [ e 44 ghyde + 4 f @ - 1) =

z4+4n(z —1) - -2

14.

a) [(5b+x)e“dx = fg’(a:)h(ac)da; mit h( )= 5+x h'(z) =1 und g’( ) =¢€", g(x) =
Damit [(5+ z)e®dz = g() — [g(x)l (z)dz = (5+z)e” — [1-e"dx = (5 +
x)et —e* =e” (x+4)

b) [sin®(z)dz = [ ¢ (z)h(z)dz mit ¢'(z) = sin(z),g(z) = —cos(z) und h(z) =
sin(x), b/ (x )— cos(z)

Damit f sin?(z)dz = g(x f gz

= —sin(x cos(:z:) J (= cos(x cos( )d = — sm(:z:) cos(z)+ [ cos?(z)dx = — sin(z) cos(z)+
f(l — sin?(z))dx.

Hier wurde das Additionstheorem sin?(z) + cos?(z) = 1 verwendet. Der zuletzt
erhaltene Term vereinfacht sich dann noch zu —sin(m) cos(z) + z — [ sin®(z)dz

und das Phonix-Prinzip wird deutlich: Es gilt [ sin?(z)dz = z — sm(x)cos( )

f sin?(z)dz. Durch Auflésen nach dem gesuchten Integral erhalt man f sin?(z)dz =
T— sm(m) cos(x)

¢) [zcos(z)dx = [ ¢ (z)h(z)dz mit ¢'(x) = cos(x),g(z) = sin(z) und h(z) = =,
B (x)=1.

Damit [z cos(z)dz = g(z)h(z) — [ g(z) = wsin(z) — [1-sin(z)dz =
xsin(x) + cos(x)

d) Zunéchst das unbestimmte Integral mit Tabellenmethode:

D I
+ ‘ sin(x) e "
- ‘ cos(r) —e 7
+ ‘ sin(x) e "
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Daher ist
[ sin(z)e*dx = sin(z)(—e™*) — cos(x)e* + [(—sin(z)e “dx
= 2 [sin(z)e *dz = —(sin(z) + cos(z))e *
= fsin(x)e‘xdx = ——Sin(x);ws(m) e "
Mit dieser Stammfunktion gilt nun
/ sin(x)e”*dx = _sin(@) —|2—cos(x) e

—TT —T

_sin(m) + cos(m) e _ (—

Der Ausdruck % wird auch als Sinus hyperbolicus bezeichnet und in Formeln
als sinh(z) geschrieben. Das Ergebnis ist hier danach also — sinh(m).

e) [In(z)?dx = fg (x)h(x)dr mit ¢'(z) = In(x),g9(z) = xIn(z) — x und h(z) =
In(z), 0’ (x )— v
Damit [In(z)?dz = g(z — [g(x)l/ (z)dz = (zIn(z) — f(xln(x
x)%da::(xln(x) x)ln( ) f(ln( )—1)dx—(xln( )—x)l ( ) (x In(z)—2x) =

rln’?z —2zlnx + 2z

f) Manchmal versteckt sich der Faktor ¢’(z) = 1 im Integranden, so wie in dieser
Aufgabe:
[In(:%)dz = [ ¢/(x)h(z)dz mit ¢'(z) = 1,9(z) = z und h(z) = In(7%), W/ (2) =
log (-z)tz _ 1

T (1-z)2 = z(l—=x)

Damit [In(%)dz = g(x)h(z)— [ g(x)h' (z)dz = 2 In(:Z)— [ A de = rIn(7% )+
In(l —z) = xln( )+ (1 —2)In(1 —x)

15.

a) [(22? +1)105xdx =2 [(22%41)04zdx = %fh )¢ (x)dz mit h(z) = 1% H(z) =

[ h(z)dz = o't und g(z) = 222 + 1, ¢/ ()
L

Damit [ (222 + 1)'%5zdz = 5H( (x)) = %11(21' +1) 2 (222 + 1)1
b) fxe*ﬁdm = ——fe*I (—2 = —%fh x)dx mit h(z) = e*, H(x) =
[ h(z)dz = e* undg():—x,g() 2x.

Damit [z~ dz = —LH(g(z)) = —Le™*

c¢) Schreibe z%* = 2*™(®); der Funktionsterm im Exponenten hat die Ableitung

2In(z) +2 =2(1 + In(x )) Also

[(1+In(z))z*dx = [(1+In(z))e?* @ dy = L [(24+21n(z))e2* 0@ dy = L fh(g(:c))g’(x)dx
mit g(z) = 2z1n(z), ¢ (z) = 2+ 2In(z) und h(z) = e”, H(z) = [e"dz = ¢*

Damit [(1+ In(z))z**dz = LH(g(z)) = 2o (@) = 12
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d) [sin(z)cos(z) = [(h(g(z))g'(z))dz mit h(t) =t, g(x) = sin(z), ¢'(z) = cos(z)

m%

= () mit H(t) = 312 = [ h(t)dt
3 sin*(z)
f x4l f 2242 g,
Vit ® 2%?@?@
=5 [ h(g(x))g' (z)dx Hmﬁﬂ)=2§,()—ﬂﬁ+2x+&g%w:2x+2
=1 H(z? +2a:+4) mit H (¢ = [ h(t)dt
=1.2.Va?+20+4

=V +2x+4

16. Die Flache eines ein Meter breiten Logos ergibt sich durch die von den Graphen von
f und g im Intervall [0; 1] begrenzten Flachen. Aus Symmetriegriinden geniigt es, sich
dabei auf die Fldche iiber [0; 5] zu beschrinken und diese anschliefflend zu verdoppeln.

Zunachst sind die Schnittpunkte der Graphen zu bestimmen:

f(2) = g(x) < 3(20 — 1) /oI —2)) = 0

Es ergeben sich lediglich x =0, z =1 und x = % als Schnittstellen. In [0; %] liegt also
ein einheitliches Vorzeichenverhalten vor. Durch Probieren erhélt man

=51y <3t byF=ath

Der gesuchte Flacheninhalt des halben Logos ist also

ff(g(x) f(x))dz = fo 3(1 = 22)/2(1 — w)da
= 3f0 (1 —22)Vz — 22dx
= 3f0 (1—22)(z —22)2dx
=3 [ h(g(x))g'(z

mit h(z) = 22, H(x = [ h(z)dz = %xz und g(z) = 2 — 22, ¢'(z) = 1 —2z. Also ergibt
sich mit der Substltutlonsregel

)dx

2 (9(x) - f(2))dx = 3[H(g(x))]"=2 )
=3[3 (@ — )55
=3. %(x—x2)5|x L — 3 §($_$2)2‘x—0

Der gesamte Flacheninhalt des ein Meter breiten Logos ist dann % und des vier Meter
breiten Logos das 16-fache dieses Flédcheninhaltes (Breite und Hohe vervierfachen sich
jeweils), betragt also 8 (Quadratmeter). Das Logo wiegt also 8-445 = 3560 Kilogramm.

17. Das Glas ist symmetrisch zur Ordinate, daher geniigt es den halben Flacheninhalt
zu bestimmen und alle auftretenden Funktionen nur im Intervall [0; ] zu untersuchen.
Der obere Teil des (halben) Glases ist die Flache zwischen den Graphen der Funktion
flo)=e3™ 7 + 2 und g(z) = f(2) = €*+ 1, wobei f(z) < g(z) auf [0; 2] (denn f ist

streng monoton wachsend, nimmt den grofiten Wert am rechten Intervallrand x = %
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an, der fiir die konstante Funktion g(x) verwendet wird. Also betragt die obere (halbe)

JEg@) = f@)dr = [2(+1—(edo=t 4+ L))da
_ fo% (€2 — eg%%)d{)
— 2 2, 8z—41772
FléChe : [52.: _2§§§w—£|]w_0 62£U 26290—%
5 2 ’ 2 1 ng ’ w0
= g¢ —(=3¢77)
~ Se? 4 Zemd

Die gesamte Fliache des oberen Teils der Figur ist 362 + %e‘i ~ 13.3535.

Fiir die untere (halbe) FuB-Fliache ist die Tangente an den Graph von f im Punkt
(0/£(0)) zu berechnen, d.h. h(z) = f(0) + f'(0)z. Es ist

fO) = eity
flle) = Zex™ 1, f(0)=3e 1

also h(z) = %e*ix +ei + 5. Die Nullstelle von h legt die linke (!) Grenze der Basis
des Fufldreiecks fest, also

_1 1
h(z) =0« %e_ixjte_i + % =0 o= —::f;
2
_1 1
Die rechte Grenze der Basis ist dann 83 412 . Das Dreieck hat dann den Flacheninhalt
se 4

Gesamtinhalt der Figur: ~ 14, 7534 cm?

18.

a) f(z) = m hat als eine Stammfunktion F(r) = ———. Bei endlicher Intervall-

R
grenze b > 0 ist daher das gesuchte Integral
b
Jo cirdr = F(b) = F(0) = (-5 — (—0g)) =1 — 51
Das gesuchte Integral ist daher
) . b .
fo mdm = limp_ oo fo ﬁdm = limp_, o (1 — ﬁll) =1

b) f(z) = lnm(—f) hat als eine Stammfunktion F'(z) = —%. Bei endlicher Intervall-
grenze b > 0 ist daher das gesuchte Integral

fb In@) . _ F(b) — F(1) = (_1n(bb)+1 B (_1n(11)+1)) —1_ <1n(bb)+1)

1 x2

Das gesuchte Integral ist daher

floo —lnm(f)dx = limp_, oo flb lnm(f) dr = limy_, o (1 — (—ln(bb)H)) =1

In(b) 1/b

Der Grenzwert ergibt sich mit der Regel von L’Hospital: limy_, o —— = limp_ 0o /6

b 1

0
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¢) Stammfunktion (s.o0.) ist sin(z)e”*dz = —w -e~". Damit folgt:
fooo sin(z)e *dx = tlim fot sin(z)e *dx
—00
—  lim [_ sin(z)+-cos(z) e—w}t
t—o0 . 2 0 .
_ tliglo (_ sm(t)—;cos(t) et (_ sm(O)—;cos(O) . 6_0>>
1 1
= 0-(=3)=3

19.
a) f(z) = \/LE — 272 hat als eine Stammfunktion F(z) = 222 = 2,/z. Bei endlicher
Intervallgrenze a > 0 ist daher das gesuchte Integral
[} Ld = F(1) - Fla) = (21 - 2a) = 2(1 - Va)

Das gesuchte Integral ist daher

fol L dz = lim,_, f dz = lim,_(2(1 — \/_)) =2
b) f(z) = xzIn(1)hat als eine Stammfunktlon F(z) = 32%In< + 1z?(partielle Inte-
gration). Bei endhcher Intervallgrenze a > 0 ist daher das gesuchte Integral

falxln(%)dx =F(1)— F(a) = %12 ln% + ilz — (%QQ ln% + %laQ)

_1_ 1,212
= 4a—i—2alna

1
Das gesuchte Integral ist daher
fl zln(1)dr =lim, o fl zIn(1)dr =lim,o(§ — $a® + 2a’Ina)

Hier ergibt sich der Grenzwert lim, .q(a?Ina) = lim, g 11“/(“3 =lim,_,0 % =0

mit der Regel von L’Hospital.
c) Vereinfachen Sie zunéchst den Funktionsterm f(z) = In(:%;) = In(z) — In(1 — )

. Aus der Stammfunktionstabelle liest man f In(z)der = x (Inx — 1) ab. Hieraus
folgt (Substitutionsregel mit g(z) = 1 — z,¢/(z) = —1) [In(l — z)dz = —(1 —

z) (In(1 — x) — 1). Also hat f die Stammfunktion F'(z) =z (Inz — 1)+(1—z) (In(1 —z) — 1) =

(I1-—z)ln(l—2z)+xhz—1.
Die Randgrenzwerte lauten
lim, o f(z) = —o0
lim, 1 f(z) = +oo
Es ist also das gesuchte Integral durch Aufspalten zu berechnen, wobei sich als

Aufspaltungswert = = % anbietet, weil f dort die einzige Nullstelle hat. Betrachten
Sie erst das rechte Teilintegral mit Integrationsgrenze b < 1

Jim(sZ)dz = [(1—2)In(l—2)+zhe - 122

= (l—-z)ln(l—2)+zlnz— 1|$:b2
—(l—-2)ln(l—2z)+alnx — 1|m:%
(1 =0)In(1 = b) +bln(b) — 1 — (In(3) — 1)
(1-0)In(1 —b)+bIn(b) +1n(2)
Der Grenzwert ist dann (wieder mit L’Hospital)
f In(%)dx = hm f In(7%; )dzx

- m(@ - b) In(1 = b) + bIn(b) + In(2)) = In(2)
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Fiir das linke Teilintegral mit Integrationsgrenze a > 0 ergibt sich
fa% In(=)dz = [1-2)ln(l-z)+znz - 1]2;%
= l-2z)ln(l—2)4+zlnz— ch:%
- 1-2)ln(l—2z)+zhnz—1],
(In(3) = 1) = ((1 —a)In(1 — a) + aln(a) — 1)
—In(2) — (1 —a)In(1 —a) —aln(a)
Auch hier ergibt sich der Grenzwert mit L’Hospital
Jo& In(5)dz = Clll_r% [2 In(1%)da
= lir%(— In(2) — (1 —a)In(l —a) —aln(a)) = —In(2)
a—

Beide Teilintegrale sind endlich, also existiert auch fol In(7%=)dx und ist gleich der
Summe der Teilintegrale, also

[ (2 ) de = [,7 (12 )da + f1 (£ )dz = —In(2) + In(2) = 0
d) Hier ist die Integrationsgrenze x = 1 eine Definitionsliicke, also ist

1 b
f;l(xjﬂﬁdx ::hnlj;l(wgﬂidx

b—1 )
. r=b
= lim[-25 727,
. S Y S S N Y
= ;1_%( b—1 ( 1_(_1))) = 00

20. Der Flacheninhalt von B ist das uneigentliche Integral floo %dm, der Flichenin-

halt von A das uneigentliche Integral fol %dm abziiglich 1 (der Fliche des Quadra-
tes Q). A bzw. B haben also jeweils endlichen Flacheninhalt, wenn floo %dm < 00

bzw. fol #dm < oo. Beide Integrale werden nun als Grenzwerte dargestellt, wobei

eine Stammfunktion F' von f(z) = # = 27! benétigt wird. Fiir ¢ # 1 ist dies
F(z) = o't fiir t = 1 ist dies F(z) = In(z).
[1] Im Fall ¢ > 1 gilt:
oo 1 IRT b 1 T 1 —tle=b __ 1: 1 pr=ty 1.
[2] f11 ardz - Jim [y f—td:c = lim [ 752) = lim (5 - §=) = lim (
-1 (t—l)bt—‘l) =77 <X

1 . 1 . P . a .

b} Jy zrde = lim [ Zede = lim[fa! =520 = lim (S —27) = lim (G=gjzmr—
1
—1) =

[2] Im Fall t =1 gilt:

[a] floo %da: = lim flb %da: = lim [In(z)]*=% = bli)rrolo( In(b) —In(1)) = bli)rglo In(b) =

00 b— o0 b— 00
[b] £ Yde = lim [ 1dz = lim[In(@)}3=} = lim(In(1) - In(a)) = - lim In(a) =
[3] Im Fall t < 1 gilt:
o] [ e = lim [} Ldr = lim [fel a2t = lim (5 - 5o) = lim (

1 |
t—1 1—t

) =00
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1 . 1 . = ) al—t
b Ji dde =l [ e = ket = Dm (3 - ) =~ =

Also hat A nur im Fall t < 1 und B nur im Fall ¢ > 1 jeweils endlichen Flacheninhalt
1

[1—t]

21. Firn € N,n >2und x > 1 gilt z"*! > 2" & xin > ﬂ%, d.h. es ist f(z) > g(z).

Die genannte Flache hat also den Flacheninhalt

00 ) b e
f1 (f(x) —g(x))dr = limp,o fl _ Vdz
R
= limp,o ﬁ - b"—l(n—l) + n—l — %)
- 1 _ 1
n—1 n
— 1
— n(n—1)

22. Es ist das uneigentliche Integral f fooo e~ "*=¢ " dzx zu bestimmen. Der Flicheninhalt
kann auf zwei verschiedene Arten berechnet werden: mit Hilfe der Substitutionsregel
durch Zuriickfithrung auf die Gamma-Funktion oder mittels partieller Integration.

[1] Zuriickfithrung mit Substitutionsregel auf die Gammafunktion : mit g(z) = e *, ¢'(x) =
_e_m

/ e—n:r—e_'”dx — _/ (e—x)n—le—e_‘” . (_e—x)dx

lim e~ ?

b 1 -
= —/_’OO " e % dx

liminfe—2

a— — oo

0
= —/ " e dy
o&°
= / " te "dr =T'(n) = (n —1)!
0

Dabei wurde die Integrationsregel f flx)dzr = — fb x)dz (fir stetige Funktion
f) im uneigentlichen Sinne verwendet. Die Vertauschung der Integrationsgrenzen
ist mit der Interpretation des Integrals als Flache nicht gut vereinbar, sie ergibt
sich aber sofort aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

[2] Anwendung der Regel der partiellen Integration auf ¢/(z) = e™"%, g(z) = —Len®
und h(z) =e ¢ " h’( )=e e "
[% e = [lemre I, 4k [ e

_ 1 f —(n+1 T—e d.T

Also folgt G,,+1 = nG,,. Durch sukzessives Einsetzen erhélt man

Gn = (n — 1)Gn_2

= (n—1)(n—-2)Gn_3
(n—1)(n—2)---2-1-G4
Der Wert von G1ist
Gr= [T e Tdu =l =X =1

Daraus folgt G,, = (n — 1)!
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Der Darstellung im Text folgend miissten alle auftretenden uneigentlichen Integrale
der Form f > fn(z)dz als Summe von Grenzwerten eigentlicher Integrale, also z.B.

in der Form hm f fn(z)dz + hm fo fn(z)dz geschrieben und die einzelnen Inte-

grale ausgerechnet werden. Dies fuhrt hier jeweils zum genannten Ergebnis, ist aber
wesentlich aufwandiger und soll an dieser Stelle unterbleiben.

23.
a) A(z) =N(z) & 52 =5— 50 <z =" = 60.
Dazu ist der Break-Even-Preis p = A(60) = 3 = N(60).

Die Flachenanteile der Konsumentenrente und Produzentenrente ergéanzen sich je-
weils zur Fliache, die von den Graphen von A und N eingeschlossen wird. Weil
N(z) > A(z) fur alle x € [0; 2*], betrigt die Wohlfahrt daher

[T (N(@) = A@)de = [°((5 — &) — ga)de
foGO 5— 112x)dac
= [5w — 5;2*)7=5°
= (bz — ﬁﬁ)}m:e;o — (bx — ix2)|
= 150

b) A(z) = N(z) & 32+3=20— wox & i+ iir—17=0 < 22 +65x—1700 = 0.
Von den Lésungen x = 20 und x = —85 liegt nur z = z* = 20 im Okonomischen
Definitionsbereich [0; 0ol.

Dazu ist der Break-Even-Preis p = A(20) = 16. Die Wohlfahrt betragt

=0

z* 20
fo (N(z) — A(z))dx = f020((20 — ﬁ:ﬂ) — (%x + 3))dz

— fO (—ﬁmQ — 1330 + 17)d2;‘

= [—ﬁx?’ - Ex2 + 17x]2=5 20
(—ﬁx?’ - 13 x? + 17x)‘ —20
— (—5552° — E$2 + 1796)’3:—0

— 550 -
3

3 3
c) A(x):N@)(:)Z(loo) +4 = 14_%(%)2@2(ﬁ>2:10®(1$—0)
r =" =100 -85 = 400.

Dazu ist der Break-Even-Preis A(400) = 2 - (%)% +4 =10 = N(400). Die Wohl-
fahrt betréigt

. 400 2\ 3 z \3
Jo (N(x) = A@@)de = [ (14 -5 (155)°) — (3 (155) > +4))dz
400 1 3
= fo (10 - sz )dz
= [10z — Wlooxa]iiéoo

= 2400

d) A(z) = N(z) & egfc—i—% = €2 + 557 & egw—i-(% — e —5 = 0 <
(e3%)3 4 (2 - ¢2)es® — 5 = 0. Substituiert Sie jetzt y = €57, so erhalten Sie die
Gleichung y? + (% —e?)y —5 = 0. Wenn Sie diesen Term als Graph eines Polynoms



24.

a)

Kapitel 9 111

f skizzieren, so erkennen Sie eine Nullstelle in [2,5;3]. Mit einem handelsiiblichen
wissenschaftlichen Schultaschenrechner lasst sich die Nullstelle numerisch ermitteln.
Alternativ konnen Sie das Newton-Verfahren durchfithren: Mit Startwert yo = 3 er-
geben die ersten drei Schritte des Newton-Verfahrens folgende Tabelle:

Ly f(y) ') =y—fw/f')
1 ‘ 3 5.35102 21,4503 2,75054
2 ‘ 2,75054 0,544553 17,1467 2,71878
3 ‘ 2,71878 0,00829052 16,6256 2,71828
Der zuletzt gewonnene Wert deutet auf die Losung y = e, was Sie durch Einsetzen
bestéatigen:
e+ (2-ee—-5=€e+5-e>-5=0
Polynomdivision ergibt

3,05 _ .2y,
y +(E—e)y 5:y2+ey+§

y—>5
und damit zwei weitere Losungen der Gleichung y? + ey + % = 0, namlich y =~
—1,2704 und y ~ —1,4478. Von den drei gewonnen Losungen fithrt aber nur die
Lésung y = 5 zu einer Losung fiir z, nimlich €5% =y = ¢ & z = 5In(y) = 5; die
anderen negativen Werte fiir y ergeben jeweils eine unlosbare Gleichung €57 = Y

Zur gefundenen Menge x = z* = 5 ist der Break-Even-Preis A(5) = €35 + 5=
e? + % = Lﬁ ~ 9,228 5. Die Wohlfahrt ist
Jy (N(z) - A(z))de = f05<<e22+ Set7) — (57 + 2))da
= (—e5% +5e75% + €2 — 2)dx
= [-§es® — 25757 + (& — D)aliD}

— (—%e%x — 25757 + (€2 2)x)|x_0
= 262 — 25¢~ 1 % — (—%)
~ 27,579

Der Funktionssteckbrief kann auf zwei Arten gelost werden: nach dem 5-Punkte-
Programm oder mit Lagrange-Polynomen. Beide Wege sollen hier durchgerechnet
werden:

Im 5-Punkte-Programm setzen Sie N(z) = ax® + bx? + cx + d mit a,b,c,d € R an.
Es sind vier Funktionswerte vorgegeben, die zu einem linearen Gleichungssystem
mit vier Gleichungen und vier Unbekannten fiihren.

d = 500

200%a 42006 4+ 200c+d = 400

800%a + 800%b 4 800c +d = 200
1000%a 4 1000%b + 1000c +d = 0

Sie setzen die bereits vorliegende Losung d = 500 in die zweite, dritte und vierte

Gleichung ein, und 16sen diese Gleichungen nach ¢ (bzw. nach —c) auf, das ergibt:
d = 500

200%a + 200b + 3

800%a + 800b + 2

1000%a +1000b + 3 = —c

I
|
o

I
|
o
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Sie setzen die zweite mit der vierten und die dritte mit der vierten Gleichung gleich
und 16sen die vierte Gleichung nach ¢ auf:

d = 500
200%a + 200b + % = 1000%a + 1000b + %
800%a +800b+ 2 = 1000%a + 1000b + &
¢ = 1000%a+ 10006+ %
Sie vereinfachen die zweite und vierte Gleichung und l6sen sie jeweils nach b auf:
d = 500
b = —1200a
b = —1800a — 1555
c 1000%a + 1000b + 3

Sie setzen die zweie und dritte Gleichung iiber b gleich:

d = 500

b = —1200a
1800a + 1555 = 1200a

¢ = 1000%a+ 1000+ %

Sie bestimmen die Losung der dritten Gleichung in a und setzen erst fiir b, anschlie-
Bend fiir ¢ ein:

1
a ~ 960000
p o— 1200 _ 1
960000 ~ 800 ) L
c = 1000°(—555005) + 1000(g55) + 5 = 31
d 500
Die gesuchte Funktion lautet also N(x) = —mx?’ + ﬁﬁ + %x + 500

Losung der Aufgabe mit Lagrange-Polynomen: Wegen N(1000) = 0 werden nur
drei Polynome benétigt:

_ (z—200)(z—800)(z—1000) _ 1 . 2 1.3 29
pi(z) = 500 (0—(200)§(()—800)g(()—1000))_ 7607 ~ 3200002 — s & + 9500

o z—0)(x—800)(x—1000 _ 1 3 3 .2 10
pa(z) = 400(20(()—0)8%00—80())()(200—1())00) = 2m0000% — d00% T 3%

_ 2—0)(z—200)(z—1000)  _ 1 9 1 .3_ 5
ps(z) = 200 (800—0)(800—200)(800—1000) — 400% ~— 480000% — 12%

Das gesuchte Polynom lautet dann

N(z) = pi(2)+p2(2) + ps(2)

1 .3, 1 .2 17
= 560000L T g00% 222 + 500

b) Break-Even-Preis durch Gleichsetzen von Angebots- und Nachfragefunktion

A(z) = N(x)
1., 1 3 1 .2 17
< —ge0000L” T s00%” — 322 +9500=0

& 3 — 120022 + 1160000z — 480000000 = 0

Das Erraten einer Nullstelle durch Ausprobieren aller Teiler des konstanten Gliedes
480000000 = 2% - 3 - 511ist hier nicht zielfiihrend. Wenn Sie den Graphen (z.B. mit
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GeoGebra) skizzieren, so erkennen Sie eine Nullstelle in der Ndhe von x = 600.
Tatséchlich ist z = 600 eine Nullstelle des Polynoms und es gilt

3_ 2 _
z”—1200z +1;6_06000005D 480000000 __ .'L‘2 — 600z + 800 000

wobei das gewonnene quadratische Polynom keine Nullstelle mehr hat (Ohne Skizze
ergibt sich die Nullstelle z = 600 nédherungsweise mit dem Newton-Verfahren und
dem Startwert z = 0 nach vier Iterationen, auch wissenschaftliche Taschenrechner
konnen die Nullstelle bestimmen)

Der Break-Even-Preis lautet p = A(600) = 300.

c) Als Produzentenrente erhalten Sie fOGOO %xdaz = 90000
Die Wohlfahrt ist
60°<N<x> A(w)da
_ 29
= fo — 5600007 T g% — 1% +500)dz
= [~ mw000%" + 7007 — Eﬁ + 5002]5 =5
1
= — 350005000 + m6003 236007 + 500 - 600
138750
Die Konsumentenrente ist dann die Wohlfahrt abziiglich der Produzentenrente, also
138750 — 90000 = 48 750.

25. Substitution t = W(z) < x = te! und dx = (t+1)e'dt. Nach der Substitutionsregel
ist [ W(z)de = [t(t+ 1)e'dt = [(t* + 1)e'dt. Dieses Integral wird nun mit partieller
Integration (Tabellenmethode) berechnet:

Vorzeichen D I
+ 2+t et
— 2t +1 | et
+ 2 et
— 0 et

Daraus ergibt sich [(¢t* + t)e'dt = (t* —t + 1)e' + ¢ und riicksubstituiert dann
[W(z)de = (W(z)? =W (z)+1)e" @ +c = W(z)2eW @ —W (z)eW @ +eW(@) e Mit
den Formeln W (z)e"' @) = 2 und e (®) = /W (z) erhilt man schlieflich [ W (z)dz =
aW(z) —z—az/W(x)+c

26.
a) Es gilt
b
Jo f@de = lim J) fa
—  limfzn(z) — 2]
e n<x> ol
= li?Ol(bln(b) —b—(aln(a) —a))
= bln(b) — b —li 1 li
n(b) alfg(a n(a)) +lima
= bln(b) —b—1lim ™D 4 g
al0 o
L’Hospital . 1/a

= bln(b — lim =755

) —

) al0
= bln(b) — b — hin( a)

) —

= bln(b
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b)

27.

a)

Sind die beiden Flachen inhaltsgleich, so muss das Integral fo In(z)dz = 0 sein,
d.h. es muss gelten:

bln(b) —b=0<b(nb)—1)=0<=b=0Vvinb)—-1=0<b=0vinbh) =1«
=0Vb=ce

Da b > 1, also insbesondere b > 0 angenommen war, folgt also b = e ~| 2,718 |.

Mit b = 1 gilt aufgrund von Teilaufgabe b), dass fol In(z)de =1In(1) — 1 = —1.

Weiter folgt aufgrund des Hinweises dann, dass

n

lim Y L.In(f) = fol In(z)dr = —

n— oo k=1

Die Obersumme wird nun umgeformt:

o = i%-ln&):%-Zm(%)

Also gilt lim In({/n!/n") = lim s, = —1

n— o0 n— o0

n - lim In( Y/n!/n™)
Daraus folgt hrn Y/n!/n® = lim el (/nl/n™) — en—oo “1=1/e

n— o0

Zur Nachfragefunktion N(z) = 250 — 22+ 15552° — 1550505 ¢° ist der Maximalabsatz
T, diejenige maximale Stelle mit N (z,,) > 0. Uberlegen Sie sich zunéchst, dass N
monoton fallend ist, dann ist die Suche nach dem Maximalabsatz gleichbedeutend
mit der Suche nach einer Nullstelle der (stetigen) Funktion N. Die Monotonie von
N erkennt man wie folgt: die Ableitung lautet N'(z) = — 5o5052> + z55% — 3
. Diese nach unten gedffnete Parabel hat keine Nullstellen, also ein einheitliches
Vorzeichen. Wegen N’(0) = —3 < 0 gilt also N'(z) < 0 fiir alle z > 0. Daher ist N

monoton fallend.

Der 6konomische Definitionsbereich ist das Intervall [0;z,,] mit dem noch zu be-
stimmenden Maximalabsatz: Hier kann man das Newton-Verfahren anwenden und
erhélt mit dem Startwert x = 0 folgende Tabelle:

x N(x) N'(z) z — N(x)/N'(x)

10, 250, 0,5 500,

2 | 500, 125, —0,25 1000,

3 1 1000, —250, -1,5 833,333

4 1 833,333 —50,9259 —0,916667 777,778

o | TIT, 778 —4,45816 —0,759259 771,906

6 771,906 —0,0457671 —0,743705 771,845

7| 771,845 —4,98251%10°5 —0,743543 771,845

Der Wert x,,, ~ 771,845 wird abgelesen. Weil nur ganzzahlige Werte sachlogische
Sinn ergeben, wird man z,, = 771 verwenden.



b)

Kapitel 9 115

Die zweite Ableitung lautet N”(z) = =t — 525552 Eine Nullstelle der zweiten
Ableitung ist z; = 192, Die dritte Ableitung ist hier N"/(z) = —=55555 < 0. Es

liegt also eine Wendestelle von N vor, gleichzeitig ein lokales Maximum von N’.
An dieser Stelle ist also die Abnahme des Marktpreises in Abhéngigkeit von der
abgesetzten Menge maximal.

Die Erlssfunktion lautet E(z) = 2N (z), also E(z) = — 15500052 + 1o55%° — 322 +
250x. Thre Ableitung ist
_ 1.3 3 .2 _ 2®— 75024250 0002 —62 500 000
E'(#) = — 5550000 + o050~ — @ + 250 = —250000

Die einzige Nullstelle des Grenzerlses E’(x) ist © = 500 (raten oder mit Taschen-
rechner numerisch bestimmen oder mit Newton-Verfahren annéhern). Der Grenzer-
16s hat als kubische Funktion mit negativem Leitkoeffizient einen Verlauf, der links
der Nullstelle positiv und rechts davon negativ sein muss. Also ist F(x) auf [0; 500]
monoton wachsend und auf [500; z,,] monoton fallend. Damit muss in x = 500 der
maximale Erlos vorliegen.

Die Gewinnfunktion lautet

G(z) = E(r)— K(z)
= — o005 + 10052 — 52% + 250z — (F52? + 262 + 5000)

— Tooaoas 2t 4 e’ — 22 + 224x — 5000

Thre Ableitung ist G'(z) = —555552° + 1o52° — 22 + 224. Der Grenzgewinn
hat als einzige Nullstelle z = 350 (raten oder numerisch bzw. mit Taschenrechner
zu bestimmen), er ist links davon positiv und rechts davon negativ. Also liegt in
x = 350 ein globales Gewinnmaximum vor. Der zugehorige Preis ist N(350) =
%37 = 154, 625, der Gewinn ist G(350) = 1114—075 = 27768, 75. Fiir die Gewinnzone
sind die Nullstellen von G zu bestimmen, diese lauten naherungsweise x ~ 23,77
und x ~ 599,28. (wieder numerisch bzw. mit Taschenrechner zu bestimmen) In
diesem Intervall liegt einheitliches Vorzeichen von G(x) vor. Da Sie fiir die in diesem
Intervall liegende Stelle x = 350 bereits maximalen Gewinn G(350) > 0 bestimmt
haben, ist die Gewinnzone das Intervall [23,77;599, 28]. Nachfolgend eine Skizze

von Gewinnfunktion und (mit Faktor 100 multiplizierter) Nachfragefunktion:

300007 :
y i E(350 | 27768.75)

20000 |

10000 |

o| /P(378]0) Q(599.280) s, x.
;/ 100 200 300 i 400 500 0 700 800
G
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e) Ein Unterbieten des Preises ist nur dann méglich, wenn die minimalen durch-

schnittlichen Kosten (das Betriebsoptimum) diesen Preis unterschreitet. Die Durch-
schnittskostenfunktion ist

1,2
f(ar) = K@) — 36232000000 _ p(z) = L 4 26 4 200

Sie hat die Ableitung k'(z) = {5 — 229° = “”QI&OSOO, mit der eindeutigen Nullstelle

100+/5 und einem Vorzeichenwechsel von — nach +. Es liegt daher dort das Be-
triebsoptimum mit &(100v/5) = 20+/5 + 26 = 70,721 > 70. Daher kénnte DryTEX
den Konkurrenzpreis langfristig nicht unterbieten.

Die Angebotsfunktion ist A(z) = az? + bx + ¢ mit A(0) = 80, A(200) = 100 und
A(600) = 200, d.h.
c = 80
200%2a +200b+c = 100
600%a + 600b +c¢ = 200

Setzt man ¢ = 80 ein so ergibt sich

c = 80
200%2a 4+ 2006 = 20
600%2a 4+ 6006 = 120

Jetzt 16sen Sie die zweite und dritte Gleichung nach b auf:

c = 80
b = 5 —200a
b = +—600a

Und durch Gleichsetzen der zweiten und dritten Gleichung {iber b erhalten Sie
c = &0
1
: b = ? — 200a
75 —200a = £ —600a

Durch Auflsen der dritten Gleichung nach b und Einsetzen in die zweite Gleichung
bekommen Sie dann die gesuchten Koeffizienten

80

_1

4000

p — L _ 200 _ 1
10 ~ 4000 — 20

Die gesuchte Angebotsfunktion ist A(z) = 4522 + 552 + 80

Der Break-Even-Punkt wird durch Gleichsetzen von Angebot und Nachfrage ge-
wonnen

A(z) = N(z)

a? 4 b 80 = 250 — Lo 4 oa? -
1 3 3 .2 11 _

< Tooooo0%” — Fooor T 5p% — 170=0

& 2% — 75022 + 550 000z — 170 000 000 = 0

1 3
1000000

Mit einer Skizze der Graphen von A und N erkennen Sie, dass die Losung dieser
Gleichung in der Ndhe von x = 400 liegen muss. Das Newton-Verfahren mit diesem
Startwert ergibt folgende Tabelle.
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Es ist also #* ~ 413,75. Der zugehorige Preis lautet A(413,75) = 143, 48. Mit
diesem Wert lautet die Produzentenrente

Die Konsumentenrente ist

413,75 N
[T (N (x) — N(413,75))dx ~ 17556, 89

Die Wohlfahrt ist Summe aus Konsumenten- und Produzentenrente, also etwa
16084, 64 + 17556, 89 = 33641, 53

Beachten Sie, dass diese Werte nicht ganz genau mit den Kontrollergebnissen iiber-
einstimmen. Die Abweichung ist auf die Rundung auf zwei Nachkommastellen
zuriickzufithren Mit einem wissenschaftlichen Schultaschenrechner kann man bei-
spielsweise den Break-Even-Punkt auf sieben Nachkommastellen genau als z* ~
413, 7495987 annahern. Mit diesem Wert lautet die der Break-Even-Preis unter
Verwendung der Angebotsfunktion A(413,7495987) ~ 143, 4846625 und die Pro-
duzentenrente

f413,7495987

. (A(413,7495987) — A(x))dx ~ 16084, 596 35

Der Break-Even-Preis unter Verwendung der Nachfragefunktion ist

N (413,7495987) = 143, 484662 6. Die Konsumentenrente ist

f413,7495987

. (N(z) — N(413,7495987))dx = 17556, 856 33

Die Wohlfahrt ist Summe aus Konsumenten- und Produzentenrente, also etwa
16084, 596 35 + 17556, 856 33 = 33641, 45268

Skizze von Angebots- und Nachfragefunktion und Wohlfahrt mittels GeoGebra:

<~

250
200
150 |
100 ]

50

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Kapitel 10

1.

a) Das Polynom hat die Form f(x) = ag + a1x. Die Steckbriefaussagen lauten



118  Lésungen zu den Ubungsaufgaben

-  f(2)=4,dh. ap+2a; =4
- fB)=0,dh.ag+3a1 =0
b) Das Polynom hat die Form f(x) = ag + aix + o2, Die Steckbriefaussagen lauten
—  f(2) =4, dh. ap + 2a1 +4ax =4
- f(3)=0,dh. ap+3a1 +9a2 =0
- f(4) =—6, d.h. ap + 4ay + 16a2 = —6

c¢) grad(f) =2, Das Polynom hat die Form f(x) = ag + a1z + a2? mit der Ableitung
f'(z) = a1 + 2asz. Die Steckbriefaussagen lauten

—  f(0)=5,dh. ag=5
- f’(g) = 1, d.h. a1 + 6@2 =1
— f(5) = 0, d.h. ag + 5(11 + 25@2 =0

d) grad(f) = 3, Das Polynom hat die Form f(x) = ag+ a2+ azx?+a3z3 mit den Ab-
leitungen f’(z) = a1 +2asx+3a3z? und f”’(z) = 2as+6asz. Die Steckbriefaussagen
lauten

- f(4) =0, d.h. ap + 4ay + 16a2 + 64a3 =0
—  f'(4) =4, d.h. a1 + 8as +48a3 =4

- f"(4) =0, d.h. 2a3 + 24a3 =0

—  f(0) =16, d.h. ap = 16

2. Benennen Sie mit z1, 29,23 die drei Nikolausgrofien (in Anzahlen gemessen) und
mit y1,y2 die Schokoladensorten (in Kilogramm gemessen). Zwischen Nikoldusen und
Schokoladen besteht der Input-Output-Zusammenhang

1
5121—1-51‘2—1-51'3—'3/1
2 +2

- -3 =
5 2 5 3=1Y2

Eine mogliche Fragestellung kénnte darin bestehen, einen vorgegebenen Schokoladen-
Vorrat (yi1|y2) aufzubrauchen.

3. Ein Zusammenhang betrifft den Zuschnitt der Figuren aus den Platten. Wenn
x1,To, T3, T4, X5, T die Anzahlen bezeichnen, mit denen die jeweiligen Verschnittmus-
ter angewendet werden, und mit y1,y2,y3,ys die daraus produzierten Figurenzahlen
gemeint sind, so gilt

r1 2z +223 =1
2x1 ‘x4 +xs = 1Y
X9 +x4 +rg =1y3

T3 +T5 +Ts = Y4

Der andere Zusammenhang betrifft die Zuordnung der Mobileanzahlen z1, 2o, 23 zu den
benoétigten Figurenanzahlen i, v2, y3, ya

z1 tz2 +z3 =1
z1 +z3 =Y

Zy +z3 =1UY3
z1 +23 = UYa
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Daraus ergibt sich, dass y; = 300, y2 = y3 = y4 = 200. Das LGS lautet also

T, + 220 + 223 = 300
201+ x4+ x5 = 200
To+ x4+ = 200
r3+ x5 +x¢ = 200

4. Sind z; (G. Auf), 2 (F. Ermat) und z3 (E. Uler) die Anzahlen der Klausuren vor
der Umverteilung und w1, 2, ys die Anzahlen danach, so lautet der Zusammenhang
y1 = 21+ §23, Y2 = 341+ 2x2 4 3, Y3 = 71 + 232 + 53

Wenn sich die Klausuranteile durch die Umverteilung nicht verandert haben, so be-
deutet das

= +1 & 2 +1 =0
Ir1 = 51‘1 41’3 5%1 4%3—

1 1 2
x2:5x1+5x2+1x3<:>5$1_5x2+1x3:0
1 2 1 1 2 1
$3:g$1+g$2+§$3<:>g$1+g$2—§$3:0

Wir 16sen dieses LGS mit der aus der Schule bekannten Technik des Einsetzungsver-
fahrens. Wenn Sie das Gaufl’sche Eliminationsverfahren im tibernachsten Abschnitt
erarbeitet haben, 16sen Sie die Aufgabe hiermit zur Ubung noch einmal.

8

=r1. Wir setzen dies in

Zunéchst wird die erste Gleichung nach zs umgestellt: z3 =
die zweite und dritte Gleichung ein:

2

2 1 1 2
$1—g$2+z$3:0:>5$1—51}2+

1:0:>%l'1——l’2:0$$2:§$1

1
5 5 2
1

1

18

15%
200 1. 1 20, 18

SlL‘l—i-gl'g 573 =0= 5$1+ 52 55%

1:0:>—%1‘1+%$2:O:>$2:%£C1
Die zweite und dritte Gleichung ergeben also dieselbe Bedingung, das LGS ist also

nicht eindeutig losbar (das ist bei solchen Gleichgewichtsberechnungen stets der Fall).

Man kann die gewonnenen Beziehungen x3 = %xl und zo = %xl aber in die zusétzlich

bekannte Gleichung x1 4+ x2 + x3 = 820 einsetzen und erhalt

T1+ Sx1+ 321 =820 (143 + 8oy =1 & J5a1 =820 & 2y = 200

Daraus folgt dann x5 = %1’1 =300 und z3 = %:cl = 320.

Also hatte G. Aul vor und nach der Umverteilung 200 Klausuren, F. Ermat musste
300 Klausuren korrigieren und auf E. Ulers Schreibtisch lagen 320 Klausuren.

5. Die Gleichungsmatrix wird in Zeilenstufenform tiberfiihrt:

1 2 -1 1 11 II — 2] 1 2 -1 1 1 1
2 -1 1 -2 -1 3 -7 o -5 3 —4 =31
1 1 -1 -1 1 3 0 -1 0 -2 0 2
4 2 -1 -2 1 |7 V=4l |y 5 3 -3 3
-1 3 -2 3 2 -2 V+1 0 5 -3 4 3 -1
—

1 2 -1 1 1 1 12 -1 1 1 1

001 -3 ¢ ¢t | IHFIT e g4y

Ir/(-5) o -1 0o -2 o 2 | IV46IIl [0 0 -2 ¢ 2 ¢

0 -6 3 6 -3 3 | y_577 |00 -5 -¢ 3 2

o5 -3 4 3 -1)— s \00 0 0 0 0
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12 -1 1 11 12 -1 1 1 1
3 4 3 1 3 4 3 1
s 01 - 5 3 -3 5 01 % 5 3 -3
Ir-(-z)loo 1 2 -1 =3 (IV+£III'foo0o 1 2 -1 -3
oo ¢ ¢ 2 g /=090 0 0 0 0
00 0 0 0 0 00 0 0 00
1203 0]-2 100 -1 02
I+ IIT 0102 0 -2 010 2 0 -2
IT 4 3771 0012 -1 -3 [[=2IT[0o01 2 1\3
5 0000 0 0 000 0 0 0
_
00000 0 0 000 0 0 0
Die Losungsmenge besteht aus allen (x1,zo, 23,24, 25) mit 21 = 2 + 24, x5 = —2 —

204,03 = —3 — 2x4 + x5 wobei x4 € R,z5 € R

6. Es wird zu den Gleichungssystemen aus Aufgabe 1 jeweils die Gleichungsmatrix
aufgestellt und in Zeilenstufenform iiberfiihrt.

a)

b)

1
0

0 O

0] 5
6 1
—5  —10

oS O o =

0

S = O O

L2412 4N, . 10\12
1 30)—\01 —4)——=\0 1 —4
Die eindeutige Losung ist ag = 12, a1 = —4, also lautet die Funktion f(z) =
1 2 4 1 2 4 4 1 2 4
13 90 Ul lo v s -2 0 15
117 -1 -
14 16 -6/ " _",\0 2 12 -10 00 2
1 2 4| 4 1 2 0
‘ I —4I1T ‘
2 o 1 5 -4 0 1 0 1 |I-2II
—_— 2—-5I111 —_—
001 -1/ "7, \0oo0 1 -1
Die eindeutige Losung ist ag = 6,a1 = 1,a2 = —1, also lautet die Funktion f(z) =
6+ x — 22,
1 0 05 10 05 10
0 1 6 1 |III-1 016\1 Hr-s17( o 1
— —
1 5 250 0 5 25 0 0
1.0 05 100 5
III/(—5Z 0 1 6 1 |[II- II—6117 | 0 1 0 —11
00 1 2 0 0 1\
Die eindeutige Losung ist ag = 11,a =
f(z) =5— 11z + 222.
1 4 16 640 1 4 16 64 0 1 4 16
001 8 48 4 | |0 1 8 48 4 wvoag| 018
00 2 24 0 |]——=|0 0 2 24 0 00 2
10 0 016 0 —4 —16 —64 16 0 0 16
1 4 16 64 | 0 1 4 16 64 | 0 1
01 8 48 4 01 8 48 4 0
I—>U/2 00 1 120 VZGIH g 120 I—QV/(_M 0
0 0 16 12832 00 0 —64 32 0
1 4 16 0 32 1 40 0 —64
I— 641V
ouspy |01 8 0 2 | I-16IT [0 100 =20 |
Troqapy |00 1 06 fIr-8IT {0 0 10 6
N0 0 0 1 -2/ 7\o0oo00 1 -1
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Die eindeutige Losung ist ag = 16,a; = —20,as = 6,a3 = —1/2, also lautet die
Funktion f(z) = 16 — 20z + 62 — 123

L o=+
O o=

2 1 |t . L5 154
o (5L ) e (L ) e (GG )

Das LGS ist 16sbar genau dann, wenn 2t +3 = 0, d.h. t = —% Die Losungsmenge

besteht dann aus allen (z,y), welche die Gleichung = = —% — %y 16sen.
2 1t 1 1L I L
o (20 (1 A Va1 F |5
—4 t (3 )5\ -4t |3 )—=\0 t+2 2t+3
Fir ¢t #£ —2 ist das Gleichungssystem eindeutig lésbar mit y = 3;—4_2: und r =
% — %y = 2_(%—:@2) Fiir t = —2 ist das Gleichungssystem unlosbar.
8. Lost man die erste Gleichung nach = auf, so erhédlt man = = —2y + 4z + 3/2.

Substituiert man dies in die zweite Gleichung, so folgt 6(—2y+42z+3/2)+2y+2z = 15,
d.h. Oz — 10y + 26z = 6.

Subtrahiert man andererseits im Ausgangs-LLGS das dreifache der ersten von der zwei-
ten Gleichung, so erhdlt man —10y + 26y = 6, also dieselbe Gleichung.

Das Substitutionsverfahren ist hier (aber auch in anderen LGS) also nur eine spezielle
Variante des Additionsverfahrens.

Beim Gleichsetzungsverfahren Werden beide Gleichungen z.B. nach z aufgelost: z =
—2y—1—4z+3/2 und x = —gy— 1,45 5- Beim Gleichsetzen ergibt sich 2y—|—4z~|—3/2 =
——y— —z+ & 6y+12z—|—— = —y—z+— & —dy + 13z = 3. Die gewonnene
Glelchung ist blS auf eine multiplikative Konstante ebenfalls die durch Subtraktion
entstandene. Auch das Gleichsetzungsverfahren entspricht also der Anwendung des
Additionsverfahrens.

9.

a) Zunichst wird die Gleichung nach z; aufgelost:
5
201 + 4o =5 & 11 = 5 — 219

Damit x1,x2 > 0 sind, muss dann gelten xo > 0 und x4 < %. 21 wird nun durch z»
in der Zielfunktion substituiert:
5 15
3%1 + 5%2 = 3(— — 2$2> + 51‘2 = 7 — T
3x1 4 bxe wird also maximal (minimal), wenn o minimal (maximal) innerhalb des
zuléssigen Bereichs [0; Z] ist.

Fir 20 = 0 und 7 = 5 erd also der maximale Wert =2, fiir o = %, r1 =0
hingegen der minimale Wert 22 erreicht.

b) Auch hier wird die Gleichung nach x1 aufgelost:

3 t
41’1—751‘2:3@%1:14—1%2
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Der fiir x1 gewonnene Term wird in den Zielwert substituiert:

2x1 +t —%3+t)+t =3,
T To = 4 41‘2 Ty = 9 9 Zo

Man kann jetzt drei Falle unterscheiden:

Wenn ¢ = 0, so ist der Zielwert stets % und wird fiir x; = % und beliebiges
r9 > 0 angenommen. Maximum und Minimum stimmen hier also iiberein.

Wenn ¢t < 0, so wird der Zielwert minimal (maximal), wenn xo maximal
(minimal) wird. Aus der Gleichung z1 = 2 + fzy und z; > 0 folgt aber
0< % + %:1:2 & ixz > —% & r9 < —% (beachten Sie, dass sich das Ungleich-
heitszeichen durch die Multiplikation mit % < 0 umkehrt). Fir xo = 0,21 = %
liegt dann der maximale Zielwert %, flirxy = 0,20 = —% der minimale Zielwert

—3 vor.

Wenn ¢t > 0, so wird der Zielwert minimal (maximal), wenn x5 minimal (ma-
ximal) wird. Das ergibt fiir x5 = 0,21 = % den minimalen Zielwert %. Einen
Maximalwert gibt es nicht, da x5 und damit auch der Zielwert beliebig grof3
werden kann .

Zunéchst wird das LGS mit dem Gauf’schen Eliminationsverfahren gelost, d.h. die
zugehorige Gleichungsmatrix in ZSF gebracht:

2 5 3|6 10
4 11\4 Lo 1

©100 O

)

Ot~

Die Variablen x1, x5 lassen sich also mit Hilfe von x3 darstellen

=tz m=o-lg
1—9 93 ) 2_9 93

und in der Zielfunktion substituieren:

7 1 8 5 5 52
3x1 — 2x9 + bxg = 3(§ — §x3) — 2(§ — §x3) + b3 = gt g%

Der Zielwert wird also maximal (minimal), wenn z3 maximal (minimal) wird.

Aus den Darstellungen von 1, x5 mittels x3 folgt wegen x1 > 0,25 > 0, dass

7 1 8 5 8
5—59632()@96337 , §—§$320®9€3§5

d.h. es muss gelten 0 < x5 < %. Fir x3 = 0 erhélt man den minimalen Zielwert g,
fir x3 = % den maximalen Zielwert %.

Es wird wie in der vorangegangenen Teilaufgabe verfahren:

25 =36\ (10 —3
41 -1 4 01 -3

©l00©I
\_/

1, X9 lassen sich wieder durch z3 substituieren

7 1
$1:§+§$3ZO<:>$3Z—7
T —§+§x >0« >—§

2T g 9= 3=75
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1,9 werden wieder in der Zielfunktion substituiert:

7T 1 &8 5 5 38
3x1 — 229 + 5%3 = 3(§ + §$3> — 2(§ + 6583) + 5£E3 = § + 31‘3

Minimal wird dieser Ausdruck fiir z3 = 0,27 = g, To = g. Der Zielwert ist dann g.

Nach oben ist der Ausdruck unbeschrankt, weil auch z3 beliebig grof3 werden kann.

Es wird wie in der vorangegangenen Teilaufgabe verfahren:

2 -5 -36 10 -L| 1
— 5 8
4 -1 -1 4 o1 & -8
1, T9 lassen sich wieder durch x3 substituieren

7 1
==+ -x3>0& 123> -7

9 9
$2:—§—g$320@$3§—§

Da aber nicht gleichzeitig x3 > 0 sein kann, hat das LGS keine Losung mit z; > 0,
also gibt es auch kein Minimum und Maximum.

Es wird wieder zunéchst das LGS gelost:

01 2 02 100 -1 2
00313 |=(010-20
1 03 0 5 001 % 1

Losung fiir xq, x9, x3 ist
r1=24+x4>0&5 14 > -2

2
x2:§x420<:>x420

1
x3:1—§x420(:)x3§3
x1, T2, r3 werden jetzt in der Zielfunktion substituiert:

2 1
51’1 — T2 + T3 + 21‘4 == 5(2 + LE4) - (§$4) + (1 - §$4> + 2.’E4 =11+ 6:174
Minimal wird dieser Ausdruck fir minimales x4, also fiir x4 = 0,27 = 2,29 =
0,z3 = 1 mit Zielwert 11. Maximal wird dieser Ausdruck fiir maximales x4, also
aufgrund der obigen Ungleichungen fiir x4 = 3,21 = 5,22 = 2,23 = 0 mit Zielwert
29.

10. Der Engpass ist sowohl durch die erste als auch durch die dritte Gleichung gegeben.
Die nachste Umformung kann z.B. lauten:

00 1 1 30\ r-mm 10 -1 -2 0/ 0
1 0 =3 =2 40 | m+em 01 2 3 0 100
01 3 130 00 1 3 1 30

o O =

R
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Die spezielle Losung lautet nun x; = 0, xo = 100, x5 = 30 und z3 = x4 = 0.
Sie liefert den Deckungsbeitrag 12000 und ist ebenfalls optimal, denn die reduzierte
Deckungsbeitragsfunktion zu dieser Gleichungsmatrix lautet 65(x3 4 2x4) + 120(100 —
2x3 — 3x4) + 17023 + 230x4 = 12000 — 5z4. An dieser Form erkennt man, dass mit
x4 = 0 und beliebigem Wert fiir x3 die Optimallosung realisiert wird, also z.B. auch
fir x3 = 0.

11. Gleichungsmatrix und Umformungen zur Zeilenstufenform lauten

1 1.0 0 0 0 1440\ -r+m+mr, (1 0 3 2 1 0 2160

1 03 2 1 0 2160 | aan zeien 0 1 0 1 3 4 1080

00 1 0 1 3 4 1080 / verwwschungen \ 0 0 3 3 4 41800
_
rom, (10 0 —1 =3 —4 | 360
dann 010 3 4 1080
113 00 1 24 600
ey

Die Losungsmenge besteht aus allen (1, ..., z6) € [0; 00[% mit 21 = 360+x4+3x5+4w6,

zy = 1080 — x4 — 3ws — 4z, T3 = 600 — 24 — 325 — 3.

Eine spezielle Losung ist x1 = 360, xo = 1080, x3 = 600, x4 = x5 = x¢ = 0. Diese
bendtigt 2040 Rollen. Substitution der Pivot-Variablen in der Verschnittfunktion ergibt

1 1
x1+x2+x3+x4+x5+x6:2040+0x4—§w5—§x6

Jede Einfiihrung eines der Schnittmuster x5, xg verringert den Verschnitt. Beispielswei-
se konnte man Schnittmuster 5 maximal 360mal verwenden. Fiir x5 = 360, x4 = x4 = 0
ergibt sich x1 = 1440, x5 = 0, 3 = 330 und ein Verschnitt von 1920 Rollen. Einfiihrung
des Schnittmusters 4 dndert den Verschnitt nicht.

12. Es wird das Gauf3-Verfahren ausgefiihrt. Auf der rechten Seite miissen dabei lineare
Terme in a, b, ¢ verwaltet werden.

11 -1 a 11 -1 a
2 -1 5 b | II+(-2)I | 0 =3 7 b—2a
02 -5 ¢/ 7 7\0 2 -5 c
11 -1 a
II— (-1 | o 1 -1 2a—b)
"\0 2 -5 ¢



1 1
IIT+ (=2) 11 0 1 —
N0 0 -

1 1
IIT — (=3)IIT 0 1 —
0 0 1

1 1
IO T 8

IT+ (2)IIT

+(5) N0 0 1
1 0 0
I+ (=1)IT 0 1 0
— " \o0 o0 1
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wlim

(2a — b)
4a 2b
—7—1-34—0

a

+(2a — b)
4a — 2b — 3¢
5a — 2b — 3¢
10a — 5b — Tc
4a — 2b — 3¢

—5a + 3b + 4c
10a — 5b — Tc
4a — 2b — 3¢

Losung ist also 1 = —ba + 3b + 4¢, x5 = 10a — 5b — T¢, x3 = 4a — 2b — 3¢

125

13. Die Gleichungsmatrix wird &hnlich wie im Regalbeispiel anhand der Verflechtungs-
tabelle aufgestellt und in eine Basisform gebracht (moglich, aber aufwéndiger wére die
Bestimmung der ZSF)

13

— = = O

12 2

3

1
0
0

10

0

2

I+ (-13)V
I+ (-6)V
IIT+(-1)V

IV 4+ (-1)V
_

I+ (—12) 11

IT+(=3)III
B

IT— ()11
—_—

IIT+(2) 1
IV 4+ (2) 11

V4 (=2) 11
_—

0 12 —24 —18 —36 | 2100
03 -2 -7 -—14/800
01 -2 -1 -2 200
00 -2 0 0 | —200
10 2 2 5 400
000 -6 —12|-300
00 4 —4 -8 200
01 -2 -1 -2 | 200
00 -2 0 —200
102 2 5 400
00 —6 —12| =300
001 -1 -2 50
01 —2 -1 —2 | 200
00 -2 0 —200
102 2 5 400
00 0 =6 —12 —300
001 -1 =2 50
01 0 =3 —6 300
000 -2 —4  -100
1004 9 300
0001 2 50

00 1 -1 =2 50

0 1 0 =3 —6 300
000 -2 —4 —100
100 4 9 |300
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1 2
il R
1T+ (3)1
0 1 0 0 0 450
IV +(2)1
Viar | 0000 00
— 7P \1 0 0 0 1100

Die Variablen x4, xp,xc,xp lassen sich dann mittels g substituieren:
x4 =100 —2zg,xg = 450,2¢c = 100, zp = 50 — 2z
a) Wir substituieren x4, xp,zc,xp in der Zielfunktion:

44,0024 + 24,9925 + 44,992c + 44,992 p + 149,992 5
=44,00(100 — zg) + 24,99 - 450 4 44,99 - 100 + 44,99(50 — 2z ) + 149,99z 5
=22494 + 15,02z g
Maximal wird der Umsatz, wenn zp maximal wird. Aus den Bestimmungsgleichungen
fiir die librigen Variablen bekommt man fiir xg den Engpass g < 25. Der maximale

Umsatz wird daher fiir v = 25 erzielt und betréigt 22868,50 Euro. Die optimale Losung
ist also x4 = 25,25 = 450, zc = 100, zp = 0,2 = 25.

Kapitel 11

1. Das lineare Optimierungsproblem lautet

2002 4 + 20025 + 400z = max
unter

rp +xc < 100

204+ + 20 < 120

204 +xp <120

ZA > O,I'B > 0,-TC > 0
2. Das lineare Optimierungsproblem lautet

6002, + 900277 + 135027, = min
unter

rr+xrr + o > 12

xrr + 2xrr > 10

20y +xrr +xrr1r > 16

x; > 0,277 20,2777 >0

Hierbei sind eigentlich noch Ganzzahligkeitsforderungen angebracht, da Wagenladun-
gen nicht teilbar sind.
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3. Die Standardform lautet

10z1 + 10z 4+ 2023 + 4024, = min
unter
201 —4xo +3x3 + x4 — 25 = 200
209 — 223 +4x4 —xg = 100
—xr14+x9+2x7 = 100
1 +x9+22x4 = 150
T1,%2,X3,%4,T5, T, T7 > 0

Zu Aufgabe ,Maschinenbelegung®: (siehe oben)

200z 4 4+ 20025 + 400zc = max
rg+xrc < 100
204+t < 120
204+ < 120

xA ZO,xB ZO;xC’ ZO

Hierzu lautet die Standardform

—200x 4 — 200 — 400 = min
rg+xc+xr = 100

204 +2xp+xc+xr; = 120

204 +xp+xrrr = 120

xa>0,22>0,2¢c > 0,271 20,277 > 0,2777 >0

Die Schlupfvariablen zj,x;;, ;77 geben an, wieviele Stunden die entsprechende
Maschine bereitsteht, aber nicht genutzt wird.

Zu Aufgabe ,Lastwagenplanung”: Das Optimierungsproblem lautete (siche oben)

60027 + 90027 + 13502777 = min
rr+xrr+xrr > 12
xrr+2xrr > 10
2£L‘I—|—£L‘]]+.’L‘]]] Z 16

xr > 0,277 20,2777 >0
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Hierzu lautet die Standardform

600x; +900x;; 4+ 1350x;;; = min
Tr+xrr+Trr— A 12
xrr+2x —xg = 10
20 +xyp +xppr —2e = 16

zr 2 0,x70 20,2111 2 0,24 2 0,25 2 0,2¢ 2 0
Die Schlupfvariablen z4,xp,xc geben an, um wieviel das mindestens zur Liefe-
rung der Maschinen der Typen A,B,C benétigte Ladevolumen (in Anzahlen der
Maschinen) tiberschritten wird (entspricht dem wéhrend der Fahrten nicht genutz-

ten Ladevolumen)

Die Gleichungsmatrix lautet

2 -1 0 -1 13
0 -3 —1 —10]12
| 2 1 2 3 7
Die Zeilenumformung III—III41 ergibt die Gleichungsmatrix
(2 -1 0 -1 13
0 -3 -1 -—-10 12
| 0 0 2 2 120

Die Zeilenumformung 11— %III ergibt die Gleichungsmatrix

(2 -1 0 -1 13
0 -3 -1 -10] 12
| 0 0 1 1 10
Die Zeilenumformung II—II4I1IT ergibt die Gleichungsmatrix
2 -1 0 —-1/13
0 -3 0 -9 22
| 0 0 1 1 |10
Die Zeilenumformung H—>—%II ergibt die Gleichungsmatrix
2 -1 0 -1 13
0o 1 0 3 -2
0 0 1 1 10
Die Zeilenumformung I—I+1II ergibt die Gleichungsmatrix
(2 0 0 2 i
010 3 -2
| 0 0 1 1| 10
Multiplikation der ersten Zeile mit % ergibt die Gleichungsmatrix
(1 0 0 1 47
010 3 -2
| 0 0 1 1| 10
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welche in Zeilenstufenform ist. Die zugehorige Basislosung lautet

7
ZCl—E
22
1'2——?
1'3:10
1’4:0

Die allgemeine Losung lautet dann:

x4 € R beliebige reelle Zahl

17
1 = —F— — X4

$2:———3$4
$3:10—£L'4

Es wird, jeweils ausgehend von der Gleichungsmatrix
100 1| ¥
010 3 -2
001 1 10

durch elementare Zeilenumformungen die vierte mit der dritten, zweiten bzw. ersten
Spalte ausgetauscht.

Im ersten Fall ergibt sich durch die Zeilenumformungen I—>I—§III, II—)II—%III am
Ende die Gleichungsmatrix
100 1| ¥ 10
0103 -2Z|-l01 -3 0 -1
001 1 10 0 0
Hierzu gehort die Basislosung
T = —%,xg = —1—;2@3 =0,24 =10
Im zweiten Fall ergibt sich durch die Zeilenumformungen 11— %H, [II—III-IT und
I—>I—%II die Gleichungsmatrix

100 1| X 1 -+ 00| 2
0103 -Z|>|0 L 01 -2
00 1 1 10 0 -3 1 0 22
Hierzu gehort die Basislosung
xlz%,x2:0,x3:%,x4:—%

Im dritten Fall ergibt sich durch die Zeilenumformungen IT—11-31 und ITI—III-I die
Gleichungsmatrix

100 1| X 1 00 1| I

0103 -2Z|>-3100 -2

00 1 1 10 -1 0 1 0 %
Hierzu gehort die Basislosung

_ _ _ 9 __ 43 _ 17
x1 _07x2 - _F7x3 - F)x4 - 6
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6. Die Gleichungsmatrix (bereits in erweiterter ZSF) lautet

-1 1 0 -2 -1 0200
1 01 1 1 0 200
1 00 -1 1 1 600

Verschiedene Pivotisierungen sind in nachstehender Tabelle angegeben. Die zugehori-
gen Grundlésungen kénnen unmittelbar (wie in obiger Aufgabe erldutert) abgelesen
werden.

Basisindizes Basisform zuldssig?  Zielwert
(-1 1 0 -2 -1 0200
(2,3,6) 1 0 1 1 1 0‘200 ja 27000

1 00 -1 1 1\600

1 1 -1 0 0]400 ]
143 10 1 1 1 0 200 ja 20000
0 -1 -2 0 1 400 |
(1,2,6)

01 1 —1 0 0 400 |
53 1 0 1 1 1 0] 200 ja 20000
0 0 -1 -2 0 1] 400

(2,5,6)
1 1 2 0 1 0600
443 1 0 1 1 1 0200 ja 37000
|2 0 1 0 2 1 800
(2,4,6)
(1 -1 0 2 1 0 —200
1452 0 1 1 =1 0 0 400 nein
[0 1 0 -3 0 1 800
(1,3,6)

7. Die erste Basisform wurde im Haupttext bereits berechnet. Das Starttableau lautet:

Kosten —65 —120 —170 —230
Basis 1 2 3 4 x xz/f
—65 1 1 0 0 1 30 20
-120 2 0 1 0 -3 T
-170 3 0 0 1 3 30 2
0 0 0 15 —11850

Spalte 4 geht in die Basis. Néachster Schritt zum Zwischentableau ist 111/3
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Kosten —65 —120 —170 —230
Basis 1 2 3 4 x
—65 1 1 0 0 1 30
—-120 2 0 1 0o -3 40
0 0 3 1 10
0 0 0 15 —11850
Es folgen I — I11,11 + 3111 und IV — 15111

Kosten —65 —120 —170 —230
Basis 1 2 3 4 x
—65 1 1 0 -3 0 20
—-120 2 0 1 1 0 70
230 4 0 0 3 1 10
0 0 -5 0 | —12000

Weil alle 6-Werte kleiner oder gleich Null sind, ist das Optimaltableau erreicht. Der
maximale Deckungsbeitrag von 12000 Euro wird mit 20 Regalen Billl, 70 Regalen Bill2
und 10 Regalen Bill4 erzielt. Bill3 wird nicht hergestellt.

8. Die Gleichungsmatrix dieses linearen Programms in Standardform lautet

\2
2
3

Sie liegt bereits in erweiterter Zeilenstufenform vor und eine erste zuldssige Grundlo-
sung kann abgelesen werden. Deshalb 148t sich der Simplex-Algorithmus unmittelbar
durchfiihren. Hiermit wird die nachstehende Folge von Tableaus produziert:

-1
0
2

S = O

1 2 0
1 2 0
2 0 1

o O =
S N O

Tableau Nr. 1 lautet:

2 -1 1 5 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7|z %

o -1 1 2 1 0 02 -—
11 o0 1 2 0 2 02 1

o 2 2 0 0 0 1|3 -

o 1 1 -1 0 4 04

Index 1 verlafit die Basis, Index 6 kommt in die Basis.

Tableau Nr. 2 lautet:

1 2 3 4 5 6 7 z %
5,0 -1 1 2 1 0 0 2 -
6 3 0O 1 1 0 1 0 1 -
700 2 0 0 0 1 3 32

—2 -1 -5 0 0 00
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Index 7 verlaft die Basis, Index 2 kommt in die Basis. Das Schluf}-Tableau lautet

1 2 3 4 5 6 7z %
500 0o 2 2 10 % 1
6 5 0 3 1 0 1 0 |1
2,0 1 1 o0 0 o0 3 | 32

-2 0 -2 -5 0 0 -3 -3

Da alle d-Werte nichtpositiv sind, ist eine Optimallésung gefunden. Zielwert ist —%.
Die Losung lautet

[NCIEN

_ _ 3 — — — —
1'1—0,1'2—5,1173—0,1174—0,1175— 7:176_]-

9.Wie in der vorigen Aufgabe liegt das Gleichungssystem bereits in erweiterter ZSF
mit zulassiger Grundlésung vor. Daher ergibt sich nachstehendes Start-Tableau:

2 -1 1 5 0 O

1 2 3 4 5 6
5/0 -1 1 2 1 02
171 o0 1 2 0 2 2

o 1 1 -1 0 4 4

In Spalte 2 finden sich nur nichtpositive Werte zu einem positiven d-Wert. Also ist die
Zielfunktion nach unten unbeschrankt, das Problem hat mithin keine Losung.

10. Das lineare Optimierungsproblem liegt nach Einfithrung von Schlupfvariablen in
einer Standardform vor, die gleich das Ablesen einer zulissigen Grundlésung und das
Aufstellen des Start-Tableaus erlaubt. Es ergibt sich die nachstehende Folge von Ta-
bleaus:

Tableau Nr. 1:

—200 —-200 —400 O O O
1 2 3 4 5 6 T %
4 0 1 1 1 0 0| 100 100
5 2 1 1 0O 1 0| 120 120
6 2 1 0 0O 0 1 120 —
200 200 400 0 0 O 0
Tableau Nr. 2:
1 2 3 4 5 6 x %
3 0 1 1 1 0 O 100 —
5 2 0 0 -1 1 0 20 10
6 2 1 0 0 0 1 120 60
200 —200 O —400 O 0O | —40000
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Tableau Nr. 3 (Schluitableau)

1 2 3 4 5 6 x §
o 1 1 1 0 0 100
11 0 o0 -1 0 10
o 1 o0 1 -1 1 100
0 —-200 0 —300 —100 O  —42000

Als profitoptimal erweist es sich, 10 Stiick des Gutes A und 100 Stii ck des Gutes C
herzustellen. Die Betriebsstunden der Maschine I1I werden dabei nicht voll ausgenutzt,
sie wird nur 20 Stunden benétigt.

11. Die Standardform dieses Optimierungsproblems (insbesondere: rechte Seiten der
NB > 0!) lautet

10x1 + 2025 +40x4 = min

—2x1 —4x9g —3x3 — 14 + 5 = 200
—2:6‘2 - 2.’L‘3 — 4$4 +xg = 100

—x1 + 21‘2 + Ty = 100

1 +x9+224 = 150

T1,T2,X3,T4X5,T6, L7 > 0

Die Nebenbedingungen haben die Gleichungsmatrix

—2 -4 -3 -1 1 0 0]200
0 -2 -2 -4 0 1 0 100
-1 2 0 0 0 0 1 100
1 1 0 2 0 0 0150

die bereits drei Einheitsspalten besitzt. In Phase 1 ist also lediglich eine kiinstliche
Variable xg einzufiigen. Es ergibt sich die nachstehende Sequenz von Tableaus:

o 0 0 0 0 0 0 1
1 2 3 4 5 6 7 8 =z %
5 -2 -4 -3 -1 1 0 0 0 20 -
6,0 -2 -2 -4 0 1 0 0 100 -
7. -1 2 0 0 0 0 1 0100 -
8 1 0 0 0 0 1 150 75
1 1 0 00 0 0 150
1 2 3 45 6 7 8 =z £
7 1
5/-3 -2 -3 0 1 0 0 4§ 275
6.2 0 -2 0 0 1 0 2 | 400
7. -1 2 0 0 0 0 1 0 | 100
1 1
4.4 4 0 1 0 0 0 4 |75
o 0 0 0 0 0 0 -1 0
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Die Optimallésung der Phase 1 ist erreicht. Da der Zielwert 0 ist, kann man die erhal-
tene Losung als Startlosung der Phase 2 verwenden, d.h. das Ausgangsproblem besitzt
eine zuldssige Grundlosung.

In Phase 2 ergeben sich dann folgende Tableaus:

10 20 0 40 0 0 O

1 2 3 4 5 6 7 =z §
5/0-2 -2 -3 0 1 0 0] 215 ~—
6.2 0 -2 0 0 1 0 400 200
7T -1 2 0 0 0 1 100 -
41 3 3 1 0 0 0 75 150

10 0 0 0 0 0 0 3000

1 2 3 4 5 6 7 =z 3
50 -2 -3 3 1 0 0 500
6 0 -2 -2 -4 0 1 0 100
7.0 3 0 2 0 0 1| 250
11 1 0 2 0 0 0 150

0 -10 0 =20 0 0 0 1500

Die Optimallosung ist erreicht; wenn die Schlupfvariablen gestrichen werden, 143t sich
die Losung 1 = 150,29 = 23 = x4 = 0 mit dem Zielwert 1500 fiir das Ausgangspro-
blem ablesen.

12. In Standardform lautet das LP hier

10x1 + 20z + 4024 = min
2[6‘1 +4£U2—|—3.1L‘3+$4+.’135 = 10
—21‘2 — 2£E3 - 41‘4 — Xg = 10
T — 2x9 — 204 — X7 = 10
XL1,L2,X3,T4,T5,T6, 7 > 0

In Phase 1 miissen zwei kiinstliche Variablen zg, xg eingefithrt werden. Damit ergeben
sich folgende Tableaus:

0 0 0 0O 0 O 0 1 1

1 2 3 4 5 6 7T 8 9 %
5| 2 1 1 0 0O 0 010 5
80 -2 -2 -4 0 -1 O 1 010 -
9,/1 -2 0 -2 0 O -1 0 1|10 10

1 -4 -2 -6 0 -1 -1 0 020



Kapitel 11~ 135

1 3 4 5 8 9 <
3 1 1
11 3 i i 0 0 0 0 5
80 -2 -2 -4 0 -1 0 1 0 10
9 0 -4 -2 -2 -2 0 -1 0 1 5
7 13 1
o -6 -2 -1 -1 -1 -1 0 0 15

Da der Zielwert am Ende von Phase 1 nicht gleich 0 ist, besitzt das Ausgangsproblem
in Standardform, und deshalb auch das urspriingliche LP keine zuléssige Losung.

13. Die Standardform des Problems lautete

600x; +900x;; + 13502777 = min
rr+x+rr—ra = 12
xrr+2xr —xp = 10
2y~ + i —re = 16

xr 20,277 20,2777 20,24 > 0,28 2 0,2¢ >0

Fiir Phase 1 miissen drei kiinstliche Variablen x7, xg, x9 eingefiihrt werden. Dann er-
geben sich die folgenden Tableaus:

o0 0 O 0 0 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 x %
7011 1 -1 0 1 0 0 12 12
801 2 0 -1 0 0 1 0|10 5
9/2 1.1 0 0 -1 0 0 1|16 16
33 4 -1 -1 -1 0 0 038
0o 0 0 0 0 11 1z %
7/1 4 0 -1 3 1 -1 0 7 7
30 £ 1 0 -2 0o 0o i 05 -
1 1 1 11
9/2 1 o0 o ¥ -1 0 -1 1 11
3 1.0 -1 1 -1 0 -2 0 18
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |z %
1 1 1 1 1 3
oz 0 -1 3z 5 1 -3 -5/ 35 3
30 35 1.0 -5 0 0 35 0 5 -
1 1 1 1 1 11
1 1 5
o0z 0 -1 3z 5 0 -3 -5]3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 =z %
6 0 £ 0 -2 L 1 2 - -1|3
3’0 £ 10 -2 0 o % 0 5
11 3 0 -1 3 0 1 -4 0 7
o0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0
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Damit ist Phase 1 abgeschlossen, eine erste zuldssige Grundlosung liegt fiir das Problem
in Standardform vor. Es ergeben sich folgende Tableaus

600 900 1350 0 0 0

12 3 4 5 6 §
6 0 2 0 —2 i1 3 6
3.0 % 1 0 -3 0 5 10
11 2 0 -1 5 0, 7 14

0 75 0 =600 =375 0 10950

600 900 1350 0 0 0

12 3 4 5 6 x
2.0 1 0 —4 1 2 6
3,0 0 1 2 -1 -1 2
1,1 0 0 1 0 ~1 4

0 0 0 =300 —450 —150 10500

Eine Optimallosung des Ausgangsproblems ist erreicht. Zur Minimierung der Fahrkos-
ten sollten 4 LKW vom Typ I, 6 LKW vom Typ Il und 2 LKW vom Typ III eingesetzt
werden. Die Transportflichen der LKW sind voll ausgelastet. Die minimalen Trans-
portkosten belaufen sich auf 10500 €.

14. Tableau Nr. 1:

o 0 0 00 0 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 x %
7T/1 1 0 O O O 1 O O 1440 1440
/1 0 3 2 1 0 0 1 0/ 2160 2160
9/0 1 0 1 3 4 0 0 1 1080 —

2 2 3 3 4 4 0 0 0 4680

Tableau Nr. 2:

o 0 o0 0 0 o0 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 x %
171 1 0 o0 0 O 1 0 0] 1440 —
80 -1 3 2 1 0 -1 1 0] 720 240
9/0 1 o0 1 3 4 0 0 11080 -

o o0 3 3 4 4 -2 0 0 1800

Tableau Nr. 3:

0 0 0O 0 0 O 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 T %
171 1 0O 0 0 O 1 0 0 | 1440 1440
3/0 -3 1 2 L+ 0 -+ & 0 240 -
910 1 0o 1 3 4 0 0O 1 | 1080 1080

0 1 0o 1 3 4 -1 -1 0 1080




Tableau Nr. 4:
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oo o0 o0 o0 0 1 1 1
1 23 4 5 6 7 8 9| z %
110 0 -1 -3 -4 1 0 -1 360
3/0 0 1 3 3 -3 3 3 600
2,0 1 0 34 0 0 1 | 1080
0 0 0 o 0 -1 -1 -1 0
Tableau Nr. 5:
11 1 1 1
1 2 3 4 5 x ¢
11 0 0 -1 -3 -4 360 -
3/0 0 1 3 3 | 600 450
2,0 1 0 1 3 4 1080 360
0 0 0 35 2040
Tableau Nr. 6:
1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 x %
11 1 0 0 0 0 | 1440
3/0 -3 1 2 0 -3 120
500 2 0 %+ 1 % | 360
0 -3 0 —5 0 —§ 1920
15.
a) Phase 1 nicht notig.
Tableau Nr. 1:
1 2 4 =z %
01 0 0 1|30 30
2.2 1 -3 0 40 20
30 -10 0 80
Tableau Nr. 2
12 4 0 z %
0 -3 2 1 10
11 5 =3 0 20
0 -2 -5 0 20

Optimall6ésung gefunden

cx1 = 20,29 = 0,23 = 0,24 = 10, Zielwert 20

b) Phase 1 mit zwei kiinstlichen Variablen.

Tableau Nr. 1:

0 0o o0 o0 1 1 = ?
-1 0 0 -1 1 040 -
-2 -1 3 -1 0 1/]30 10
-3 -1 3 =2 0 070
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Tableau Nr. 2:

o 0 0 0 1 1 =z =
1 -1 0 0 -1 1 0 | 40
2 1 1 1
0 -2 -1 1 -1 9o 1 10
-1 0 0 -1 0 —1 40

Schlusstableau der Phase 1, Zielwert > 0, Das Ausgangsproblem hat keine Losung.
Phase 1 nicht notig.

-1 -2 0 -1 x %
—1 1 0 0 1 40
—2 0 1 -3 1 30

0 0 6 —2  —100

Problem ist unlésbar, Zielfunktion nach unten unbeschrankt.
Phase 1 mit einer kiinstlichen Variable
Tableau Nr. 1:

o 0 o0 o0 1 x %
1 1 0 0 1 1100 100
O -1 0 1 0 O0]200 -
0o, 0 1 0 -1 01400 -
1 0 0 1 0/ 100
Tableau Nr. 2:
0O 0 0 O 1 x ?
0O 1 0 0 1 1 100
0 0 0 1 1 300
00 1 0 -1 0 | 400
o 0 0o 0 -1 0

Optimaltableau in Phase 1 gefunden. Das Ausgangsproblem hat Startlosung. Strei-
che kiinstliche Variablen und fahre mit Ausgangs-Zielfunktion fort.

4 1 0 7 x %
411 0 0 1 100
0o, 0 0 1 1 | 300
170 1 0 -1/ 400

0 0 0 —4 | 800

Optimallésung gefunden. 1 = 100, x5 = 400, x3 = 300, x4 = 0, Zielwert 800.

Phase 1 mit zwei kunstlichen Variablen:

Tableau Nr. 1:

0o 0 0 0 1 1 =z %
1,1 0 3 4 1 0 100 X2
1 -1 0 1 3 0 1200 200
0,0 1 0 -2 0 040 -

0 0 4 7 0 0 300



Tableau Nr. 2:
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o 0 0 0 1 1 = 2
1 4 1 100
3, 0 1 53 0 A 25
1 -2 0 0 2 -1 1 309 100
0 1 0 -2 0 0 400 —
4 5 4 500
-3 0 0 3 —3 0]
Tableau Nr. 3:
o 0 0 0 1 1 =z %
1 3 1
i 0 1 1 i 0 25
1 i 0 3 0 i 1| 125
i1 2 0o 1 0 450
-0 -2 0 -1 0125

Schlusstableau von Phase 1. Zielwert > 0, das Ausgangsproblem hat keine Losung.

Phase 1 mit einer kiinstlichen Variable.
Tableau Nr. 1:

o 0 o0 o0 1 T %
1 1 0 0 4 1] 100 100

-1 0 1 3 0200 -
o 0 1 0 —4 0 400 —

10 0 4 0 100
Tableau Nr. 2:

0O 0 0 0 1 T %
o1 0 0 4 1 100
o0 o0 1 7 1 300
0O 0 1 0 —4 0 | 400

0O 0 0 0 -1 0

Schlusstableau von Phase 1 erreicht. Zielwert 0, das Ausgangsproblem hat eine
Losung. Die kiinstliche Variable wird gestrichen und mit der urspriinglichen Ziel-
funktion wird fortgefahren.

Tableau Nr. 3:

3 -4 2 1 x ¢
31 0 0 4 | 100 25
2 0 0 1 7 300 30
-4 10 1 0 —4/| 400 -

0 0 0 41 | —700
Tableau Nr. 4:
3. -4 2 1 x B
1 3 0 0 1 25
2 - 0 1 0] 125
-4 1 1 0 0 500
-4 0 0 0 -1725

Optimallésung erreicht: z1 = 0, x5 = 500, x3 = 125, x4 = 25, Zielwert —1325.
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g) Phase 1 mit einer kiinstlichen Variablen

Tableau Nr. 1:

0O 0 0 0 0 1 x %
1 1 0 0 4 5 1 100 100
o -1 0 1 3 1 0200 -
o 0 1 0 0 2 0400 -

1 0 0 4 5 0 100

Tableau Nr. 2:

0O 0 0 0 0 1 x ?
0o/ 1 0 0 4 5 1 100
0Oo/0 0 1 7 6 1 300
0O/0 1 0 0 2 0 | 400

0O 0 0o 0 0 -1 0

Optimallésung von Phase 1 mit Zielwert 0. Das Ausgangsproblem hat eine Losung,
die kiinstliche Variable wird gestrichen und mit der urspriinglichen Zielfunktion
wird fortgefahren.

Tableau Nr. 3:

3. -4 2 1 1 x ¢
31 0 0 4 5 100 25
2 /0 0 1 7 6 300 20
-4/0 1 0 0 2 400 -

0 0 0 25 18 =700
Tableau Nr. 4:

3 -4 2 1 1 x <

1 5
1+ o0 o 1 3 25
2 -T 0 1 0 i 125
-4/ 0 1 0 0 2 400

-2 0 0 0 -2 -1325

Optimallésung erreicht: 7 = 0,29 = 400,23 = 125,24 = 25,26 = 0, Zielwert
—1325.

h) Phase 1 mit einer kiinstlichen Variable.

Tableau Nr. 1:

0o 0 0 0 0 0 1 x %
o 01 -1 4 2 030 -
170 1 0 -2 4 0 1 100 100
o1 1 0 0 2 3 070 700
0 1 0 -2 4 0 0 100

Tableau Nr. 2:



0O 0 0 O 0 0 1 x %
o,0 0 1 -1 4 2 0 | 350
o/0 1.0 -2 4 0 1 | 100
6,1 0 0 2 -2 3 -1]/600

0 0 0 O 0 0 -1 0

Kapitel 11
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Optimallésung von Phase 1 mit Zielwert 0. Das Ausgangsproblem hat eine Startlo-
sung. Man streicht die kiinstliche Spalte und fahrt mit der Ausgangsfunktion fort.

Tableau Nr. 3:

10 40 20 10 10 10 «z 2
20 0 0 1 -1 4 2| 30
40 0 1 0 -2 4 0 100 25
0,1 0 0 2 -2 3 600 -

0 0 0 -9 210 60 17000
Tableau Nr. 4:

10 40 20 10 10 10| =z ¢
200 -1 1 1 0 2 250 250
10 | 0 3 0 -+ 1 0| 25 —
10 1 2 0 1 0 3 650 650

0 -1 0 15 0 60 11750
Tableau Nr. 5:

10 40 20 10 10 10 =z 2
1 0 -1 1 1 0 2 250 125
0,0 -3 3 0 1 1 | 150 150
0w, 1 2 -1 0 0 400 400

0 -2 -15 0 0 30 8000
Tableau Nr. 6:

10 40 20 10 10 10| =z %

1 1 1
0 0 -3 3 10 1] 125
10,0 1 0 -3+ 1 0 25
0w, 1 2 =2 - 0 0 27
0 —-% =30 -15 0 0 | 4250

Optimallosung: 1 = 275,20 = 0,23 = 0,24 = 0,5 = 25, x¢ = 125, Zielwert 4250.

Mit der gierigen Regel ware in Phase 2 nur ein Basiswechsel notig.

16.

a) Losungsweg 1: Aus dem Simplex-Tableau ergeben sich fir die §-Werte folgende
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Gleichungen mit den - vorlaufig unbekannten - Zielkoeffizienten cq, ..., cy:

5 = 01 =3cg—¢5+2c — ¢
0 = 51 = Co — C2
0 = 093 =2cs+2c5 —c3

-5 = 04=—cg—Cy— ¢y
0 = 55 = Cy — Cp
0 = 66 = Cg — Cp

18 = 8cg+ 2¢5 + 4co

Die im Tableau stehenden J-Werte und Zielwerte werden von genau solchen Ziel-
funktionen erfiillt, die diesen sieben Gleichungen geniigen. Damit sind genau die
erste und vierte Zielfunktion richtig. Die zweite Zielfunktion verletzt die erste Glei-
chung; die dritte Zielfunktion hat schon den falschen Zielwert. Aus diesen Gleichun-
gen ergibt sich, dass nur die erste und die vierte Zielfunktion allen Bedingungen
geniigen.

Losungsweg 2: Man rechnet die 6-Werte-Zeile (inklusive Zielwert) fiir alle vier Funk-
tionen aus und erhalt

Funktion 51 52 53 64 55 56 z

T1 + 229 + 4x3 + 224 + T5 + X6 5) 0 0 ) 0 0 18
2x1 + 229 + 4x3 + 224 4+ T5 + x4 4 0 0 -5 0O 0 18
r1 + 229 + 3x3 + 424 + b5 +622¢ 16 0 19 —-12 0 0 66
—14x1 + 1823 + bxy + 95 5 0 0 -5 0O 0 18

Auch daraus ergeben sich die erste und vierte Zielfunktion als richtig, die zweite
und dritte als falsch.

Zu der gegebenen Zielfunktion x1 + 2x4 4 4x3 + 224 + x5 + x4 stellt die letzte Zeile
des Simplex-Tableaus die reduzierte Zielfunktion in Abhéngigkeit von den aktuell
gewahlten Basisvariablen im Tableau dar, d.h. unter den Nebenbedingungen gilt

1‘1+2£B2+4$3+2.’L‘4+$5+$6218—5$1+5$4

Damit lasst sich der Zielwert verbessern, indem x; in die Basis geht und eine der
Basisvariablen zs, x5,z die Basis verlasst. Die Entscheidung erfolgt mittels des
Engpasskriteriums, d.h. fiir jede der Basisvariablen wird ein Maximalwert ermittelt,
welchen die Nichtbasisvariable x; annehmen koénnte, damit die Nichtnegativitét
erfillt ist. Dieser x/f-Wert wird als Spalte angefiigt. Bei nichtpositiven f-Werten
muss der Wert nicht berechnet werden, weil hier kein Engpass vorliegt. Es ergibt
sich das erweiterte Simplex-Tableau

1 2 3 4 5 6|2 2

6 3 0 2 -1 0 1 8 3

5,-1. 0 2 0 1 0 2 -

2.2 1 0 -1 0 0 4 2
5 0 0 -5 0 0 18

Der kleinste x/f-Wert legt den Engpass fest: Die Variable zo verldsst die Basis.
Durch Zeilenumformungen (Pivotisierung) wird die Spalte 1 in die dritte Einheits-
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spalte (0,0,1)7 iiberfiihrt. Dies ergibt iiber den Zwischenschritt

1 2 3 4 5 6z
3 0 2 -1 0 18
-1 0 2 0 1 0 2
1 1
r 5 0 —5 0 0] 2
5 0 0 -5 0 018
das Folgetableau
12 3 4 5 6 |«
3 1
6 0 —15 2 51 0 1] 2
510 ? 2 —? 1 04
11 55 0 —g 0 0 2
6 -3 0 -3 0 08

17.
a) Das Optimierungsproblem lautet

10 r1 + 0 To + 8 T ma
RS —_— _— = X
1000 " 1007 " 1007

1+ x2 + 23 < 30
6(1,‘1 + 2o +8$3 S 100
1
x1 — §$2+$3 <0
X1,T2,T3 ZO

Gleichwertig: Rendite mit 100 multiplizieren. Standardform ist dann (3 Schlupfva-
riablen)

—10x1 — b9 — 83 = max

x1+x2+m3+x4:30
6x1+x2+8x3+x5:100

1
m1—§xz+m3+m6=0

x1,T2,73 > 0

b) Durch die Schlupfvariablen ist das LGS schon in Basisform, Phase 1 ist unnétig.
Tableau Nr. 1:

-0 -5 -8 0 0 0
1 2 3 45 6 x %
41 1 1 1 0 0 30 30
5 6 1 3 0 1 0 100 =°
6 1 -3 1 0 0 1 0 O
m 5 8 0 0 0 0

Mit I-IIT und II-6IIT ergibt sich Tableau Nr. 2:
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-0 -5 -8 0 0 O
1 2 3 4 5 6 | x %
40 2 0 1 0 -1 30
5,0 4 -3 0 1 —6 100 25
11 =L 1 0 0 1 0o -
0O @@ -2 0 0 -10 O
Zwischenschritt: I — %
1 2 3 4 5 6 |z
40 1 0 2 0 -2 20
50 4 -3 0 1 —6100

11 -3 1 0 0 1 0

Mit II-41, II4+1/2 Tableau Nr. 3: (Schlusstableau)

-0 -5 -8 0 0 0
1 2 3 4 5 6 r %

2,0 1 0 2 0 -2 20

500 0 -3 -5 1 -1 2

1 1r o 1 3z 0 2 10
o o0 -2 -2 0 -2 -200

In Anlage 1 sollten 10 Mio €, in Anlage 2 sollten 20 Mio € investiert werden. Anlage
3 sollte nicht gewihlt werden. Die Rendite betrigt 299 = 2 Mio €.

100

18.

a) Es seien xy,...,x4 die Uber die Mindestproduktion hinausgehenden Stiickzahlen
der vier Scheinsorten. Die tatsdchlich hergestellten Stiickzahlen sind dann xz; +
1,...,24+1 (in Mio Stiick). Die zu minimierenden Kosten ergeben sich dann gemé&f
folgender Tabelle

Sorte Stiickkosten  Kosten

5 Duro 1 T

10 Duro 5 5%

20 Duro 5 D3

50 Duro 10 1024

Gesamt 21 + dxa + dx3 + 1024

Die drei Nebenbedingungen an die wertméfige Produktion der vier Scheinsorten
lassen sich ebenfalls tabellarisch erfassen

Nebenbedingung an  gefertigte Werte Mindestwert
5 und 10 Duro 5(z1+1)+10(z2+1) 30

10 und 20 Duro 10(z2 + 1) +20(z3 +1) 50

20 und 50 Duro 20(x3 + 1) +50(zqy +1) 200

Daraus ergeben sich die drei Ungleichungen des vorliegenden Optimierungsproblems
5(x1+1)4+10(x2+1) >30 < 5z + 1029 > 15
10(xa +1) +20(x3 +1) > 50 < 10z2 + 2025 > 20
20(x3 +1) +50(x4 +1) > 200 < 20x3 + 50x4 > 130
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b) Fiir die drei Ungleichungen miissen drei Schlupfvariablen x5,z und x7 eingefiithrt

werden, die jeweils besagen, um wieviel die Mindestsumme der Nebenbedingung
iiberstiegen wird. Diese Variablen werden mit Null in der Zielfunktion bewertet.

Damit lautet das Optimierungsproblem in Standardform
!

x1 + 5r9 + 5x3+ 10y = min
51 + 1029 — x5 = 15
10zo + 2023 — ¢ = 20

20(1:3 + 501‘4 — Ty = 130

x1,%2,%3,%4,T5,T6, 07 > 0

Im Tableau erkennt nur eine Spalte mit einem positiven d-Wert, ndmlich die erste
(d = 2). Die zugehérigen z/ f-Werte ergeben sich durch Division der Werte in der
x-Spalte durch die (positiven) Werte in der 1. Spalte (bei negativen Werten oder 0
in der 1. Spalte tragt man einfach einen Strich ein). Daher ergibt sich das komplette
Tableau

1551000095%
1 1 3
251100—11—0010?3
/ISP R LA I
R e e A
i 00 0 =55 -3 -5 |71

Wegen des positiven d-Wertes ist das Optimum noch nicht erreicht. Die erste Spal-
te geht in die Basis. Die zweite Spalte verlidsst wegen des geringsten x/f-Wertes

3 die Basis. Es muss also das Tableau (ohne erste Zeile und letzte Spalte) durch
1
2

AN

Zeilenumformungen so umgeformt werden, dass die erste Spalte Gestalt der

sl-

WOt

zweiten Spalte namlich bekommt. Dies geschieht durch Multiplikation der ers-

1
0
0

0

ten Zeile mit 2 und anschlieBende Zeilenumformungen vom Typ 3 (Addition eines

Vielfachen der ersten Zeile zu der zweiten, dritten und vierten Zeile). Damit ergibt

sich dann das Folge-Tableau

1 5 10 0 0 0 | =
11 2 0 0 -t o0 0 |3
3.0 3 1 0 0 -5 0 1
1 1 1 11

0 -2 0 -3 -3 -3 |30

Da im Folgetableau alle d-Werte < 0 sind, ist das Schluss-Tableau erreicht und eine
Optimallosung kann abgelesen werden, namlich

1 =3,20=0,23 =124 = & =2,2

Das bedeutet eine Gesamtherstellung von 4 Mio 5-Duro-Noten, 1 Mio 10-Duro-
Noten, 2 Mio 20-Duro-Noten und 3, 2 Mio 50-Duro-Noten. Die tatsdchlichen Kosten
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betragen
44+5-1+5-2+10-3,2 =51 Mio Duro
Kapitel 12
1.

a)
b)
c)

1 2\ [(1+2\ _ (3
(2)+ (5) = (:32) = C)
2\ (1) _ [(2-1\ _ (1
3 2) \3-2) \1
Dieser Ausdruck kann nicht gebildet werden, weil a ein Spaltenvektor und b7 ein

Zeilenvektor ist (selbst wenn die beiden gleich viele Komponenten haben).
T T

(3) * @) = (112) + (213) = (1 + 2|2+ 3) = (3]5)
() (1) =em-a=e-1-2=a

Dieser Ausdruck kann nicht gebildet werden, weil @ und ¢ unterschiedlich viele
Komponenten haben.

Dieser Ausdruck kann nicht gebildet werden weil d” ein Zeilenvektor und ¢ ein
Spaltenvektor ist.

() -2(a) = (2322) = ()

Alternativ mit Distributivgesetz: 2b—2 a =2(b—a) = 2(1) = (;)

30+ 3b = 3(a + b) :3(?) - <195>

1 5
3c+2c= (3+2)c:5(2) = (10)
3 15

Dieser Ausdruck ist nicht moglich, da der erste Summand ein Spaltenvektor und
der zweite ein Zeilenvektor ist.

1 2 3-14+12-2 27 9
3c+4oid=3c+12d=3|2 | +12|1 3| =(3-2+12-3| =42 ]| =3| 14
3 4 3.-3+12-4 57 19

2. Erster Ansatz: Man berechne zunéchst, wieviel alle 5000000 Kunden insgesamt
zahlen und teile durch die Gesamtzahl der Kunden:

3.000.000 - 12,5 4 500.000 - 10, 5 4 900.000 - 12, 0 + 600.000 - 11 = 60.150.000

Daraus ergibt sich dann der Durchschnittspreis 60.150.000/5.000.000 = 12, 03.

Zweiter Ansatz: Wenn man schon in jedem Summanden durch die Gesamtzahl der
Kunden teilt, darf man auch die Tarifpreise direkt mit den relativen Kundenanzahlen
multiplizieren: 12,5 - 2 + 10,5 - 15 + 12+ 55 + 11 - 5 = 12,03. Es handelt sich hier um
das spéter noch behandelte Skalarprodukt des Tarifvektors mit dem Anteilsvektor.

3. Die angegebene Menge sei jeweils mit L bezeichnet. Es wird gepriift, ob die Anfor-
derungen
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1] 0 e
[2] Wenn z,y € L, dann auch x +y € LL .
[3] Wenn z € L, dann auch ax € L fiir alle « € R.

an einen R-Vektorraum erfiillt sind. Sobald eine der drei Forderungen nicht erfiillt ist,
kann man ausschliefen, dass es sich bei L. um einen Vektorraum handelt.

a) Fiir t = 0 ist L die Menge aller Vektoren (z1,22)? mit z1 + 2z = 0. Wir priifen
die drei Anforderungen einen Vektorraum:

1]
2]

[3]

(0,0)T liegt in L, denn 0 +2-0 = 0, d.h. der Nullvektor erfiillt die Forderung,
die an Vektoren aus LL gestellt wird.

Sind (z1,22)7 und (y1,y2)7 zwei Vektoren aus L, so gelten die Gleichungen
x1 4 2x9 = 0, y1 +2y2 = 0. Dann gilt auch (z1 +y1) + 2(z2 +y2) = 1 + 222+
Y1+ 2y2 = 0, d.h. der Vektor (z1 + 1,72 +y2)T erfiillt die Forderung an einen
Vektor aus L.

Ist (x1, :Eg)T ein Vektor aus L und o € R, so gilt x1 + 222 = 0 und daher auch
(axy) +2(axs) = a(zy + 225) = 0, d.h. auch a(xy, 22)T = (az1, axs)? erfiillt
die Forderung an einen Vektor in L.

Fiir ¢ # 0 liegt der der Nullvektor (0,0)7 nicht in L, denn 0 +2 -0 = 0 # t. Dann
ist L kein R-Vektorraum.

b) Wir formen die Bedingungsgleichung mittels quadratischer Ergdnzung zunéchst um:

2
:I?l—

2x1wy+13 =0 23 —2tr20 +1223 = (12— 1)22 & (21 —ta2)? = (12 —1)23.

Dann kann man drei Falle unterscheiden:

Wenn t?2 = 1, d.h. t = %1, so lautet die Bestimmungsgleichung fiir Vektoren
aus L gerade (z1 — tw2)? = 0 < 21 — txg = 0. Dass es sich bei L. um einen
Vektorraum handelt, leitet man dann genau auf die gleiche Art und Weise her
wie in der letzten Teilaufgabe.

[1] (0,0)7 in L, denn 0 —¢-0 =0

[2] Wenn (z1,22)7 € L und (y1,92)T € L, dann gilt (z1 +y1) — t(z2 +92) =
x1 —txe +y2 —tys = 0+ 0 =0, also auch (1 + y1, 22 +y2)T eL

[3] Wenn (z1,72)7 € L und a € R, dann gilt (az1) — t(aws) = a(z; —tas) =
a-0=0, also auch a(zy,12)T = (axy, azs)? € L.

Wenn t? < 1, dann erfiillt nur der Vektor (0,0)7 die Gleichung (w1 — tz3)? =

(t> — 1)23, denn die linke Seite der Gleichung ist — mit Ausnahme von z5 = 0

und x7 =tz = 0 — stets kleiner als Null, wahrend die rechte gréfler oder gleich
Null ist. Es ist dann L = {(0,0)7} und dies ist ein Vektorraum.

Wenn t? > 1, so erfiillt L auch die Anforderungen [1] und [3] an einen Vek-
torraum, nicht aber die Eigenschaft [2], dass die Summe zweier Vektoren aus
L wieder in L liegt. Dazu geniigt es, zwei spezielle Vektoren (z1,z2)? und
(y1,y2)T anzugeben, so dass diese die Anforderung an L erfiillen, aber deren
Summe nicht mehr. Solche Vektoren kann man finden, wenn man die Gleichung
(r1 — two)? = (? — 1)22 nach x; auflést. Das ergibt

wlztl‘gﬂ:\/tQ—l\/.I_%

Daraus ergibt sich, dass z.B. (t—+v/#2 — 1,1)T und (t++v/#2 — 1,1)T Vektoren in
LL sind. Thre Summe (2t,2)7 liegt aber nicht in L, denn 2(2t)? — 2¢(2¢)2 + 22 =
4 — 4t? = 4(1 — t?) # 0 (Beachten Sie, dass t? > 1).
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c¢) L ist kein Vektorraum. Es sind zwar die Forderungen [1] und [3] erfiillt, nicht aber
2], denn z.B. die Vektoren (1,1,1)” und (1, -1, —1)7 liegen in L, nicht aber deren
Summe (2,0,0).

d) L ist kein Vektorraum. Es sind zwar die Forderungen [1] und [2] erfiillt, nicht aber
3], denn z.B. liegt (1,0,0)7 in L, nicht aber 1(1,0,0)” = (3,0,0)T.

e) L ist ein Vektorraum:
[1]  (0,0,0,0,0)T liegt in L, denn a(0 —0) =2-0+0+0und 0 +a-0=2-0—0.
2] Mit o = (21,22, 23,24, 75)T und y = (y1,¥2,¥y3,Y41,y5)" liegt auch z +y =
(1 +y1,...,75 +ys)? in L, denn
a((z3 +ys) — (x5 +ys5)) = a(ws — x5) + alys — ys)
=201+ 22+ 24+ 201 +y2+ya
=2(z1 +y1) + (22 + y2) + (24 + ya)
(x1 +y1) +alzs +y3) = (x1 + axs) + (y1 + ays)
=204 — x5 +2ys — Y5
= 2(74 + ya) — (T5 + Ys)

3] Mit x = (21,...,25)7 € L und a € R liegt auch ax = (azy,...,azxs)? in L,
denn
a(axs — ars) = aa(rs — x5)
= a(2x1 + 22 + 24)
= 2(awq) 4 (awe) + (auy)

(axy) + alaxs) = a(ry + axs)

4.
1] Die Nullfunktion 0 — 0 hat die Rolle des Nullvektors. Sie ist differenzierbar

[
[2] Sind zwei Funktionen f, g differenzierbar, so auch ihre (Vektor-)Summe f+g¢g (Sum-
menregel der Differentialrechnung).

[3] Ist eine Funktion f differenzierbar und « € R, so ist auch af eine differenzierbare
Funktion (Faktorregel der Differentialrechnung).

5. Es wird jeweils das zugehorige lineare Gleichungssystem aus den Spaltenvektoren
gebildet und gelost:

1 23 12 |3 123 10 -11
a) [3 52]&[0 17}%> 0 17}&[0 17 }

Daraus ergibt sich die eindeutige LK 2 = (—11)a + 74(?)

b)(l 43)1113[(14 '3 )
30t 0t ) T\ 0 t—12 t-9

Wenn jetzt t = 12, dann ist ¢ — 9 # 0 und das LGS ist nicht l6sbar. Dann gibt es
also keine LK. Fiir ¢ # 12 kann man weiter bis zur ZSF umformen:

14 |3 143 10 =5 . )
( 0 t—12 t—9 ) I1/(t—12) ( 01 £ ) I—4IT < 0 1 =8 Dann gibt es ge

nau eine LK, ndmlich z = (— 5 - a® + =% -




-3 2 35 1 -2 -1 -3 1 -
c) |2 03 4| -ir|20 3 4 Ir-21 | 0 3
0o 232/ 7\oz2 3 2 /7 7\o0 2
el A

o1 LW )qr-2r o1 W) _2pyy
o2 3 |2 /7 ————7\oo -3 -9) 7

1 -2 01} 100 -1

HI:(“ZIEH (0 10 =2 |1+ o1 0 -2
VTN 0 12 — \o o0 1 2
Die eindeutige LK ist 2 = (—1)a) + (=2)a(® + 24

-3 2 3 0 |5 1 -2 -10 | -2

d) (2 o3 1 4| -rf20 3 1 4 I1—21I
0 23122/ '\oz2 3 122 )7 7

1 -2 -1 0 | -3 1 -2 -1 0 | -3
o1 L s L )\qr-2r7 o1 23 U
02 3 122 )7 \oo -3 % 9

1 -2 10 | -3 1 -2 0 -1 3
T I+1I1 01 0 12

4 4 2 _15][[ 2
00 1 -1 2 0 1 =% 2

Es gibt mehrere Moglichkeiten fiir die LK, ndmlich

19

z=(=1—4doy)a + (-2 — 5

wobei ay € R beliebig gewéhlt werden kann.
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-3
52 | @u
3 2 )T 7
e A
(01 By
00 1 |2
1 -2 -10 | -2
04 5 1 Z |2
02 3 122 )7 7
—2I111
—_—

1004 -1
I+2rr {010 L2 -2
— \o o1 -I 2

7
)a® + (2 + §a4)a(3) + aga®

6. Wir ersetzen die fehlende Koordinate durch eine Unbekannte und lesen die Losbar-
keit (bzw. ggf. auch noch die Losung) aus der Staffelform (bzw. der ZSF) ab:

6|5 1 65 1 =65 L 65
a) -2 |4 11111_3111 0016 1L gl | 0 1 g | ST 0L
11t —_> 07 [t=5 07 [1=5/77N0 0 i
1 7
I+6H(O 1\i

0 t—

Aus der Staffelform erkennt man schon, dass die LK nur moglich ist (und dann

eindeutig) fiir t = 1%. Aus der ZSF erkennt man, dass die LK dann z = %a

lautet.

(1) _11,(2)

b) Wir bringen das LGS in eine der ZSF &hnliche Form, vermeiden dabei aber Zeilen-

vertauschungen:

0 -6 5 0 —6 5 0 6 |5

4t 4| —inr 4t 4 II—AIIl [ 0 t+2 2(s+2) | —4I
e 1 s ) ——————— L s

-2 1 1L —3-3 I =3 [=2

01 -3 L =3
6 IT— (t+2)I N 5t L 17

0 t+2 2(s+2) 1 0 0 25+ % +%

] ° IIT+ 11 |
1 -1 | -3 T2 N1 0 (-6s-5)

Das LGS ist (dann eindeutig) 16sbar genau dann, wenn die mittlere Zeile nur Null-

eintrdge hat, d.h. wenn 2s + %t +
x = (_%)a(l) 4+ (_%)a@),

17 _ . 5 17 T .
5 =0, also fiir s = — 35t — &. Die LK ist dann
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7. BEs wird jeweils fiir einen Vektor x = (21, 29, 23)T bzw. 2 = (21, 22, x3,24)7 gepriift,
ob sich dieser als LK der angegebenen beiden Vektoren a(!), a(?) darstellen lisst. Dazu
wird ein LGS aufgestellt, dessen rechte Seite aus dem Vektor z besteht. Mit Zeile-
numformungen bis zur Staffelform (bzw. Zeilenstufenform) bzw. vergleichbar einfachen
Form erhélt man auf der rechten Seite schlieflich lineare Terme in 1, x2, x3, x4, die z.T.
gleich Null sein miissen, damit x darstellbar ist. Dies ergibt die gesuchten homogenen
linearen Gleichungen:

-3 0 | x -3 0 = 0 —6 | o+ 32

a) [2 4 m | r 1 2 =z 1§1++3;1 12z ’ Y
51w ) T N5 1wy )TN0 9 ey )T
0 1 _Z_ 22 0 1| -2 _ 22
) _2226 1 m+2r % 1

IIT+91 N
0 _9‘5%4_953 —+> 0 O‘%(—6$1+$2+4$3)

2 3 | 12 |z

‘ 1 2 ‘xQ
by | 12 RPN IIIII+25II 0 lim-2m |
-5 —1‘1’3 - ) —1‘13 IV — 4T 0 9 ‘512+$3 N
41 |y 4 01w ) T N0 =T my A
1 2 |z 1 2 o
0 1 | 2mp—ay | IIT=9IT | 0 1 2z5—mx oo
0 9  bagtas | IVHTIT | 0 0 92y —13zp+a5 |~
0 =7 wy—dzy )~ T\ 0 0 —Tay+ 10z + a4
1 0 2z — 3z,
0 1‘2x2—x1
0 0 97y — 1325 + 3
0 0| —7z1 + 1022 + 24

x ist LK von aV),a(® genau dann, wenn das zugehorige LGS 16sbar ist, d.h. wenn
9x1 — 1329 + 3 = 0 = —T7x1 + 10z2 + x4. Dann lautet die (eindeutige) LK = =
(221 — 3z2)a™M) + (225 — x1)a®.

8. Ein System von Vektoren ist genau dann l.u., wenn sich der Nullvektor auf ge-
nau eine Art linear aus ihnen kombinieren lasst, d.h. wenn das zugehorige homogene
LGS genau eine Losung hat. Wir stellen jeweils dieses LGS auf und fithren es bis zur
Staffelform, aus der sich die Eindeutigkeit erkennen lasst — ndmlich dann, wenn keine
Nichtpivotspalten vorhanden sind (anderenfalls ist das System l.a.).

-3 0 10 L0 =5 0\ ,, o (10 —50
a) [ 2 -4 10| 312 -41 |0 HI_ s |0 1S 0 | IT 11T
51 00/ \=51 0o o/ "7 No 1 3o/
1o -1o0 10 —%0 10 -3 0
01 =20 | mr+4r (o1 =20 | -trrrfo1 -2 0
0 -4 %2 o/77\oo -5 0/ "\oo0o1 |0
Es liegen nur Pivotspalten vor, deshalb sind die Vektoren l.u.
3.0 3 |0 1 0 -1]0 10 -1/0
b) |2 -4 -10 0] 212 -4 -10 0 1111;2511 —4 =8 0 | IT 11T
51 o7 o)\ 1 7 o) N0 2 o)
10 -10 10 —1/0
01 2 0| Hr+4rr (o1 2 0
0 4 -8 0/ 7\oo0o0 o0

Es liegt eine Nichtpivotspalte vor, also sind die Vektoren l.a.
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10 2| oo (1020 102 |0

c) (2 t ZO)IH 31(0 t -2 0)119111(0 1 t—GO)HI—tH
31 t/0/ " \No1¢t-60/)" \Not -2 o) 7
10 2 0
(Olt—G 0)
00 —2—(t—6)t 0

Es liegt genau eine Nichtpivotspalte vor, wenn —2 — (¢ — 6)t = 0. Das ist der Fall
fiir t = 3 4+ /7. Also sind die Vektoren fiir t = 3 + /7 l.a. und anderenfalls 1.u.

a) Man muss zeigen, dass aus a;(sa) +ay(ta®) = 0 folgt a1 = ay = 0. Es gilt aber
schon a1s = ast = 0, weil a(l), a'? linear unabhéangig sind, und damit a; = as = 0.
Deshalb sind sa™ und ta® lu.

b) Aus aja™ +as(aM +a?) =0 folgt 0 = (a1 + az)a® + aza®, d.h., weil ¢V, a(?
linear unabhéangig sind, also a; + as = as = 0. Damit ist auch a; = 0. Deshalb
sind (1) und a® + a(® Lu.

¢) Aus aja™ 4 as(saM) +ta?) = 0 folgt (o + san)a™) +taza® = 0. Weil aV), a(?)
l.u. sind, folgt daraus oy + say = 0 = tay. Wegen t # 0 folgt daraus ae = 0 und
damit letztlich o + s -0 = 0, also @; = 0. Daher sind auch ¢V und sa® + ta(?
l.u.

10. Es wird jeweils aus den Spaltenvektoren eine Matrix gebildet und in Staffelform
(bzw. Zeilenstufenform) iiberfithrt. Eine mogliche Basis bekommt man dann, indem
man diejenigen Vektoren auswahlt, die zu Pivotspalten in der Staffelform korrespon-
dieren:

12 -3 1 12 -3 1 12 -3 1
a IT+(=2)1 I — (=311
)<216 5)%(0 -3 12 3)%(01—4 —1)

Die ersten beiden Spalten sind Pivotspalten, also ist eine mogliche Basis a® @,

32 1 1 -1 -2 1 4 12 -1 —4
b) (o 1 -1 5 | 1«11 o -1 51|01 -1 5 II1 31
-1 -2 1 4)77\3 1 1) \3 21 1 )= 7

1 2 -1 -4 1 -1 —4 12 -1 —4
01 -15 IIT+411 | 0 -1 5 I | 0 1 -1 5
0 44 13)—\ooo 33 /7 \ooo 1

Die erste, zweite und vierte Spalte sind Pivotspalten, also ist eine mogliche Basis
a®,a@ ¢@,

3 2 1 1 -1 ¢t 1 4 1 -t -1 -4
C) 0 1 -1 5 I 11T 0 1 -1 5 -1 0 1 -1 5 117 —31
-1 ¢t 1 4 3 2 1 1 3 2 1 1

1 —t -1 —4 1 -t -1 —4

(o 1 -1 5 ) ITT — (2 +3t)I1 (o 1 -1 5 ) Wenn ¢t # —2, so
0 3t+2 4 13 0 0 3(t+2) 3—15t

teilt man die dritte Zeile durch 3(¢ + 2) und liest ab, dass die erste, zweite und

dritte Spalte Pivotspalten sind und a(*),a®,a®) eine Basis ist. Wenn ¢t = —2, so

ist aM, a@ q® eine Basis.

=N o

11. Fiir alle drei Koeffizientenmatrizen wird zunéchst die ZSF hergeleitet. Aus dieser
wird eine Basis von Kern(A) abgelesen.

12 -3 12 -3 12 -3 12 -3
11 —2I .

a) [ 2 1 0 e N —drr (o1 -2 | mr+sir | o1 -2

311 ) """ \o -5 10) \o -5 10/ "\00 0
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1 0 1
1 —-211 (0 1 —2).
—\0 00
Basis von Kern(A) ist z.B. (—1,2,1)T (aus der 3. Spalte abgelesen)

1 2 —t 1 2  —t 1 2 —t
I7—2I .
b) 2 1 ¢ rosr |0 3 8t im0 1 -t | IHT+5I1
3 1 2 N0 -5 58 ) "\o0o -5 5 )~

0 t
1 -211 1 —t
0 0

S O =

1
0
0
Basis von Kern(A) ist z.B. (—t,t,1)T.
Lo 02 01\ o /10 0201
c) 23 0 =0T IIT +2I 03 0309 Il 111
-2 1 21 09 ol 01 25 0 11 | """,
-1 -3 31 2 4/)_ """ .\0 -3 3 3 25
10 020 1 100 2 01
0 1 25011)[113[1 01 2 5 0 11 i1
03 0309 IV+3II | 0 0 =6 —12 0 —24 |_6°7,
0 -3 3325 /) "\0oo09 18 2 38
1 00 2 01 1 00 2 01 1 00 2 01
0125011)11/9[110125011 %11/0125011
0012 04 | """ 1001204 | 2100120 4
00 9 18 2 38 0000 2 2 0000 1 1
100 2 01
ooy | 0101003
77l o012 0 4
0000 1 1

Basis von Kern(A) ist z.B. (=2, -1,-2,1,0,0) und (—1, -3, -4,0,—1,1)7.

1 0 c3 cua cis

12. Die ZSF der Matrix A hat die Form C' = [0 1 ¢33 e 5 | Da die gegebenen
0 0 c33 c3q c35

Vektoren im Kern von A liegen miissen, gilt

0 e — 1
(0) = CaV) = (3@3 —7)

0 3c33

0 —Cc14 — 2
(0) = Ca® = ( 6— coa )

0 —C34

Es folgt C33 = C34 = 0 und C13 = 1/3, Co3 = 7/3, Cl4 = —2, Coy = 6.
Die fiinfte Spalte muss dann zwangslédufig die dritte Einheitsspalte sein, denn die Basis
vom Kern(A) besteht aus zwei Vektoren, d.h. dim(Kern(A)) = 2, d.h. in der ZSF gibt
es nur zwei Nichtpivot-Spalten. Demnach lautet die ZSF

10 1/3 -2 0
A=1|0o 1 7/3 6 0

0 0 O 0 1

13. Die lineare Hiille von a(!),a(® besteht aus allen Vektoren (z1,...,z,)T, die sich
als LK aus den beiden Vektoren darstellen lassen. Das zugehorige LGS wird aufgestellt
und bis zur Staffelform gefiihrt. Daraus liest man dann das homogene LGS ab, welches
erfiillt sein muss.
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30 m Uo=2 a5\ o, (1 -2 @ 1
—1wy | Te T (4 =1 m | | 007 aa—day | 31T
223 )7 \2 3 x 07 ay—223 )

2
4
1
1 -2 a3 1 -2 a3
0 1 | Yag—das) | IIT—-TIT | 0 1 | (zp—das)
0

7 T — 273 0 O ‘$1*$2+21’3

Das LGS hat eine Gleichung: z1 — o + 223 =0

4 -2 |z Llaa\ o, o (11w
by | 20 @ | or |20 m | gy | 0 72 2 —L1r
2 -1 @y | 2 -1 a3 voar |0 -3 @y —2m |2,
11 |y 4 =2z ) T N0 =6 @ —4xy
11 |2y 11 2y
0 1 |awq—% | III+3I1 | 0 1 a4-%
0 -3 aw3—2xg | IVH6II | 0 0 —324a5+4a
0 6 xy—d4zs /7 N0 0 13224224

Das LGS hat die zwei Gleichungen z1 — 3z2 + 2x4 = 0, —(322/2) + 23+ 24 =0

14. Ist (z|y) = (x|yo + m1(x — z¢)) ein Punkt auf der ersten Geraden und (z|y) =
(Z|yo + ma(Z — x¢)) ein Punkt auf der zweiten Geraden, so wird der Winkel zwischen
den Geraden durch das Skalarprodukt ((x|y)—(xo|yo), (Z|7) — (x0|yo)) = 0 beschrieben.
Fiir diesen gilt

((zly) = (zolyo), (Z|7) — (wolyo)) = ((z — zo|m1(z — x0)), (T — xo|m2(T — 70)))
= (x — 20)(T — x0) + mima(z — x0)(T — x0)

= (.17 — xo)(fi — Cl?o)(l -+ mlmg)

Falls mimo = —1, so ist das Skalarprodukt gleich Null und die Geraden stehen senk-
recht aufeinander. Falls umgekehrt die Geraden senkrecht aufeinander stehen, so ist
das Skalarprodukt Null, d.h. es gilt (z — 2¢)(Z — z¢)(1 + myms) = 0. Man kann nun
zwei beliebige Punkte auf den beiden Geraden wéhlen, d.h. insbesondere Punkte mit
T # xg, T # xo. Dann muss aber 1 + miymsy = 0 gelten, d.h. mymy = —1.

15.

a) Im Fall n =5 ist der Maximalwert durch das Skalarprodukt

>=12+22+32+42+52:55

UL = W N =
U = W N~

und der Minimalwert durch das Skalarprodukt

>:1~5+2~4+3'3+4~2+5-1:34

U = W N =
=N W e Ot
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gegeben. Im Fall n = 6 ist der Maximalwert durch das Skalarprodukt

N R
=W N =

D Ot

>:12+22+32+42+52+62:91

D Ot

und der Minimalwert durch das Skalarprodukt

>:1-6+2-5+3~4+4-3+5-2+6-1:56

/\
GUs oo =
— N W A ot

gegeben.
b) Fiir beliebiges n € N ist der Maximalwert durch das Skalarprodukt

1

2 2
< : ) : >:12+22+...+(n_1>2+n2
(n—1) (n—1)

n n

nn+1)2n+1)

6
und der Minimalwert durch das Skalarprodukt
1 n
2 (n—1)
(n—1) 2
n 1

nn+1)(n+2)
6

gegeben. Im Haupttext = vgl. S. 312 wurde bereits beispielhaft erlautert, weshalb
der vollig gleichlaufige (bzw. der vollig gegenlaufige) Fall den Maximalwert (bzw.
den Minimalwert) ergibt. Hier soll noch eine kurze Begrindung gegeben werden,
weshalb dies auch allgemein so ist. Um die Darstellung einfach zu halten, wird
als linker Vektor im Skalarprodukt (1,2,3,...,n)T verwendet. Wir betrachten nun
einen beliebigen Vektor (ji,...,7,)7 dessen Komponenten nicht gleichliufig mit
(1,2,3,...,n)T sind. Das bedeutet, dass es wenigstens zwei Stellen ¢ < k gibt mit
Je > Jk. Das Skalarprodukt kann jetzt durch Vertauschen der Komponenten j, und
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Ji vergroflert werden:

1 7 1 J1 1 0

14 Je 14 Jk 14 Je — Jk
< N >—< S > < p : >:(l_k)(j€_jk)<0
k|| k jie k|| gk —de

n j'IL n ]TL n 0

Umgekehrt kann man durch Vertauschen von Komponenten, die nicht gegenléiuﬁg
sind, das Skalarprodukt verkleinern. Deshalb liefert der mit (1,2,...,n)T véllig

gleichlidufige Vektor (1,2,...,n)T (bzw. gegenliufige Vektor (n,n — ,1)T das
groBite (bzw. das kleinste) Skalarprodukt. Das gilt genau so, wenn man den Vektor
(1,...,n)T durch einen (Daten-)Vektor (z1,...,x,) mit x; < xo < -+ < ¥, ersetzt.

o n(n+1)(2n+1)

Die Formel fiir die gleichliufige Produktsumme 12 + 22 + - .. 4 n?
steht in jeder Formelsammlung, vgl. auch Satz 7.3 = vgl. S. 138. Die Formel fur die
gegenldufige Produktsumme bekommt man hieraus wie folgt:

Iln+2-n—-1)+-+n-1=1n+1-1)4+2n+1-2)+---+nn+1—n)

=(14+24+---+n)n+1)—12 =22 —... —p?
_ n(n+1) 1) — nin+1)2n+1)
2 6

~nn+1)B(n+1) —2n—1)
N 6

nn+1)(n+2)

6
Dabei wurde im zweiten Schritt die Summenformel 1 +2 +--- 4+ n = "(”TH) ver-

wendet, vgl. ebenfalls Satz 7.3 = vgl. S. 138.
16.

a) Esist (z,y) =4-74+3-24 =100 und ||z| = V42 + 32 =5, ||y|| = V72 + 242 = 25.
Damit folgt cos(¢) = (z,y)/(||z] - ||lyl|) = 24/(4 - 25) = 100/125 = 4/5. Z.B. mit
Taschenrechner bekommt man cos™1(4/5) ~ 0,644 (im Bogenmaf) bzw. ~ 36, 87°
(im Gradmaf).

b) (z,y) = -1 +3—-5+7 =4 und |z = /(-1)2+12+(-1)2+12 = 2 und
|yl = V12 + 32 + 52 + 72 = 24/21. Daraus cos(¢) = 4/(2-2v/21) = 1/y/21 =~ 0, 218.
Der Winkel ist dann ¢ = cos™!(1/v/21) ~ 1,35 im BogenmaR (bzw. ~ 77,39° im
Gradma$).

17. Orthogonal sind die Vektoren, wenn ihr Skalarprodukt Null ist, d.h.

6 t

0=< ftt , f% >:6t+3t2+2t2+1=5t2+6t+1:(t+1)(5t+1)
1 1

Losung ist t = —1 und t = —%.

18. Die Vektoren bl7) = Ha‘lj)II aV) fiir j = 1,...,n haben folgende Eigenschaften:
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Sie sind paarweise orthogonal: . ’
(b® pl)) = <Ha<1“|\a(1)’ ||a(1j)|| aly = —|\a<i>||-1||a<a‘>\| (a® a9)y =0 fiir i # j.

Sie haben euklidische Léange 1:

Hb(j)H = || ||a<1j)\|a(j)” = ||a<1j)|| ‘ Ha(j)” =1

Die Vektoren sind also paarweise orthonormal. Satz 12.11 =vgl. S. 314 stellt dann x € R”™
als LK von b, . .. 5™ dar:

z = (z,bM) . pM . (z, ™) . p()

1 1 1 1
lat] lat] latm] latm]]
1 1
- (z, a(1)> a4 <x,a(”)> ca™
latb]> latm]>
<£L‘,a(1)> (1) <x7a(n)> (n)
BRI R P R I

19.
Lost man den Betrag auf, so sind folgende zwei Ungleichungen zu zeigen:
1] el = llyll < llz =yl
Dazu [|z]| = [[(z —y) + yll < [lz — yll + [y
Bei der Ungleichung wurde die Dreiecksungleichung ausgenutzt.
Bringt man ||y|| auf die andere Seite, so folgt ||| — ||y|| < ||z — y]|-
2] lzll =yl = =llz =yl

Zwei Rechenwege:

— Analog zu 1.
1yl = Iy — ) + =[] < |ly — 2l + [l = [l =yl + |z, dh. [z —y] =
Iyl =[]l = =Cll=ll = [ly)

—  Zurickfiihrung auf 1.
Multipliziert 2. mit —1, so ist dquivalent: ||y — z|| < |ly|| — ||z||, was 1.

entspricht (z,y vertauscht).

20. Die Vektoren sind nicht eindeutig (insbesondere nicht hinsichtlich der Reihenfolge
der Komponenten)

3
[1] z.B. z = (4)
0

|zll2 = V32 + 422 + 02 = /25 = 5,
[zl = [3] + [4] + 0] =7,
2o = max{|3], 4], [0]} = 4

42
2] z.B. z = (0)
0
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]l = [42[ + [0] + |0] = 42,
|z]|2 = V422 4+ 02 + 02 = V422 =
||| o = max{]42], 0], [0]} = 42

21. Mit den jeweiligen Vektoren aV), ..., a("™), welche L aufspannen, lauten die m
Normalgleichungen

(@9, aNay + -+ (@D, ™), = (a9, 2)
fir j = 1,...,m und lassen sich mit der Gleichungsmatrix

(a® a®)y o (gD q(m) ‘<a(1),$>

(alm) aMy ... (q(m) q(m)y ‘ (alm) | z)

aufschreiben. Dieses LGS mit wird (z.B.) mit dem GEV gelost.

a) Hier liegt nur ein erzeugender Vektor a(t) = (1,5,2)7 vor; es gibt nur eine Normal-
gleichung: (a™®,aM)a; = (oM, z), also 30a; = —18, also a; = —2. Der gesuchte
Vektor ist —2(1,5,2)7 = (=3/5,-3,-6/5)".

b) Die Gleichungsmatrix lautet hier

_ 19| 9 19| 9
135 020 (5 199N (1 2 -2 (] |8
5019 -9 ) """ \135 21 )5\ 135 21 )~ T \o -2 22
5 ( 1 % ‘ _% ) 19 ( 10 ‘ 2 )
17 11— =17
— o1 -1 )50 1 -1
Der gesuchte Projektionsvektor ist z = 2-(—2,2,2,1)7—(0,3,1, -3)T = (—4,1,3,5)T.

c) Das Gleichungssystem lautet hier
—7 | =27t +1 1 I | %42 1 -2 | 242
<5 7| 7+0>;1< AR >II+7I< 46554;>456H
~7 19 | -19t—-14 J 5\ -7 19 | —19t—14 J " T 7 \ 0 4 4 ) A6,

7 7t
1 -1 242 rei (1 2
01 | —t S —t

Der gesuchte Projektionsvektor ist z = 2(—2, —1,0)T —#(3,1, =3)T = (=4—3t, —2—
t,3t)T

]

22. Die (einzige) Normalgleichung ist (a,a)a = (a,x), also a = 22;; = TIC;\QIQ Die
Projektion ist also z = ?I ”2> a.
23.

Stelle die Normalgleichungen auf und tiberfiihre sie in ZSF

00) OO BO)) 0
CHEEN ()

% x1 + 229 + :cg) 11;21 1 ‘ %(m + 2x5 + xs)
r1+ To — 23 ‘ %(21‘1 + x9 — 4x3)

~
12
[«
VR
[N R
L Wl
@)
W~ W~
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24.
a)

Lésungen zu den Ubungsaufgaben
115 (1 1 Har 4222+ 33)
0 1| 121 + 22 — 4a3)

NR: @1 + @2 — 23 — 2+ § (@1 + 222 + 23) = 321 + $22 — 323

I—i{/i’) 1 0 ‘ 1—14(.I‘1—|—4.7}2+5$3)
0 1| 3(2z1+ 22— 4das)
NR: {1 + 225 + 23) — 5 - £ (221 + 22 — da3) == a1 + 222 + o3
Die Projektion ist
21 1 1 %wl + %l’g — 13—4:103
=] = ﬁ(m1+4x2+5$3) 2 +%(2I1+1‘2—4J}3) 1| =1 2z43z,+1ag

_ _3 1 13
1 1 141‘1+7J)2+14l‘3

Sind p; und ps die mutmafBlichen kg-Preise fiir Bananen bzw. Orangen, und nimmt
man zusétzlich eine Pauschale py (Sympathiebonus und Sprachproblempauschale)
an, so sind beobachtete und erwartete Gesamtpreis-Vektoren

1 3 2 2,6
1 2 1 1,8
z(p)=po| 1| +p1|4]|+p2|0 y=127
1 1 1 1,7
1 2 1 1,8

zu vergleichen. Dabei werden die Bananen- bzw. Orangengewichte in Vektoren b =
(3,2,4,1,2)T und a = (2,1,0,1,1)7 gebiindelt. In diesem Ansatz kann man ggf.
auch die Pauschale weglassen, indem man py von vorneherein gleich Null setzt.
Man versucht nun, z(p) und y einander so gut wie moglich entsprechen zu lassen.
Mathematisch sucht man die Projektion z(p) des beobachteten Preisvektors auf
die von den Gewichtsvektoren b, a erzeugte Ebene (bzw. auf den von a,b und
1=(1,1,1,1,1)T erzeugten UVR des R®) .

Wir 16sen die Aufgabe einmal ohne und einmal mit Pauschale:
Zur Aufgabe ohne Pauschale gehoren die Normalgleichungen
(a,a)p1 + (a,b)p2 = (a,y) < 34py + 11ps = 27,5
<b7 a’>p1 + <ba b>p2 = <ba y) <~ 11]91 + 7292 = 10a 5
Losung ist p; =~ 0,65812, ps ~ 0,46581.
Im Ansatz mit Pauschale lauten die Normalgleichungen
<1= 1>p0 + <1> a>p1 + <17 b>p2 = <1>y> <~ 5p0 + 12p1 + 5]92 - 1076
<(1,, 1>p0 + <a7 a>p1 + <(1,, b>p2 = <(1,, y> <~ 12p0 + 34p1 + 11172 - 277 5
<b7 1>p0 + <b7 a’>p1 + <b7 b>p2 <b7 y> < 5po + 11py + 7p2 = 10,5
Losung ist po ~ 0,929787, p1 ~ 0,42766 und p, ~ 0, 16383

Im Modell ohne Pauschale miisste Hubert 1-p; +1-py = 0,65812+0,46581 ~ 1,12
agyptische Pfund veranschlagen. Im Modell mit Pauschale wéaren dies pg + 1 - p1 +
1-py =0,929787 + 0,42766 + 0,16383 ~ 1, 52 dgyptische Pfund.
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25. Die Normalgleichungen lauten in Matrixform

( g,j (x,1) ‘ (x,y) ) 1/(1,1) < (x,x) (x,1) ‘ (x,¥) ) I— (x,1)II
(x
(1

) > (171> ‘ <17y> _— <1,X>/TL 1 ‘ <1’y>/n _—

( x) = (L,x)?/n 0| <XaY><17Y><Xa1>/”>
s X)/n 1 (Ly)/n

Die einzelnen Eintrdge werden nun vereinfacht:
x) = @i+t a:%
Y) =21y + o+ Ty
x)=(x,1)=x1+ - +x, =nT

Ly)=yi+- +yn=ny

Die Normalgleichungen werden dann zu

[T

(x,
(x,
(1,
{

(22 + -+ 22 —nzHa=z191 + + TpYn — NITY
Ta+b=7
Also:

q = Tt Tnyn—nty

2 ... 22 _ 72
zi+-xy —nT

b=y —azx
26.
a) Gesucht sind a, b, c € R derart, dass

a-22+b-2+c¢ 4 2 1 88
a-22+b-2+c¢ 4 2 1 95
a-182+b-18+¢ 324 18 1 ;2
a-342+b-34+c 1156 34 1 20
2
s sesd B ol BTE BN BRI R
a-2124+b-21+c¢ 441 21 1 ;g
a-252+b-25+¢ 625 25 1 2
a-3924+b-39+¢ 1521 39 1 21
a-3324+b-33+¢ 1089 33 1 23

einen moglichst geringen (euklidischen) Abstand haben. Es ist also die Projektion
des rechts stehenden Preisvektors y auf den von den drei Vektoren 2, z(2) 1 er-
zeugten UVR gesucht. Die Normalgleichungen werden mit Hilfe der wechselseitigen
Skalarprodukte der erzeugenden Vektoren untereinander bzw. mit dem Preisvektor
aufgestellt. Die zugehorige Gleichungsmatrix wird in ZSF tiberfithrt (auch moglich
mit Standard-Schultaschenrechnern):

(@M, 2M) (2 @) (21 1) | (20, y) 8225604 242118 7392 | 232089
(@@, 20) (2@ 2@) (2@ 1) | (2P )y) | = | 242118 7392 240 | 7871
(1,20)  (1,2®) (@11 | 1y 7392 240 10| 447

1 0 0 0,0764101
— [ 0 1 0 —4,78033
0 0 1 102946

Als Losung stellt sich die quadratische Funktion f(z) = 0,07641012% — 4, 78022z +
102,946 dar.
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b) Funktion und Daten in einem Schaubild:
y
80|
60

40l

20[

Man erkennt den Scheitelpunkt der Parabel etwas oberhalb von = = 30 (z =~ 32, 76).
Oberhalb davon steigt die Funktion zur Erklarung des Preises wieder an, d.h. nach
einer anfanglichen Phase des Wertverlusts nimmt der Wagentyp als Oldtimer wieder
an Wert zu.

27.Wenn sich z als LK z = apa™ +- - -+ ana™ von aV | ..., o™ darstellen lisst, ist
x schon die Projektion von z auf Span(a,...,a(™)), denn dann ist der euklidische
Abstand zwischen x und einer (speziellen) LK von a®, ..., a™ schon gleich Null, was

nicht verbessert werden kann. Dann aber miissen sich die Koeffizienten auch aus den
zugehorigen Normalgleichungen ergeben.

Kapitel 13
1.
7
D (50 )y = (G = ()
o (D)= (e ) - )
I I | B e R DRSS B (RS

1
vgl. Kapitel 2, Losung zu Aufgabe 15 = vgl. S. 155

2. BEs wird jeweils der Vektor Ae¥) fiir j = 1,2, 3 bestimmt und das Ergebnis zu einer
Matrix zusammengesetzt.

(000016 -()
(0606160 -)
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1 1 0 0 0 0 1 0 0\ /a1 o
c) A(o) = (0),A(1) = (1),A<0) = (O).Probe: (0 1 0) (xg) = ( T2 )
0 t 0 0 1 1 t 0 1 T3 x3 + trq

3. Es gibt zwei Moglichkeiten zu priifen, ob es eine solche Matrix gibt:

[1] Wenn es eine solche Matrix gibt, muss sie als Spalten die Bilder der Einheitsvek-
toren haben. Die zugehorige Matrix wird aufgestellt und es wird gepriift, ob sie
die angegebene Zuordnung darstellt (diese Vorgehensweise entspricht derjenigen
der vorigen Aufgabe). Diese Vorgehensweise ist am effizientesten, wenn man schon
vermutet, dass die Matrix existiert.

[2] Es werden die Eigenschaften L1. und L2. gepriift. Sind diese erfiillt, so muss es eine
Matrix geben und diese bildet sich dann aus den Bildern der Einheitsvektoren. Diese
Vorgehensweise ist am effizientesten, wenn man schon eine (begriindete) Vermutung
hat, welche der Eigenschaften L1. und L2. verletzt ist.

) ()= ()3 ) = (1)

Also A = G ! > und es gilt G 11) <$1> - <$1 +x2>- Die angegebene Matrix A

—1 T2 T — To
erfiillt also die Forderung.

b) Die Bedingung L2. ist verletzt, z.B. gilt f((1,1)T) = (
(4,1)T. Gleichzeitig ist (2,2)T = 2(1,1)T und 2f((1,1)7
(4,1)T. Es gibt also keine solche Matrix A.

Alternative Rechnung:
F((1L,00T) = (1,—=1)T und £((0,1)T)) = (1,0)T. Die gesuchte Matrix miisste dann

A= (1 1) sein. Fir diese gilt aber (1 1)(901) = <x1+m2> + <x1+m2>.
-1 0 -1 0 X9 —T1 J)Q*l

Es gibt also keine solche Matrix.

2,007, und f((2,2)T) =
) = 2(270)T = (4’O)T 7£

c) Die Bedingung L1. ist verletzt. Beispielsweise gilt
- S0, 1, 1)7) + £((0,2,1)T) = (0, ) + (0,4)" = (0,5)"
- f((0,3,2)T) = (0,9/2)7.

Wiirde L1. gelten, miissten beide Ergebnisse iibereinstimmen. Es gibt also keine
solche Matrix.

Die alternative Rechnung ist hier gar nicht durchfiihrbar, weil man z.B. gar nicht
f((1,0,0)T) berechnen kann (Division durch Null). Schon dies deutet an, dass
es zu f keine Matrix gibt. Die Funktion hat in Wahrheit gar nicht den Defi-
nitionsbereich R™, wie von der Aufgabenstellung suggeriert. Die Bedingung L2.
fla(xy, 20, 23)T) = af ((x1, 22, 23)T) ist hier auf dem Definitionsbereich von f und
fiir av # 0 erfillt.

4.
T 17 —22 27 7 -1 -10

a) o r ]| 22029 =36 omdef, | s -1 11 ),
27  —36 45 9 3 —12

1 —4

1 -1 1 4 -1
( 9 —21 ) . det, ( 410 28 ) Dl ( 275 52 )
9 -18
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b)
5.

a)

b)

c)

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

(—7,8,—9)T, —33,39,194, 2% + 2y + 322

S.A:(

1 3 2 4

Q-A= 110 10 5 3|, 1. und 3. Zeile verdndern sich nicht, 2faches der 3. zur 2.
4 2 1 0

Zeile addieren.

4
3
1

=N N
\C N e> e
S W oo

) , 1. Zeile wird verdoppelt, 2. und 3. Zeile verdandern sich nicht.

1 3 2 4
P-A= (4 2 1 0) , 1. Zeile verandert sich nicht, 2. und 3. Zeile werden vertauscht.
2 6 3 3

2 6 4 8

S-(Q-(P-A) = (8 14 7 6) , Erst Vertauschung der zweiten und dritten Zeile,
2 6 3 3

dann Addition des zweifachen der (neuen) dritten Zeile zur zweiten Zeile, zum

Schluss Verdoppelung der 1. Zeile.

Durch Matrixmultiplikation mit derartigen Elementarmatrizen kann man also ele-
mentare Zeilenumformungen darstellen. Die Umformungen an der Ausgangsmatrix
konnen von rechts nach links aus den Elementarmatrizen abgelesen werden.

4 2 1

und B =
1 3 0

Stellt man die Zusammenhénge mit den Matrizen A = <

3 1
14 14
0 3 | dar,soergibt sich die gesuchte Matrix zu C = A-B mit C = ( 3 10 ) .
2 4

Das bedeutet, dass man zur Herstellung von P; 14 Bauteile T7; und 3 von 75 beno-
tigt etc.

Mit den Rohstoffpreisen ¢; = 2 und g2 = 3 rechnet man (q1,¢2) - C = (37, 58), also
Einkaufskosten von 37 fiir P, und 58 fir Ps.

C-(10,5)T = (210,80)%. Es werden also 210 bzw. 80 Stiick der Bauteile benétigt.

7. Die Matrix wird jeweils rechts um die Einheitsmatrix erginzt und in ZSF iiberfiihrt.
Falls in der ZSF links die Einheitsmatrix steht, liest man rechts die inverse Matrix ab.

7 8 9100 -1 2 30 01 1 -2 =300 -1
4 01 0 | I«IIr |4 56010 -I|45 6 010
-1 23001/ 7\7 89100/ \78 9 100
1 -2 =30 0 -1 1 -2 =300 -1
T+ (—4)1 ‘ 1 18‘ 14
e nr | 0818 01 4 o1 ¥Blo L 4 | 1r-2201
- _— _
T 7 \N0 22 30 107 02 3 1 0 7
1 -2 =3 (00 -1 1 -2 =30 0 -1
0 1 18 ‘ 0 1 4 13 II7 0 1 18 ‘ 0 1 4 I + 3111
1736 ‘ 17322 ? ‘—*9_? 1 ‘ 13 E 1731 IT - %I]I
00 51 -8 5 o0 1 T 3 2/
1 1 1
1 -2 0/ -8 1 -3 100 -4 1 -4
01 03 =51 I+21 | 0 1 0 3 =5 1
_—
AR IREE S
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1 2 3/100 12 3 1 00

2 3 4 IIIII_—QBII -1 -2 -2 1 0 | —II
35 7/0 - %, -1 -2 -3 0 1)~
12 3 1 0 0 1231 0 0
01 2 2 -1 0 |mr—-1rf{o1 22 -10
0 -1 -2 =30 1/)77\000 -1 -1 1

Die Einheitsmatrix kann links nicht erzeugt werden, deshalb ist die Ausgangsmatrix
nicht invertierbar.

-2 31 100 112‘01011+21
1 1.2 010 | I«Il| -231 1 Joe
_
5 2 -1,0 0 1 52 =100 1) " 7,
11 2 (01 0 11 2 01
05 5 12 o ftrlor 1 L 2 o mr+sn
0 -3 =110 =5 1/~ "\0 -3 -11. 0 =5 1/~
112 \? Lo 1 11 2\? Lo I oomrr
o1 1 2z o) -ifrrfoa11/t 2 o0 oo
00 s 3 2/ \oo g b 1)U
AR T 100 -5 § 3
o1 o0 & -3 1 I-11 1o 4 -3 1
00 1[5 % -3 001/ -5 % —3
11101000 11 1 01 000
11010100 )| II-T 00 -11-1100 e v
10110010 | III-110-10 1 -1010 """,
01110001/~ 7\o1 1 10 001
11 1 01 000 111 0/1 000
001 1 10 001 | o 011 10 001 |
0O -1 0 1 -1o0o1o|—""foo1 2 -101 1 [ """,
00 -1 1 -1100 00 -1 1 -1 100
11101 000 11101 000
01 1. 1.0 00 1|, 01110 001 II—1v
0012 -1011 30012 -1 0 1 1 |III-21V
0003 -2111 oo0oo01 -2t L)/
11101 0 0 0 11002 2 -1 -1
0110§§§§11H(0100§§§§ o
ootvrot 24+ LI )pg-mgrloo1o t -2 L L )7 77,
0001 23 4 b/ o001 24 1}
tooor LoL
0100 1 boCz
0010 d g
ORI I
10 20 0
10A = [20 60 30| stellt die Materialverflechtungsmatrix dar, wenn die Rohstof-
0 30 50
fe mit Bezug auf je 10 Industriepaletten Luftschlangen der drei Typen angegeben
3.2 0
werden soll. A4+ B = |2 9 3 | hat keine 6konomische Interpretation im Aufga-
0 3 10
5 14 6

benkontext, ebenso nicht A% = |14 49 33 |. Das Produkt von A und B stellt die
6 33 34
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Materialverflechtungsmatrix fiir den Fall der farbintensiveren Luftschlangen dar

2 6 0
(Produktmengen jeweils wieder eine Industriepalette. Es ist AB = (4 18 15).

0 9 25
21 —-10 6
Weiter ist A~ = (—10 5 —3) . Weil A die Zuordnung der Produkte zu den be-
6 -3 2

notigten Rohstoffen beschreibt und invertierbar ist, lassen sich die Rohstoffe auch
eindeutig den Produkten zuordnen. Dies leistet A~!. Zu beachten ist aber, dass
nicht jede Rohstoffkombination y € R? zu einer dkonomisch sinnvollen Produkt-
kombination A~1y fithrt (z.B. nicht y = (1,0,0)7).
b) Es ist
(AB)C = (AB)(B™'A ™) = A(BB WA ' = AA ' = AA™ = I3
also ist O = B~'A~! die inverse Matrix zu AB .

1 0 0

9. AB = (a+b 2a+3b+ 1 4a+2b+§>. Wenn A = B! sein soll, so muss AB die
0 0 1

Einheitsmatrix sein. Vergleicht man die mittlere Zeile von AB mit derjenigen der

Einheitsmatrix so ergeben sich drei Gleichungen in a,b, die sich — zum Gliick — zu

a= _717 b= 3 l6sen lassen. Man konnte natiirlich auch die Matrix B invertieren und
dann ¢ und b ablesen
10.

a) det@ f):2-1—3-7:—19

3 2 3
b) det |2 7 2):3-7-9+2-2-9+2-11-3—9-7-3—2-2-9—11-2-3:0
9 11 9
1 2 2
c) det |4 3 7):1~3-1+2.7-1+4~4.2—1.3-2—4.2.1—4-7-1:7
1 4 1
d) det ) FP -t —t =t 7 =27 =t
i 2 100 3 8 10 4 8 8 4 )
e) det | 0 =1-det 2 0 o0]+3-det|7 2 0] =1(-8)+3-(288-280) = 16
78 9 8 9 4 7T 8 4

f) Im ersten Schrltt wird die erste Zeile zu den anderen addiert, dadurch &ndert sich
die Determinante nicht. Im néchsten Schritt wird nach der ersten Spalte entwi-
ckelt, wobei eine 3 x 3-Determinante iibrig bleibt. Diese wird dann nach der dritten
Zeile entwickelt (ist weniger aufwendig als die Sarrus-Regel). Insgesamt lauten die

Umformungen:
-a —a a a —a —a a a
b—a a—b 2a
det | @ 0 TP 0 —ge| 0 bre b 2 =(—a)det [ —a—b a+b 2a
a —b b a 0 —a—b a+b 2a
0 2a 0
a a a —a 0 0 2a 0

(=2 )det( o 2“)—( a)(—2a)(2a)(b— a — (—a — b))

—a—0b 2a
(—2a)(2a)(2b) = 8a3b
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11. Die Matrix wird durch Zeilenumformungen so lange umgeformt, bis man durch
Entwicklung nach der ersten Spalte die Determinante ablesen kann. Dabei verdndert
sich die Determinante nur durch Multiplikations- und Vertauschungsschritte. Dies wird
jeweils dokumentiert (Notation wie im Buch = vgl. S. 342)

Zunichst wird aus der j-ten Zeile jeweils der gemeinsame Faktor a;/z; abgespalten,
g=1,...,4:

aj(ar—1
1(12 ) aias aias aiaq (a1—1)

— az as a4
1 T1T2 Z173 Z1T4 T1TQTITY x T2 xrs3 T4
aza; az(az—1) azas axas alagasag a (a2=1) as as
ToT1 zé T3 Ty i 1 To z3 Ta
asai asas as(az—1) azaq ala\z—a3a4 a1 az (az—1) ag
3T xr3x2 & Tr3xT4 A ToToxA T To T3 T4
asay asap asas ag(ag—1) | THTETS ay az ag (aa—1)
4T Taxo TaT3 wi T1 Z2 T3 Z4
Da die Determinante sich durch Transposition der Matrix nicht dndert, diirfen analog
auch die gemeinsamen Faktoren x4, ..., x4 aus der ersten bis vierten Spalte abgespalten
werden:
(01—1> as as a
z1 ( ﬁl) i ﬁ ap—1 as as a4
ai la2—1) as aq
T To T3 T4 x1x2_37\3x4 a az — 1 as a4
ar az (az—1) a4 T a as as — 1 ay
T To 3 T4 Tiawgegwy
ar ay ag (aa—1) aq as as ag — 1
T xTo xr3 Tq

Ebenso diirfen jetzt Additionsschritte auf Spalten ausgefiithrt werden. Es werden die
zweite, dritte und vierte Spalte nacheinander auf die erste Spalte addiert, dabei &ndert
sich die Determinante nicht:

a1 — 1 a2 as ay a1 +as+az+ag—1 a2 as ay
ai as — 1 as a4 N a1 +as+az+as—1 as—1 as ay
ai as az — 1 a4 T ar+as+agz+ag — 1 as az — 1 a4
a as as as — 1 a1+ as +asz+ag — 1 as as ag — 1

Schlielliche subtrahiert man die erste Zeile von der zweiten, dritten und vierten, ohne
dass sich die Determinante &ndert:

a1 +as+az+ag—1 as as ay a1 +as+az+as—1 as a3 ay
a1 +as+az+as—1 as—1 as ay N 0 -1 0 0
ar+as+az+ag —1 as az — 1 ay T 0 0 -1 0
ar+as +asz+ag — 1 as as ag — 1 0 0 0 -1

Die zuletzt gewonnene Matrix hat obere Dreiecksform, ihre Determinante ist
(a1 + az + a3+ as — 1)(=1)° =1 — (a1 + az + a3 + a4)

Die Ausgangsmatrix hat dann als Determinante diesen Ausdruck, multipliziert mit den
Umbkehrfaktoren (die an den Zeilen- und Spaltenumformungen jeweils unten notiert
wurden, die gesuchte Determinante ist also

l—ay —as—as —ay a1a9a304
T1X2X3T4 T1T2X3T4

12. Es gilt laut Aufgabenstellung: Zeile = Sitzordnung fiir einen Tag. Somit betragt
die Zeilensumme fiir jede Zeile 142+3+4+5+6+7 = 28 (Die Summanden treten alle
auf, nur deren Reihenfolge steht nicht fest). Addiert man nun auf die erste Spalte alle
anderen Spalten auf, so erhalt man die Matrix

28 a1p a1z aia a1y Q16 G17
28 az2 G23 G4 Q25 G26 A27
28 az2 az3 az4 G35 G366 a37
28 a4 Q43 Q44 Qa5 Q46 Q47
28 as2 as3 as4 G55 G566 A57
28 ag2 a3 Gs4 G655 Ge6  A6,7
28 arp ar3 ara ars arge arz
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Die Determinante verdndert sich dabei nicht. Jetzt zieht man die erste Zeile von allen
anderen Zeilen ab, und erhélt eine Matrix der Form:

28 aip ai3 a4 ais aie ALy
* * * * * *

[=eloleloNe)

* EEE

*
*
*
*
*

EEE A
EEE S A

*
*
*
*
*

* X X X *x

die x-Eintrage stehen fiir beliebige, natiirlich nicht notwendigerweise gleiche, Eintrage,
welche aber (Differenzen ganzer Zahlen) wiederum ganze Zahlen sind. Die Determi-
nante der Matrix &dndert sich wiederum nicht. Die Determinante dieser Matrix ist
nun aber wegen der Entwicklungsformel ein ganzzahlig Vielfaches von 28 (denn die
Determinante der Rest-x-Matrix ist eine Summe von Produkten ganzer Zahlen, also
wiederum eine ganze Zahl — tibrigens ist auch 0 eine mogliche Losung). Daher kann
ein Sitzplan in Form einer Matrix mit det(A) = 7 nicht erreicht werden.

13.
=4 =4 T
a) (I1> = det (det (‘) 3>/det <1 3>,det <1 ‘))/det (1 3)) = (_5/2>
s 5 4 2 4 2 5 2 4 5/2
) 13 3 5 3 3 15 3 13 5\\ ~5/2
b) (2] =1/det |2 4 6| [det{5 4 6|, det{2 5 6|, det|2 4 5 = | 52
s 79 1 5 9 1 75 1 79 5 0
1 t -t 1 to—t 1 t ot o1 b\
¢) (@] =1/det |+ ¢ 1||det{o ¢ 1|, det|—¢ o 1]|det|— ¢ 0
T3 1 —t t t —t t 1 t t 1 —t t

14. Es wird jeweils das charakteristische Polynom und dann dessen Nullstellen berech-
net. Diese sind dann die Eigenwerte der Matrix.

a) det <1/\ 2

2 3- A) = A2 — 4\ — 1. Nullstellen sind A\; =2+ /5

2—A 1 0
b) det( 1 1-x 0 ):(1—/\)det<2;)‘ liA>:(1—/\)(>\2—3)\+1)
0 0 1-A

Nullstellen sind A\ = 1 und A3 3 = % + %\/5

A 11 “A+3 1 1 1
1 —x 1 . “A+3 =X 1 1
c) det 1 1 =X 1 = det “A+3 1 =) 1
1 1 1 = “A+3 1 1 =X
~A+3 1 1 1
0 -1 0 0
= det =(3=N\)(—=1-=M\)3.
0 a1 o ( )( )
0 0 0 -1

Nullstellen sind A\{ = 3 und Ay = —1
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15.

a) Es muss jeweils gelten Az = Ax. Weil A und = bekannt sind, kann man daraus A
gewinnen:

(i ;><;> - (:) =4(;), also \ = 4

1 2 0\ /4 20 4
— (2 4 0)(8):(40):5(8),a180)\:5
11 1/ \3 15 3

b) Es ist jeweils ein Basisvektor zu Kern(A — AI) zu bestimmen und so zu skalieren
(mit einem Skalar zu multiplizieren), dass die vorgegebene Komponente passt, Dazu
wird die Matrix A — A in ZSF iberfiihrt:

e ()= ) ()

Basisvektor ist a( 3 ) Damit die erste Komponente passt, muss a = 2 ge-

nommen werden, das ergibt den Eigenvektor x = (6, —2)7

3+2 3 3 5 3
- A—(—2)13:(1 1+2 1):<1 3 1)1*9[[( )
-3 -3 -3+2 -3 -3 -1
3
1
0

13 -1 13 -1 1
II—51
HI+53] 0 —12 8 —5II | 0 1 =2 | III—6II | 0
0 6 — \N0 6 —4 /) 7\o0

1 0 1
( 1 % Eigenvektor ist a(1, %, —1)T mit a # 0. Der gesuchte Eigen-
0 0

vektor erglbt sich mit o = 9 zu (9, -6, —9)T

c) Der gesuchte Eigenvektor hat die Form z = (1,2,¢)7. Also sind t € R, A € R
gesucht mit A(1,2,t)T = (A, 2\, t\)T, d.h.

A 3 3 3 1 9+ 3t
2 | = | 2 1 -1 2 = 4—t
tA -6 -6 —6 t —18 — 6t

Vergleicht man die ersten beiden Komponenten, so muss gelten: A = 9 + 3t,2\ =
4 —t. Eindeutige Losung ist t = —2, A = 3. Auch die dritte Gleichung tA\ = —18 — 6t
passt zu dieser Festlegung. Es ist also A = 3, x = (1,2, —2)7.

Ein ebenfalls moglicher, aber langerer Losungsweg besteht darin, zunéchst alle Ei-
genwerte der Matrix zu bestimmen. Das sind hier —5, 0 und 3. Zu jedem dieser
Eigenwerte wird nun der allgemeine Eigenvektor bestimmt. Das sind (z.B.) die Vek-
toren a(—3,2,6)T, a(2,—3,1)T und a(—1,—2,2)T. Nur in einem der Fille, nimlich
fiir A = 3, kann man diesen Eigenvektor durch Festlegung von « an das in der Auf-
gabenstellung vorgegebene Muster anpassen.

d) Die einfachste Losung ist hier A = I3, denn es gilt I3z = z = 1 -z fiir alle z € R3,
also insbesondere fiir den Vektor in der Aufgabenstellung. Andere Matrizen zu
finden, ist etwas miihseliger. Eine Moglichkeit besteht darin, mit Hilfe von x eine
Matrix mit Rang 1 zu konstruieren, indem man x so mit sich selber multipliziert,
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dass dabei eine Matrix entsteht: Die Matrix

1 1-1 1.2 1-(-2) 1 2 -2
B:xmt:(Z)(l,Z,—Q):( 2.1 2.2 2.(~2) ):(2 4 —4)
—2 (=2)- 1 (=2)-2 (-2)-(-2) —2 4 4

hat die Eigenschaft
Br = (za¥)z = x(z¥z) = ||z*2 = 92

Multipliziert man B mit %, dann erhalt man die Matrix

1 /9  2/9 —2/9
A=-B= ( 2/9  4/9 —4/9)
9 29 —4/9  4/9

welche den vorgegebenen Eigenwert 1 hat:

1 1
A:r:§B1::§9x:x

Eine Matrix mit Rang 2, welche die geforderte Eigenschaft hat, konnte man er-
halten, indem man einen weiteren Vektor y € R3, y # 0, findet, der orthogonal
zu z ist, z.B. y = (2,2,3)T. Dann ist C = A + ayy” mit beliebigem a # 0 eine
Rang-2-Matrix mit der geforderten Eigenschaft, denn

Cr=(A+ayyD)e = Az + a(yy" )z = Az + a(y'z)y = Ax

denn y"z = 0, weil y und x orthogonal sind. Mit einem dritten Vektor z € R3,
z # 0, der orthogonal zu = und y ist (fiir den oben angegebenen Vektor y wire
das z.B. z = (—10,7,2)T), ergibt sich dann jede Matrix D = A + ayy? + BzzT als
Rang-3-Matrix mit der geforderten Eigenschaft.

16. det(A — X)) = 2 — (t+ DA+ 2 + ¢

Mogliche Nullstellen in A sind A\; o = % + \/# —t2 —t = % + \/%,

wobei der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen nichtnegativ sein muss.

Daher hat die Matrix einen Eigenwert fiirt =t; = —1und t = t5 = %, zwei Eigenwerte
fiir t €] — 1, [ und fiir andere Werte von ¢ keinen Eigenwert

17. det(A — XI) = A2 — (a + )\ + ac — b?

Nullstellen sind A; = %€ + \/% —ac+b? = e+ (aﬁ4c)2 P2

Der Ausdruck unter der Wurzel ist nie kleiner als Null, also hat die Matrix wenigstens
einen reellen Eigenwert.

10
18. Die Matrix (; i) hat die Eigenwerte A\; = 3 bzw. A2 = —1 mit normierten

Eigenvektoren z(1) = \/Li (1) und z(?) = %(T) Setze diese zu einer Matrix M =

% G _11> zusammen. Dann gilt
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(1 2) 10 _ M(310 0 >MT _ 1(1 —1) (59049 0)( 1 1) _ (29525 29524>

2 1 0 (=1t 2\1 1 0 1/\-1 1 29524 29525

19. Das charakteristische Polynom hat die Form p(\) = det(4 — AI) = (a — A)(¢c —
A) —b% = A2 —(a+c)A+det(A). Sind A1, A2 die Eigenwerte der Matrix (wir wissen aus
einer vorigen Aufgabe, dass es einen reellen Eigenwert gibt, so dass es auch noch einen
weiteren geben muss, wobei diese ggf. iibereinstimmen), so muss das charakteristische
Polynom die Linearform p(A) = (A — A1)(A — X2) = A2 — (A1 + A2)X + A1 X2 haben.
Durch Koeffizientenvergleich aus den beiden Darstellungen folgt, dass a + ¢ = A1 + As.
Zudem - aber das ist in der Aufgabe nicht gefragt - gilt auch A\ Ay = det(A).

20. Die Definitheit wird (moglichst) mit den drei verschiedenen Kriterien gepriift. Es
geniigt allerdings immer, nur eines der drei Kriterien nachzurechnen:

a) A ist positiv definit, wie alle drei Kriterien iibereinstimmend bestétigen:

al) Determinantenkriterium: Hauptunterdeterminanten von A sind 42 > 0 und
42 -17 > 0.

a2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom von A ist (A —42)(A —17)
und hat die positiven Eigenwerte 42 und 17.

a3) Definition der Definitheit: Fiir alle d = (dy,d2)? € R? mit d # 0 ist (d, Ad) =
4242 + 17d2 > 0.

b) B ist indefinit:

bl) Determinantenkriterium: Hauptunterdeterminanten sind —1 < O und (—1)(—3)—
2-2=—1<0. Wegen dieses letzten Hauptminors kann B nicht definit sein.

b2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom hat die Form (—1—\)(—3—
A) —4 = A2 + 4\ — 1. Die Nullstellen (und damit Eigenwerte von B) sind

—% + i + 1 und haben wechselndes Vorzeichen.
b3) Definition der Definitheit: Fiir alle d = (dy,d2)T € R? ist (d, Bd) = —d? +

4d1d2 - 3d% = —(d% - 4d1d2) - 3d% = —(d1 - 2d2)2 + d% Fuar d = (1,0)T ist
dieser Wert kleiner als Null, fiir d = (0,1)7 ist dieser Wert gréfier als Null.

c) C ist negativ definit:

cl) Determinantenkriterium: Hauptminoren sind —2 < 0 und (—2)(=5) — 32 =
1>0.

c2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom lautet (=2 —A)(=5—\) —

9 = A2+ 7A+1. Nullstellen (und damit Eigenwerte von C) sind —Z +,/22 —
Beide sind kleiner als Null.

c3) Definition der Definitheit: Fiir alle d = (d1,d2)? € R? mit d # 0 ist (d, Cd) =
—2d2 + 6d1dy — 5d3 = —2(d} — 3d1dz) — 5d3 = —2(dy — 3d2)? + (3 —5)d2 < 0

d) D ist indefinit
dl) geméaf Definition der Definitheit

x Fird= @ gilt (d, Dd) =2 > 0

« Pird= @ gilt (d, Dd) = —2 < 0
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Deshalb ist D indefinit.
d2) mit Determinantenkriterium
x  erster Hauptminor: det(Dy) =2 >0
x  zweiter Hauptminor: det(Dy) = det(D) =2 (—2) — (=3)? = -13 <0

Weil der zweite Hauptminor < 0 ist, ist H indefinit (es hétte gereicht, diesen
Hauptminor zu berechnen)

d3) mit Eigenwertkriterium:
«  charakteristisches Polynom: p(\) = det <2__3)‘ _2_3 )\) =(2-N)(-2—-\)—
(=3)2=X-13
x  Die Eigenwerte sind die Nullstellen von p, also A = ++/13.
x  Weil die Vorzeichen der Eigenwerte verschieden sind, ist D indefinit.

E ist negativ definit:

el) Determinantenkriterium: Hauptminoren sind —4 < 0 (deshalb kann E hochs-
tens noch negativ definit oder negativ semidefinit sein), (—4)(—6)—42 =8 > 0
(es bleibt bei den obigen Alternativen) und (—4)(—6)(—1)+2-(4-2-(-1)) —
(—1)2(—6) — 4%(—1) —2%(—4) = -2 <0

e2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom ist det(E — \l3) = (—4 —
AN (=6=X)(=1=X)+2-(4-2:(=1)) = (=1)2(=6—N)) =42 (=1 -X\)—22(—4—-)\) =
—2 — 13X — 11)%2 — \3. Seine Nullstellen (die Eigenwerte von E lassen sich nur
noch numerisch berechnen. Mit einem Schultaschenrechner z.B. ergeben sich
die Eigenwerte A\ &~ —9,67812, \o =~ —1,14073, A\3 =~ —0, 181158, alle < 0.

e3) Definition der Definitheit: Bei mehr als zwei Zeilen/Spalten fiihrt das Verfah-
ren im Allgemeinen nur noch in Ausnahmeféllen mit iiberschaubarem Aufwand
zum Ziel, weil die quadratische Ergénzung hier nicht mehr so effizient durch-
gefithrt werden kann.

F' ist indefinit:

f1) Determinantenkriterium: Hauptminoren sind 3 > 0 (d.h. die Matrix konnte
héchstens noch positiv definit oder positiv semidefinit sein), 32 — 22 =5 > 0
(es bleibt bei der Eingrenzung) und det(F) = 32-5+2-(2(—4)(-2)) —3(-2)? —
22.5—(—4)?.3=177—-80 = —3 < 0 (damit wird positiv definit und positiv
semidefinit ausgeschlossen).

f2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom ist det(F — \l3) = —3 —
15X + 1122 — A3 und hat die (numerisch berechenbaren) Eigenwerte \; ~
—0,176728 < 0, Ao &~ 1,81284 > 0, A3 =~ 9, 36389 > 0 mit wechselnden Vorzei-
chen.

f3) Definition der Definitheit: Ist auch hier zu aufwéindig.
G ist positiv semidefinit.

gl) gemaf Definition der Definitheit:

d1 1 0 1 d1 dl dl + d3
* <d2>, (0 0 0) (dg) = (dg), ( 0 ) = dy(dy + ds3) + ds(d; +
d3 1 0 1 dg d3 dl + d3
+
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x  Also ist H positiv semidefinit.

0 1 0 1 0
x  H ist nicht positiv definit, z.B. gilt 1], 0 o0ff1 =0
0 1 0 1 0

g2) mit Determinantenkriterium: det(G;) =1 > 0, det(G2) = 0, det(G3) = 0.

Weil Hauptminoren = 0 vorkommen, ist mit dem Determinantenkriterium
keine Entscheidung moglich.

g3) mit Eigenwertkriterium

1-XA 0 1
«  charakteristisches Polynom: p(\) = det( 0 -x 0 ) = (=N)((1 -
1 0 1—-2X\

A2 1) = —A2(A—2)

«  Eigenwerte sind also A = 0 (doppelte Nullstelle) und A =2 > 0.
(Hinweis: dies ist ein Beispiel einer quadratischen Matrix, die nur zwei
Eigenwerte hat. Fiir A = 0 gibt es zwei L.u. Erzeugendenvektoren!)

x  Weil alle Eigenwerte > 0 sind, ist G positiv semidefinit.

21. Es werden wieder alle drei Kriterien herangezogen (zur Losung der Aufgabe reicht
aber einer der drei Rechenwege):

Priifung mit dem Determinantenkriterium: Hauptminoren sind a und 4a — 4a® =
4a(1—a). Die Matrix ist positiv definit genau dann, wenn alle Hauptminoren grofier
als Null sind, d.h. fiir a > 0 und (1 —a) > 0, d.h. fiir 0 < a < 1.

Priifung mit dem Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom ist det(A —
ML) = (a—A)(4—A) —4a? = A2 — (4 + a)\ + 4a — 4a®. Nullstellen sind ¢ +

(4+a)? 2 _ 4+a 16+8a+a2—16a+16a2 __ 4+a 16—8a+17a2 __ 4+a

\/T da +4a* = ==+ 1 =5 E 1 =5
(4—a)?+16a? . . s .
1 Diese beiden Nullstellen haben genau dann positives Vorzeichen,

wenn 4 + a > /(4 — a)? + 16a, d.h. es folgt zumindest a > —4 und weiter dann
(4+a)? > (4—a)?+16a® & 16a > 16a? < a(l — a) > 0. Das fiithrt zu 0 < a < 1.

Priifung mit Definition: Es ist ((dy,d2)T, A(d1,d2)?) = ad? + 4a?didy + 4d3 =
CL(d% + 4ad1d2) + 4d% = a(d1 + 2d2>2 — 4ad% + 4d% = a(d1 + 2d2)2 + 4(1 — a)d%
Dieser Term ist genau dann fiir alle (dy,ds)? gréfer als Null, wenn a > 0 (sonst
kann die Summe wegen des ersten Summanden negativ werden, z.B. fir d = (1,0))

und a < 1 (sonst kann die Summe wegen des zweiten Summanden negativ werden,
z.B. fiir d = (—2,1)T). Also ist A fiir 0 < a < 1 positiv definit.

22. Zunichst wird jeweils die pauschale Definitheit gepriift:
a) Zweiter Hauptminor ist 1-2 — (=3)%2 = —7 < 0. H ist also indefinit.
b) Gleiche Matrix wie in der vorigen Teilaufgabe, also indefinit.

c) Erster Haupminor ist 1 > 0. Die Matrix kann also hochstens positiv semidefinit
oder positiv definit oder indefinit sein. Zweiter Hauptminor ist ¢ — 9. Fiir ¢ > 9
ist der Wert t — 9 > 0, also H positiv definit. Fiir ¢ = 9 ist ¢t — 9 = 0, nach dem
erweiterten Determinantenkriterium ist H also positiv semidefinit. Fiir ¢ < 9 ist
t —9 <0, also ist H indefinit.
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d) Zweiter Hauptminor ist 0-1 — (=3)? = —9 < 0. H ist also indefinit.
e) Zweiter Hauptminor ist 0-1 — 12 = —1 < 0. H ist also indefinit.
f) Zweiter Hauptminor ist (=5) -1 — 0% = —5 < 0. H ist also indefinit.

Die Definitheit unter Nebenbedingungen wird jeweils mit beiden vorgestellten M&g-
lichkeiten gelost:

Es wird jeweils eine Basis von Gx = 0 berechnet — dazu wird G in ZSF iiberfiihrt
und die Basis wie in Satz 12.7 = vgl. S. 308 schematisch bestimmt — und zu einer Ma-
trix A zusammengesetzt. Die Matrix A7 HA wird dann auf (pauschale) Definitheit
untersucht.

0
Es wird die gerdnderte Hesse-Matrix , d.h. die Blockmatrix R = < o I(-_]; )

aufgestellt. Wenn alle Hauptminoren zu einer Zeilen- und Spaltenzahl grofler als
2r (r Zeilenzahl von G) das Vorzeichen (—1)" haben, ist H positiv definit unter
Gz = 0.

a) Erster Rechenweg:

G = (1 2) liegt in ZSF vor. Basis ist (f). Dann ist

ATHA = (=2 1) (13 23> (f) — (<2 1) (85 ) = (18)

Diese Matrix ist positiv definit, also ist H positiv definit unter Gz = 0. Hauptmi-
noren miissen zur Zeilenzahl > 2 berechnet werden, also nur die Determinante von
R. Diese ist

0 1 2
Zweiter Rechenweg: R = (1 1 —3). Es muss nur die Determinante von R be-
2 -3 2

rechnet werden, sie lautet —6 < 0, hat also genau das Vorzeichen (—1). H ist also
positiv definit unter Gx = 0.

b) Erster Rechenweg:

G(1 -2) liegt in ZSF vor. Basis ist (i) Dann ist

atra=c oY J)(0)=e 0(}) =9

Diese Matrix ist negativ definit, also ist H negativ definit unter Gx = 0.

Zweiter Rechenweg: Hier rechnen wir nach, dass —H positiv definit ist, betrachten
0 1 =2

also also: R = ( 1 -1 3 ) . Die Determinante ist —6 < 0, d.h. (wie in der vorigen
-2 3 =2

Teilaufgabe) ist —H positiv definit unter Gz = 0. Das bedeutet, dass H negativ

definit ist unter Gz = 0.

c) Erster Rechenweg:
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_3
G = (5 3) hat die ZSF (1 £). Basis ist ( 15 ) Dann ist
T : 1 =3\ /-2 ‘ 18
ata= 3 (Y J)(7) = (7)) =@
Diese Matrix ist positiv definit fir ¢ > —g—g, positiv (und negativ) semidefinit
fir t = —% und negativ definit fir ¢ < —%. Entsprechend ist dann auch das

Definitheitsverhalten von H unter Gz = 0.

Zweiter Rechenweg: Wir priifen H auf positive Definitheit. Die gerédnderte Hesse-

0 5 3
Matrix ist R = (5 1 3) und wieder ist nur die Determinante zu berechnen,
3 -3 t

sie lautet —99 — 25¢ = —(99 + 25t). Fiir ¢ > —352 ist dieser Wert negativ, also ist
H dann positiv definit unter Gz = 0. Wenn wir die gerdnderte Hesse-Matrix mit
—H bilden, so ergibt sich die Determinante entsprechend zu 99 + 25¢ und dieser
Wert ist negativ fiir t < —%. —H ist dann positiv definit, d.h. H ist negativ definit
unter Gz = 0. Beachten Sie, dass der Fall t = % so nicht gelost werden kann, weil
Nulldeterminanten in der Regel keine hinreichenden Bedingungen fiir Definitheit
liefern, = vgl. S. 357 im Buch.

Erster Rechenweg;:

1
G:53
2 0 -1

1/2

_1 3
72>, Basis ist (—7/6) bzw. (—7) (wegen des
6 1 6

leichteren Rechnens). Dann ist

0 -3 2\ /3 33
ATHA= (3 -1 o) (—3 1 1) (—7) (3 -7 6) (—10) = (307)
2 1 4/ \6 23

Diese Matrix ist positiv definit, also ist H positiv definit unter Ga = 0.

) hat die ZSF (1 0
0 1

0 O 5 3 1
0 O 2 0 -1

Zweiter Rechenweg: R = |5 2 0 -3 2 [. Wegen r = 2 muss nur die kom-
3 0 -3 1 1

1 -1 2 1 4
plette Determinante berechnet werden, was man durch Zeilenumformungen leisten
kann.

00 5 3 1 00 5 3 1 00 5 3 1
00 2 0 -1 00 2 0 -1 [yg[00 2 0o -1
52 0 -32 [=]0o7 -10 -8 18 =]07 -10 -8 -18
30 -3 1 1 03 -9 -2 -11 %01 -3 -2 -u
1 -1 2 1 4 1 -1 2 1 4 1 -1 2 1 4
00 5 3 1
00 2 0 -1
=]l00 11 -1 =
o1 -3 -2 -4
112 1 4
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5 3 1 5 3 1
Daher ist det(R) =3-1-(—1)-det |2 0o -1]=det{ 2 0o -1]=307>0
1 -2 2 -33 10 -23

(die Faktoren 1 und —1 kommen vom zweimaligen Entwickeln nach der ersten
Spalte). Da dieser Wert dasselbe Vorzeichen hat wie (—1)" = (—=1)2 =1 > 0, ist H
positiv definit unter Ga = 0.

Erster Rechenweg:

—3/5 ~1/5 -3 -1
G:(531)hatZSF(1§é).Basisist(1),(0>bzw.(5),(0)
0 1 0 5

(des leichteren Rechnens wegen). Dann ist
ATHA= (7 3) (? 1 1) (‘5’ ) (23 (5 i) (7 2)
- o/ \o 5 - 2 -1 -

1 1
Die berechnete Matrix hat Hauptminoren —5 < 0 und 250 > 0, sie ist also negativ
definit. Daher ist auch H negativ definit unter Gz = 0.

Zweiter Rechenweg: Man priift, dass —H positiv definit ist unter Gz = 0. Es ist

05 3 1 05 3 1 05 3 1

R:5—1—1é054—11£054—1
3 -1 -1 -1 lo2 2 —1|%2lo0o1 1 -1
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
o0 -2 I

NEEEEE

o1 1 -4
1 -1 -1 0

und hat Determinante det(R) = (—2) det < j > = —1 < 0. AuBlerdem ist noch

der Hauptminor det(R3) zu berechnen:

0 5 3
det(|5 0o -1
3 -1 -1

Also ist —H positiv definit und H negativ definit unter Go = 0.

-5<0

Erster Rechenweg;:

~1/2 ~1/2 ~1 ~1
11
G=(>""1 Dnatzsr (! ° 2 2) Basisist | ° ) O | baw. | ° , 0
21 11 01 0 0 1 0 2 0
0 1 0 2
(um des einfacheren Rechnens willen). Dann ist

-5 0 -3 2 -1 -1 -1 9
ATH A = -1 0 2 0 0 1 0 1 0 0 _ -1 0 2 0 0 2 _ 11
-1 0 0 2/{-3 0 1 -1 2 0 -1 0 0 2 5 1 13

2 1 2 0 2 6 2

Die berechnete Matrix hat Hauptminoren 11 > 0 und 36 > 0, sie ist also positiv
definit. Daher ist auch H positiv definit unter Gx = 0.
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Zweiter Rechenweg: Zunéchst wird die Determinante der 5xb-Hauptuntermatrix
von R berechnet:

002 01 002 01 000 011
002 11 002 11 000 1 11
2 2 50 -3 |=]001 0 -5 =001 0 -5
010 10 010 10 010 10
11 -3 0 1 11 -3 0 1 11 -3 0 1
mit Determinante det(R5) = 11 > 0 und
002 01 1 002 0 1 1 002 0 1 1
002 11 1 002 1 1 1 002 1 1 1
2 2 50 32| _]l0oo0 -9 -2 -1 -2 |[=1]oo0o -9 2 -1 -2
010 10 1| Jo1o0o 1 0 1 1100 -5 -1 2 2
11 -3 01 4 00 -5 -1 2 2 010 1 0
112 1 -1 2 112 1 -1 2 112 1 -1
002 0 1 1 000 -2 ¢ ¢
002 1 1 1 oo0oo0o ¢ ¢ 2
5100 -9 2 -1 2 |_[oo0oo0o -1 -2 =
S ]loo0o1 t -2 2|7 foo1 Ll -2 -2
010 1 0 1 0101 o0 1
112 1 -1 2 1121 -1 2
000 -2 2 2 00 00 11 13
ooo0o 2 2 2 0000 —12 -15
S looo1 23 28 [_[0o0o0 1 23 28
Sysfoonr -2 2T oo 2 -2
0101 0 1 0101 0 1
1121 -1 2 1121 -1 2

11 13
—-12 -15
Hauptminoren sind positiv, daher ist H unter Gz = 0 positiv definit.

nntdm(R):(—&)-0—&-(—%)-Q—U-l-(—l)-lwk%( )::9:>O.dee

23.
80 20 15
1
a) A:==1] 10 65 5
10 15 80
L 45 45,75%
b) Ags| 30 | = | 25.25%
25 29,00%
6750 3125 2500 s
- [
c) A=t | 1500 4500 875 | =| & & I
7 19 53
1750 2375 6625 0 80 80
L 45 46,00%
2 _
A5l 30| = | 22,44

25 31,56%
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d) Die Marktaufteilung édndert sich nicht, wenn Ax = v & Az—I3x =0 & (A—1I3)z =

0 Man bestimme also einen Vektor z € Kern(A — I3) mit z1 + a9 + 23 =

(Marktanteile!)

1 1 3

5 5 20

A-I=| % -3
L 3 1

10 20 5

D.h. 2z =)\(5,2,4)T = 2= (

24.

5
11

1
10 -2
, Zeilenstufenform: 0 1 _%
0O 0 O
2 A)T
110 11

a) Aus den Output-Input-Gleichungen folgt fiir die Leontief-Inverse

7 1 1

X 2 1 1 6 —io —io
- _ _ 1 3 2

I-A' =243 |esg-a=-+ & -2
2 3 4 S B

7 1 1 3 1 1

10 10 10 10 10 10

—J — _1 3 _2 = 1 2 2

S A=1 5 5 5 5 5 5
1 _2 3 1 2 2

5 5 5 5 5 5

b) Produktiv ist das Leontief-Modell fiir x, wenn y = (I—A)z nur nichtnegative Eintra-
ge hat, von denen wenigstens einer positiv ist. Weil die Leontief-Inverse aber bereits
bekannt ist, kann man fiir jeden beliebigen Output-Vektor y einen Input-Vektor x
mittels z = (I — A)~'y berechnen. Dieser muss lediglich noch die Produktionsre-
striktionen erfiillen, d.h. darf die Produktionskapazitdten der drei Anbieter nicht
iibersteigen. Beispielsweise sind solche Produktionsvektoren

DN NN
N P

W B R W s -

10
0
0

(

2y +  ys +  yv
2y + 4y; + 3yv
2y + 3y; + 4dyv

0
0
200

Das LOP hat die Form yg + y5 + yv = max fiir Ye,Ys,yy > 0 unter den NB

0

<
<
<

|
|

200 2 11 0 200
= (200), 2 4 3 (200) = (800)
200 2 3 4 0 600
200 2 11 50 200
(600), 2 4 3 (50) = (450)
800 9 3 4 50 450

200
1000
1000

Mit den bekannten Umformungen (Max-Problem in Min-Problem, drei Schlupfva-
riablen) lasst sich das Starttableau der Phase 2 direkt ablesen (Bland-Regel ange-

wendet)
-1 —-1 -1 0 0 0| x x/f
0 1 1 1 0 0 200 100
0 2 4 3 0 1 01000 500
0 2 3 4 0 0 1 1000 500
1 1 1 00 0 0
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Folgetableau ist

-1 -1 -1 0 0 O X x/f
-1 38 b 0 0 100 200
o 0 3 2 -1 1 0 80 =0
0O 0 2 3 -1 0 1| 80 400

0O 4+ 3 -3 0 0] —100

Schliefllich das Schlusstableau

-1 -1 -1 0 0 0| x x/f
-1 2 1 1 1 0 0 200
0 -6 0 -1 -4 1 0 200
0 -4 0 1 -3 0 1| 400

-1 0 0 -1 0 0 —200

Wiirde man gleich die zweite Spalte in die Basis gehen lassen, so wére das Verfahren
bereits nach einem Schritt mit dem angegebenen Schlusstableau beendet. Nach
Streichen der Schlupfvariablen und Riickkehr ins Max-Problem ergibt sich:

Der maximale Export betrigt 200 Megawatt und wird ausschliellich durch JELLO
erbracht (yg = 0,y; = 200, yy = 0). Hierzu gehort schlieflich die Produktion

rg = 2yp + w5 + yv = 200

ry = 2yE + 4yJ + 3yv = 800

ry = 2yE + 3yJ + 4yv = 600
Kapitel 14

1.
a) D; schraffiert von links nach rechts: Dy mit ¢t = 1,2,0, —1, Dy mit ¢t = 1,2,0, —1:

- o

1 0 1 2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2

aans|

2
1
4 o
1
2

2 2
1 1
717 771
2 2

Lo
Nk o ko

Lo
Nk o ko
Lo
S bk o ko
o
L
Lo
Sk o ko

Ly ErTTTrTTT

Ld d 2 Bt
2 2

o Bt d
e

10 1 2 2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 10 1 2

b) Kreis: D; mit ¢ = 1; Ellipse: Dy mit t = 1 und ¢ = 2; Polytop: Dy mit t = 0 und Ds.
c) konvex sind Iy mit ¢ = 1,2,0 und Ds.

Im Webauftritt finden Sie zwei mit GeoGebra erzeugte Applets, welche die Mengen
skizzieren. Fiir D; konnen Sie dort auch die Konvexitédt mit geeigneten Verbindungsli-
nien priifen.

2.

a) f setzt sich additiv aus Monomen vom Grad 1 (der letzte Summand) und 2 (die
ersten beiden Summanden) zusammen. f ist also definitionsgeméfl ein Polynom
zweiten Grades und daher auch eine quadratische Funktion. Fiir ¢ = 0 entféllt der
lineare Term und alle Summanden sind Monome vom Grad 2. Dann handelt es sich
bei f um eine quadratische Form. Sind andererseits a = b = 0, so liegt nur ein
linearer Term vor; dann ist f eine lineare Funktion.
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Man schreibe f(z,y) = y(2?> —1)/(z+1) = y(z +1)(z — 1)/(z — 1). Fiir x # 1 darf
man kiirzen und erhalt f(z,y) = zy+y. Die Funktion ldsst sich auf diese Art stetig
erginzen, das Ergebnis ist ein Polynom von Grad 2, also eine quadratische Form.
Weil die Summanden nicht beide denselben Grad haben, handelt es sich nicht um
eine quadratische Form.

Fiir t = 0 gilt f(z,y) = 2¥ = 2! (bzw. f(z,y) = (#¥)° = 1. Beides sind Polynome
und lineare Funktionen die zweite Funktion ist gleichzeitig konstante Funktion. Fiir
t # 0 handelt es sich in beiden Féllen nicht um ein Polynom.

Sei (2, yn) eine Folge mit lim, o (Tn,y,) = (3,2), d.h. lim, oz, = 3 und
lim,, 00 ¥ = 2. Dann gilt lim,, — oo f (2, yn) = lim, oo 22 +y, —1 =324+2—-1=
10. Dieser Grenzwert ergibt sich unabhéngig von der Wahl der konvergenten Folge,
d.h. es ist lim(g 4 (3,2) f(2,y) = 10 = f(3,2). f ist also auch stetig in (3,2).

Man nutzt aus: h : [0;00[— R, h(t) = \/t ist eine stetige Funktion, d.h. fiir jedes

to > 0 und jede Folge (t,)nen in [0; 00[ mit tlirrtl gilt lim /%, = VIim, .o t, =
n=10 n— oo

Vio.

Es sei jetzt (z,, yn ) eine Folge mit lim,,_, o (2, yn) = (1, 3) (d.h. konvergenten Kom-
ponentenfolgen wie in der vorangegangenen Teilaufgabe) derart, dass 142x,, —y,, >

0. Dann ist lim,, o0 f(Zn, yn) = lim, o0 /1 + 22, — yp, = \/limnﬁoo(l + 2%, — Yn)
= /0 = 0. Der Grenzwert ist weiter unabhéngig von der Wahl dieser Punktfolge,
also gilt auch lim, ) (1,3) f(2,y) = 0 = f(1,3). f ist also auch stetig in (1,3).

Der Ausdruck z/y ist Quotient der stetigen Koordinatenfunktionen (z,y) — x
und (z,y) — y. Wenn t # 0, so ist gemafl Regel [2] des Merksatzes auf Seite 373 in
(t,2t) stetig. Der Funktionsgrenzwert stimmt dann mit dem Funktionswert tiberein:

m gy )00 /Yy = /2t = %

Fir t = 0 ist schon der Funktionswert f(0,0) nicht erkldrt, die Funktion kann
dort auch nicht stetig sein. Aulerdem kann die Folge (x,, /yn )nen je nach Wahl der
Nullfolgen (x,)nen und (¥ )nen durchaus variierende Grenzwerte haben oder sogar
gar nicht konvergieren:

-  zB.z, =1/n,y, = 1/n. Dann ist =, /y, = 1 konvergent mit Grenzwert 1.
- zB.z,=1/ny, = —1/n. z,/y, = —1 ist konvergent mit Grenzwert —1.
—  2.B. 2, =1/n,y, = 1/n% Dann ist x,,/y, = n divergent.

Daher existiert der Grenzwert lim, ,_,(0,0) /y nicht.

Dass in der Definitionsliicke (0, 0) ein Ausnahmeverhalten vorliegt, kann man auch
am Konturdiagramm der Funktion erkennen:

1.0f

0
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4.

a) Wenn (z,y) auf der Niveaulinie N, (c) liegt, so gilt 22y = ¢, d.h. zy = ¢/2, d.h. (z,y)
liegt auf der Niveaulinie N¢(c/2). Umgekehrt liegt jeder Punkt (z,y) € N¢(c/2)
auch schon in Ny(c). Es gilt also Ny (c) = Nf(c/2).

b) Ist (z,y) ein Punkt auf Nj(c), so gilt z(y + 1) = c. Fir den Punkt (z,y') =
(x,y+1) = (z,y)+(0,1) gilt also zy’ = ¢, d.h. (x,y") € Ns(c) Der Punkt (x,y’) geht
aus (z,y) durch eine Vertikalverschiebung nach oben hervor. Umgekehrt geht (z,y)
aus (z,y’) durch eine Vertikalverschiebung nach unten hervor. Jede Niveaulinie
von h entsteht also aus einer Niveaulinie von f durch Vertikalverschiebung um 1
Einheit.

c) Wie in der vorangegangenen Aufgabe gilt: (z,y) € Ny (¢) < (z,y)+(—1,1) € Ns(c).
Jede c-Niveaulinie von u entsteht also durch Verschiebung um 1 Einheit nach rechts
und 1 Einheit nach unten aus der c-Niveaulinie von f.

5. Man berechnet lim, ,o In(az? + (1 — a)y?)'/P).

Aufgrund des Logarithmengesetzes In(a®) = In(a) - x ldsst sich der Ausdruck dann
namlich als Produkt eines Logarithmus und von 1/p schreiben, also als Quotient, in
dessen Nenner p auftritt. Das ergibt also
In(az? 4+ (1 — a)yP)

p
Zahler und Nenner haben fiir p — 0 jeweils den Grenzwert 0 und sind differenzierbar.
Man darf daher die L’Hospital’sche Regel ([?7 7], Seite 154) anwenden, nach der man
Zahler und Nenner durch ihre Ableitungen nach p ersetzen darf:

aln(z)r?+(1—a) In(y)y”
arP+(1—a)yP

In((az? + (1 = a)y?)/?) =

lim, o In(az? 4+ (1 — a)yP) im0
P 1

Den Grenzwert fir p — 0 darf man jetzt aber durch Einsetzen von p = 0 bilden (der

Ausdruck ist stetig in p). Das ergibt schlieflich aln(z) + (1 — ) In(y) = In(z*y'~).

Insgesamt folgt also

In(az? + (1 — a)yP)
p

Nun darf man beide Seiten exponenzieren (wodurch der Logarithmus jeweils entféllt),
und die Grenzwertaussage iibertragt sich:

limy,o((a? + (1 = a)y?)'/?) = (z2y' ).

6.

a) Im Spezialfall ist f(z,y) = min(z,y). Fir (z,y) > 0 gilt min(z, y) = ¢ genau dann,
wenn entweder x = ¢ und y > ¢ oder y = ¢ und x > c¢. Die ¢-Niveaulinie setzt sich
also aus den Geradenstiicken {(c,t) : ¢ > ¢} und {(¢,¢) : t > ¢} zusammen. Das
ergibt gemafl Aufgabenstellung die folgenden Iso-Quanten:
Lo

lim,, o In((ax? + (1 — a)y?)'/P) = = In(z®y'=®).

0.8;

0.6

0.4

0.2

0.0: ‘ ‘ ‘ ‘ J
00 02 04 06 08 1.0
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b) Sind z,y die Faktoreinsatzmengen, und nimmt man an, dass je Einheit des Produk-
tes a Einheiten des ersten und b Einheiten des zweiten Faktors benotigt werden, so
entspricht x/a und y/b der herstellbaren Menge des Produktes, wobei aber immer
nur die kleinere dieser beiden Produktmengen realisiert werden kann. Ein Uber-
schuss im anderen Produktionsfaktor ist nicht ausnutzbar.

c¢) Fiir A > 0ist f(Az, Ay) = cmin (22, %)T = ¢(Amin (%, 4))" = cA"min (£, %)) =
A" f(x,y). [ ist also positiv homogen vom Grad r.

a) f(x, \y)(Az)? + Axdy = N\ (22 + 2y) = A2 f(z,y), also ist f homogen vom Grad 2.

b) Man erkennt schon an den unterschiedlichen Graden der Monome im Funktions-
term, dass f inhomogen ist. Eine Moglichkeit, die Inhomogenitéit exakt nachzuwei-
sen besteht darin, anhand von Beispielrechnungen zwei verschiedene Werte fiir den
Homogenitéatsgrad herzuleiten; dieser Widerspruch ist dann nicht auflosbar.

—  f(1,1,1) =3 und f(2,2,2) = 10 = 2"f(1,1,1) = 3 - 2. Danach ist 2" = 10/3.
—  f(4,4,4) =34=2". f(2,2,2) = 2" - 10. Danach ist 2" = 34/10.
o) fAz, Ay) = (A\2)(Ay)/((Ax)? + (Ay)?) = Nay/(N(2® + ) = ay/(2? + y*) =

f(x,y) = AV f(z,y). f ist also homogen vom Grad 0. Nachfragefunktionen kénnten
solch ein Verhalten haben.

d) Hier ist der Ausdruck unter der Wurzel inhomogen, was sich auf die Funktion
iibertragt. Ware f homogen vom Grad r, dann wére g(x,y) = xy + 2 homogen vom
Grad 2r. Aber g(1,1) = 2,9(2,2) = 6,9(4,4) = 20 bedeutet 2(2r) = 6/2 = 20/6,
was nicht losbar ist.

e) Fiir A € Rist f(Az, \y) = max((Az)2, (\x)(\y)) = max(\222, \22y) = A2 max(z,y) =
A2 f(x,y). f ist also homogen vom Grad 2. Der positive Faktor A\? darf aus dem
Maximum-Ausdruck herausgezogen werden.

f) Fir A € Rist f(\zr, \y) = 1/((A2)? + (M\)?) = 1/(A?) (22 +9?) = \721 /(2 +y?) =
A\=2f(x,y). f ist also homogen vom Grad —2.

8. Nach Logarithmieren erhélt man die Gleichungen
aln(z) + Bln(y) = In(u),yIn(x) + dIn(y) = In(v)

also ein lineares Gleichungssystem der Form aX + Y = R, v X +0Y = S mit X =
In(z),Y =In(y), R = In(u), S = In(V). Die Losung dieses LGS nach der Cramer’schen
Regel ist X = 98=85 'y — 29298 "qingesetzt also:

ad—pBvy’ ad—Ly
In(z) = %W — ]n((u6v—ﬁ)rlm) -y = (u5v_5)w$+6v
In(y) = %}}Yn(u) = 1n((u_'yvo‘)rlﬁv) =y = (u—’vva)ﬁ

Es soll hier auch die direkte Losung des linearen Gleichungssystems aX + Y = R,
X + Y = S ohne die Cramer’sche Regel besprochen werden:

_ By _ R
St e | LT BT BT
Y = v Ty

Es folgt Y = 755:35 = ‘Zé‘g:gﬁ Die Losung fiir X erhilt man, wenn man im Glei-

chungssystem nicht X sondern Y eliminiert.
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aX +8Y =R aX+Y =

_ 6R-BS
Es folgt X = o5

9. Es wird zunéachst angenommen, dass f homogen ist, d.h. es ein » € R gibt, so dass
fir alle x,y > 0 und A > 0 gilt: f(A\x, \y) = \" f(z,y).

Setzt man speziell z = y = 1, so ergibt sich hieraus die Gleichung f(A, A) = A" f(1,1).
Dabei ist f(1,1) =7 und f(A,A) = 3-AS%A" +4-A3A5 7" = 3A5*HP AP, Es gilt also
3A30TOATZ =0 = 7. \Tfiir alle A > 0, d.h. nach Division durch \"

AsTO-r ATz b = 7

d.h. der Ausdruck ist konstant in z. Das ist aber nur moglich, wenn die Exponenten
Null sind (siehe hierzu Abschnitt 8.5, Seite 213, Aufgabe 31). Das bedeutet 3a+b—r=
0= ——b T. Addlert man r auf belden Selten SO folgt zat+b=1r=5 —b Glelchsetzen
uber"r’erglbt a—i—b— 5 —b& a—|—2b— = <:>4a+24b—7

Damit ist gezeigt: Falls f homogen ist, so gllt da+24b =17

Umgekehrt gelte diese Gleichung und es wird gezeigt, dass f dann homogen ist. Es
gelte also 4a +24b =7 a = % — 6b. Demnach lautet die Funktion
flwy) = 3-a3% +4.2iy5"
= 3-$%(z*6b)y +4. ;piy%*b
= 3.1;12 2bb-|—4 $4y3 —b

und die beiden Summanden sind CD-Funktionen mit Homogenitatsgraden

7 7

T _9+b = L

S 12 , also ist auch f homogen vom Grad r = 5 — b.
4 + 3 b = 12 b

Denn sind f, g homogen vom Grad r, dann auch f + g, denn

fQAz, Ay) + g\, Ay) = X' f(2,y) + Ng(z,y) = N (f(z,y) + 9(z,9))
10.

o(yx o(yx
a) (y)_ya = y und (y) :y‘y:m:x
y==x
i) d i)
b) (g:/tm) =y %;/f) = —y/2% und (géw) . _ —y/m2|y .= —2?/2? = —1
¢) Aufpassen! Erst ableiten, dann einsetzen. W = 1], _,, = 1. Wer hier

zZ = Z0

falschlich 0 herausbekommt, hat erst z = zy eingesetzt und dann abgeleitet.

d) Man schreibt z¥ = exp(y In(z)). Die Ableitung berechnet sich dann jeweils mit der
Kettenregel, wobei die Exponentialfunktion sich selbst als Ableitung hat:

d1) %Lmy _ 8(exp(g;n($))) =exp(yln(z)) - y/z =¥ -y/z=2v" 1y
d2) % = Heenta) — exp(yin(a)) - In(x) = 27 - In(a)

11.
a) Es wird die Kettenregel [1] angewendet auf h(t) = v/t mit h'(t) = ﬁ Die innere
Funktion (z,y) — 1+ 22?2 — 3y? hat Differential (Gradient) (4x, —6y). Dann gilt:

4
Date) =20 =3) - (1) = s (1)
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b)

Dies ist eine reine Fleiaufgabe, bei der Summenregel und fiir die Summanden
Ketten- und Faktorregel anzuwenden sind. Die partiellen Ableitungen lauten

bl) 2w — vy 1 4 cos(zy) 1 —1- /1442

b2) —afg;’y) = —2ye” Y + cos(z +y) —axy/y/1+y?
Setzt man diese zu einem Vektor zusammen, so bekommt man den gesuchten Gra-
dienten.

Schreibe f(x,y,2) = zln(y) — x1n(z), dann lassen sich die partiellen Ableitungen
leichter berechnen:

cl) Zf(z,y,2) =n(y) — In(z) = In(y/2)

2) g f(y,2)=x/y—0=z/y

c3) % (x,y,2) =—x-1/z

Alle drei partiellen Ableitungen werden mit der Produkt- und Kettenregel be-

stimmt:

dl) 2 f(x,y,z) = S0 |y (g2 (y 4 2) = SRV 4 () 4 2 In(ayz)

oz TYz

d2) a%f(:c,y, z) = W + (z 4 2) In(xyz)

d3) g f(w,y,2) = " 4 (2 4 y) In(zy2)

Die Berechnungsweise ist in allen drei Féllen gleich, weil die Argumente von f
beliebig miteinander vertauscht werden kénnen.

Mit Umformung f(z,y,2) = In(z + 2) + In(e**™3Y) = In(z + 2) + 2z + 3y gilt

o of_ _ 142042z
Bw_x+z+2_ T4z
_ of _
8y_3
. 9f _ 1
0z = x+z

Zur Ableitung wird das Exponential mit Hilfe der Logarithmusfunktion umgestellt:
f(z,y,2) = exp(In(x)¥). Dann lassen sich die partiellen Ableitungen mit Ketten-
und Faktorregel bzw. den Ableitungen von Logarithmus und Kehrwertfunktion be-
stimmen:

f) 2 (e, 2) = exp(in(e)y/=) L = v/ - y/(x2)
£2) (%f(:r,y, z) = a¥/% . 1In(x)/z

£3) 5 f(2,y,2) =2¥/% - (~In(zx)y/z?)

12. Die Funktion lautet G(p,q) = —14p? — 3¢* + 3pq + 2396p + 1197¢ — 120030. Thre
partiellen Ableitungen sind

13.

a)

2-G(p,q) = —28p + 3¢ + 2396
5-G(p,q) = —6¢ + 3p + 1197

Die Funktion f(z,y) = zy hat den Gradienten Vf(z,y) = (y,z)’. Die partielle
Ableitung nach z ist also unabhéingig von x, die partielle Ableitung nach y ist
unabhéngig von y. Die Funktion ist aber nicht konstant. Also ist die Aussage falsch.
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b) Richtig muss die Aussage heiflen:
»~Wenn alle partiellen Ableitungen konstante Funktionen sind, dann ist f linear®.

Mit dem Gegenbeispiel kommt man vielleicht recht schnell auf diese Formulierung,
dass diese aber wirklich richtig ist (und es fehlt auch noch eine ,Kleinigkeit* wie
sich gleich herausstellt), ist recht mithsam zu begriinden und sei hier fiir Funktionen
von zwei Variablen z,y ausgefiihrt — das Argument kann auf Funktionen mit mehr
Variablen iibertragen werden.

Wenn der Gradient von f konstant ist, hat er also die Form V f(z,y) = (a,b)T mit
festen a,b € R. Dann ist die Funktion g(z,y) = f(x,y) — ax — by differenzierbar mit
Differential (Gradient) (0,0)7". Die partiellen Ableitungen von g sind also konstante
Funktionen.

Daher ist die Funktion = — g(x,y) und die Funktion y — g(z,y) bei jeweils fest-
gehaltener anderer Variable konstant. Verdndert man also nur der Wert einer der
Variablen im Argument, so bleibt der Funktionswert von g gleich. Sind aber nun
(z1,y1) und (x2,y2) zwei beliebige Punkte im Definitionsbereich D, so kann man
beide in zwei Schritten ineinander tiberfiihren; es gilt

9(1317y1) = 9(531,292) = 9(11727y2)

Also ist auch g eine konstante Funktion. Es gibt daher ein ¢ € R mit g(x,y) = ¢ fir
alle (z,y) € D, d.h. aber f(z,y) = g(x,y) + ax + by = ¢ + ax + by. Das bedeutet,
dass f eine lineare Funktion ist.

Achtung: Diese Argumentation ist nicht fiir jeden Definitionsbereich D richtig,
stimmt aber zumindest fiir die im 6konomischen Kontext meist verwendeten Qua-
der. In anderen Definitionsbereichen muss man voraussetzen konnen, dass man zwei
Punkte (z1,y1) und (z2,y2) durch eine Folge von Schritten, bei denen sich immer
nur eine Variable verdndert, so ineinander {iberfithren kann, dass die Verbindungs-
linie ganz in D liegt — solche Definitionsbereiche nennt man zusammenhéngend.
Ganz exakt wiirde daher die richtige Aussage lauten: , Eine differenzierbare Funk-
tion mit zusammenhangendem Definitionsbereich, deren partielle Ableitungen kon-
stante Funktionen sind, ist linear®.

Wenn der Definitionsbereich nicht zusammenhéngend ist, ldsst sich (leicht) eine
Funktion konstruieren, fiir die die Aussage falsch ist, beispielsweise D =]0; 1[2U]2; 32

f.- . 1 2
und f(z,y) = {O ir (2,y) €)051] . Die Funktion hat auf den beiden Teilberei-

1 fiir (x,y) €]2;3[
chen jeweils das konstante Differential (0,0)7, ist aber nicht linear.

14. Die Funktion hat das Differential bzw. den Gradienten D f(z,y) = (2x,3y?/2)T.
In (4,—-2)T gilt f(4,—2) =12 und Df(4,—2) = (8,6)7.
Die Linearisierung hat daher die Form g(z,y) = f(4, —2)+(Df(4,2), (x—4,y—(-2))T),
also hier g(z,y) =12+ 8(z —4) +6(y +2) =8x + 6y — 8
15.

u hat die partiellen Ableitungen:

- g—g =1-e¥T3 4 (x4 2) 22T = 2273V . (1 + 22 + 22)

— G =02 4 3z 2)e? T = 32T (g o 2)
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_ %:1.e2w+3y+<x+z>.0:€2m+3y
1(0,0,3) = (0 + 3)e?030 =3
VU(0,0,3) = (7|9|1) = (a1|a2|a3)

Linearisierung:
h(0+AL, 0+A,,3+A,) =u(0,0,3)+a1A; +asAy+asA, =3+TA, +9A,+ A,

16.

Berechnung der partiellen Ableitungen in (0]|0) (eigentlich nicht nétig, weil sie in
Form des Differentials in der Aufgabenstellung gegeben sind):

_ h2+02 : 1
8 flg% Fr0)=7(0.0) }ILIE%) ( )S;n(h2+°2) = %ii%hsin(l/hz) =0, analog
9f —
Ay

Uberpriifung, dass f in (0]|0) total differenzierbar ist: Es seien x,,,1, Folgen mit
lim z, = lim y, = 0. Dann ist

n— o0 n— oo 5 5
(x5 +yy) sin( =)
nyyn) 070 —-D 070 n_D 070 n ZTL+ . — 1 1
f (@ yn)— £ )\/xlzfiyz Jon—Daf(0,0)yn _ N (22 +y2 sin(griyz) =
0 fiir n — oo.

. . . . ) . . 9
Fur‘dle plartlelle Agbleltung a—f gilt fiir (z|y) # (0/0): —f; =
2x s1n(x2+y2) — i cos(xgﬂlz)

.. o .. . . o o
Wiire a_i stetig in (0|0), dann miisste gelten: nlgrgo 8—£ — ai »=o
also nl;lréo 2z, Sin(:ﬂ%}ky%) — xsﬁ?ﬁl COS(m%iy%) =0

Betrachte aber die Folge z,, = \/1/(n~), y, = 0, dann gilt fiir den Ausdruck links:

. . 2,/1
miiyi) — é!;% cos(xiiy%) = 2y/1/nmsin(nm) — \/1/%7; COS(\/JWQ) -
2y/nm — oo Es liegt also nicht der Grenzwert 0 (Wert der partiellen Ableitung)
vor, die p.A. ist also nicht stetig in (0]0)

17.
a) Die (iuBere) Funktion h(t) = t? ist differenzierbar mit h’(t) = ptP~!. Die (innere)
Funktion f(z,y) = 2? + y? ist differenzierbar mit Df(z,y) = (2z,2y)”. Nach der

Kettenregel ist auch g(z,y) differenzierbar mit Dg(z,y) = h'(f(z,y))Df(x,y) =
p(a® + )P~ (22, 2y)"

b) Um zu priifen, ob g in (0,0)7 (total) differenzierbar ist, untersucht man zunéchst,
ob g in (0,0)7 partiell differenzierbar ist. Wegen ¢(0,0) = 0 gilt

f<h> O) — f(oa 0) _ (hQ)p
h h
d.h. es ergibt sich |h|?P~ fiir h > 0 und —|h|?P~! fiir h < 0. Damit steht fest:

2, sin(

= +|p?P?

bl) Fir p > 1/2 ist der Grenzwert limy_, w = 0, denn der Exponent
ist dann 2p — 1 > 0 und der Grenzwert ergibt sich aus der Stetigkeit der
Potenzfunktion ¢ + ¢2P~1 auf [0; oo].

b2) Fir p = 1/2 ist 2p — 1 = 0; der Differenzenquotient nimmmt dann fiir A > 0
den Wert 1 und fir h < 0 den Wert —1 an. Es kann dann kein Grenzwert fir
h — 0 existieren.
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b3) Wenn p < 1/2, so ist 2p — 1 < 0, dann ist der Differenzenquotient um h = 0
unbeschrankt und es kann kein Grenzwert existieren.

Wegen f(0,h) = f(h,0) bekommt man die gleichen Aussagen fiir den anderen

Differenzenquotienten w_

Daher ist g in (0,0)7 fiir p < 1/2 nicht partiell differenzierbar (und somit auch
nicht total differenzierbar).

Fiir p > 1/2 hat g den Gradient Vg(0,0) = (0,0)7. Hiermit priift man jetzt die
Anforderung an eine in (0,0)7 total differenzierbare Funktion. Es muss gemifi De-
finition der Grenzwert

lim g(0+d170+d2) —f(0,0) - <Vg<070)7<d17d2>T>

=0
(d1,d2)—(0,0) [(dy, d2)]|

sein. Das ist aber hier der Fall, der Quotient vereinfacht sich zu

9(0 +di,0+dy) — f(0,0) = (Vg(0,0), (dr,d2)") _ (df +d3)" _ (d2 + d2)r—1/2
[|(d1,d2)|l T @tz T TR

und der letzte Ausdruck strebt gegen Null mit (dy,ds2) — (0,0).
c¢) Alle Aussagen iibertragen sich mit Dg(xy, ..., z,) = 2p(z3+- - -+22)P~ (2, ..., 2,)T.
g ist fiir p > 1/2 auf R™ und fiir p < 1/2 (nur) auf R™\ {0} total differenzierbar.
18. Nach der Kettenregel [2] gilt 0 = Dy f(h(t),t)h'(t) + D2 f (h(t),t), d.h.

R (t) = —Dof(h(t),t)/Dy f(h(t),t) = —1 fiir alle t € R. Daher gilt h(t) = a — ¢ mit
a = h(0) =0, also h(t) = —t.

19. Hinweis: Bei der ersten Teilaufgabe handelt es sich um die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung = vgl. Abschnitt 12.9, S. 313 im Spezialfall von Vektoren mit zwei Kom-
ponenten.

a) Ausmultiplizieren fiihrt zur dquivalenten Ungleichung: a?x? +2abxy+b%y? < a?2?+
b2x? + a?y? + b%y? & b2a? — 2abxy + a?y? > 0 < (bx —ay)? >0

b) Mit 22 4+ y* = 1 folgt (ax + by)? < (a® + b?) = |az + by| < Va2 + b2
c) Gleichheit ist in 1. und damit in 2. gegeben g.d.w. bx — ay = 0 < bx = ay

d) Maximal wird |az + by| fiir 22 +y? = 1 genau dann, wenn br = ay < y = %a; Setzt
man dies in die Gleichung 22 4+ y? = 1 ein, so ergibt sich

2 b2 2a%+b% _ 2 _ _a’
it (pr)=lert=1e1"= Sp

. _ a o b . _ a _ b . .
Losungen & = £ ==, y = * . Flr 0 = 0, y = =5 ergibt sich der

Wert ax + by = Va? + b2, also der maximale Wert.
e) Folgt aus der obigen Argumentation.

20. Der Gradient von f ist

—a)z7 ¥ e P2 —a/1
et () o)

Daher bekommt man folgende partielle Elastizitéten:
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D . B
a) epalen,a2) = B = 2 f(xfl(’if,)xg)a/x” — —a

21. Die Funktion vereinfacht sich zu f (x, y) = 4+/x* + x3y?. Sie hat den Gradienten

Y f(2,y) 4 <4x3 + 3222 > 8 (43:3 + 3222 )
T,Y) = —F/—— =
2/ x4 + 2392 2%y f(z,y) 22y

Daher lautet der Elastizitatsgradient

(2.7) 8 4ot + 339> 1/2 4x* + 339> 1/2 [ 4z + 3y?
er(z,y) = __ = _
&Y f(z,y)? 223y? xt + x3y? 2392 x + y? 292

700 7/4
a) €7(100,10) = 22 <200> <1§2>
Az

b) Relative Erh6hung von z: ﬁ—: = 0.01: Relative Erhohung von z: S ~ €y, (7o, o) -
A—: = 0.0175. Prozentuale Erhohung von z etwa 1,75%.

c¢) Prozentuale Erhohung von y: 100 - % = 3%. Prozentuale Erhohung von z etwa
1,5%.

d) Prozentuale Erhéhung von z etwa

<Ef(]30ayO) m:v @f) > = <<I721)7 (1;188)> =0,0225 =2,25%

22. Zunachst werden Funktionswert und partielle Ableitungen (Gradient) berechnet:
f(1,1,2) =In((1 +2+ 1)e?1™31) =In(4-€°) =5+ In(4) = 5+ 21n(2) ~ 6, 3863

Mit der Vereinfachung f(z,y,z) =In(z+ 2 —|— 1) 4 2x + 3y ergibt sich V f(z,y,z) =
(24 777 |3 ozt 13 ) und V£(1,1,2) = (§ | 3| i)

r+z+1
Nun zu den eigentlichen Aufgaben:

x—l—z—l—l) :c—i—z—i—l

a) Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs, welcher \/ (2)2+32+(3)2=
\/ 228 = /14,125 ~ 3,76 ist. Die normierte Richtung ist dann (§—|% %) A
(0,6 10,810,07).

b) Die Substitutionsgrenzrate zwischen y und z ist y'(x) = y / 9/ 1=

—%. Der Einsatz von Faktor 2 muss demnach um %A Verrlngert Werden damit
die Produktionsmenge ¢ naherungsweise gleich bleibt.

c¢) Die Aufgabe wird mit dem Elastizitatsgradienten gelost, d.h. dem Vektor bestehend

aus den partiellen Elastizitaten. Mit den oben berechneten partlellen Ableitungen
z(34+2x422)

((w+Z+1)f(:v7y,Z) | f(w,y, ’ (x+z+1)f(w,y7z))

(0,3510,47 | 0,08)

und dem Funktionswert gilt e;(x,y, 2) =
und €(1,1,2) =

9 3
(4f(1,172) | f(1,1,2) | 2f( 17172))
Die exakte Rechnung ergibt nun

— die gednderten Einsatzmengen x; = 1,02-1 = 1,02, y; = 0,99 -1 = 0,99,
z1 =1,015-2 = 2,03,
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—  die gednderte Produktion ¢y = f(z1,y1,21) =In(1,02+2,03+1)+2-1,02 +
3-0,99 = In(4,05) + 5,01 ~ 6,4087

A € =0,00351 = 0,351%.

Die naherungsweise Rechnung mit Elastizitatsgradient ergibt die Richtungselastizi-

tdt 0,35-240,47-(—1)+0,08-1,5 = 0,3523, Angabe in Prozent. Der Unterschied

zwischen dem exakten und dem N&aherungsergebnis ist sehr gering.

23.

a) Zuerst den Gradienten von f bestimmen:

_(0f/ox\ (150 +y/10
Vi@y) = <8f/8y> - (300+x/10)

Im vorliegenden Punkt gilt V £(500, 1000) = (250, 350)T.

Die Substitutionsgrenzrate zwischen = und y ist dann 0z /0y = — g%gz = —350/250 =

—7/5. Verringert sich der Einsatz von Rohstoff 2 um eine Tonne, d.h. gilt Ay = —1,
so gilt fiir die Verdnderung Ax von Rohstoff 1

Az Oz Ox 7 7
ST A 20 Ay = (—2)(~1) = «
Ay S oy T ATy Av=(pEN=5

Mit dieser Anderung bleibt die Produktion niherungsweise beim aktuellen Stand
£(500,1000) = 425000.

b) Da Ableitungen fiir nicht-lineare Funktionen die Steigung dieser nur lokal bestim-

men, gilt ﬁ ~ gz nur fiir ,,kleine” Anderungen Ay des zweiten Produktionsfaktors.

Verringert man y um 50% (=500 t) und erhéht = um £ -500 = 700 t, so ergibt sich
mit f(1200,500) = 390000 ein signifikant anderes Produktionsniveau.

24. Erster Rechenweg: z = 0y/0r = —(2z + y)/z = —(2 + y/x). Umgestellt gilt
y/x = —z + 2. Als Funktion von z Elastizitét z/(z — 2). Konkret fiir x = 2,y = 3 ist
z=GRS(y|zr) =7/2, also SE'L(y|x) =17/3.

Zweiter Rechenweg: f(2,3) =10. 22 + a2y =10 < y = y(z) = (10 — x )/az =10/x — x.

Damit y/'(z) = —10/2%2 — 1, y"(x) = 20/23. Eingesetzt y(2) = 3, ¥/ (2) = —7/2,
y"'(2) =5/2.
"(x e 7 7
Es folgt SEL(y|z) = ¥ (x).;yy(”()x) y) _ (= /2)2((3 5//5)2 3) _ 7/3
25.

2 Vi) = (2 i)T
9%

8x2 f(l‘ y) m2 8y8mf(x y) Oxdy (m y) =0 82f($ y) _yL?

Hauptminoren sind —1/2? < 0 und 1/(2?y?) > 0. Hy ist also pauschal negativ
definit. f ist daher konkav.

b) Vf(x,y,z) = (103: —9y2, 12z3)T

L F(@,y,2) =10, 525 f(w,y,2) = 525 f(2,9) =0

o2 F(2,,2) = 3255 f(@,y) = 0, 25 f(,y,2) = —18y

o2 F (., 2) = 25 f(2,y) = 0, Lz f(x,y,2) = 3622

Der zweite Hauptminor ist 10 - (—18y) < 0. H¢(x,y, z) ist daher indefinit und f ist
weder konkav noch konvex.
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T
3 4 4
C) Vf(%yyz) = (4y%7 _;2_27 _ya:?)

2 2 2 3
(0 2) = 5 g (0002) = gy (0w 2) = =3
2
6z6m f($ Y, = ) aiazf(x Y Z) ’yz2
Wf(xa:% ) = imz’ azayf(x Y,z ) 3yazf(x y,Z)

2
L f(@y.2) = 25

Der erste Hauptminor ist 1222/yz > 0. Der zweite Hauptminor ist 122%/(yz) -
221/ (y32) — (423 /(y*2))? = 82%/(y*2?%) > 0. Der dritte Hauptminor wird dadurch
ermittelt, dass gemeinsame Faktoren aus Zeilen bzw. Spalten ausgeklammert wer-

den:
1222 —4z° —4a° 3 x x
yz Yz yz2 2,33 Yy = 10
det | =22 2' ot | — Av ot qop [y 2 oz | = cdet (4 ) = 42
veo vy vy yzy2zyz® vz y525 G0 yo2°
—4x x 2zt —4 z 2z
yz2 Y222 yz3 y z

Alle Hauptminoren sind gréfler als Null fiir alle x,y,z > 0, daher ist Hf(x,y, 2)
positiv definit. f ist also konvex.

d) Vf(z,y,2) = (yze™= zze™? yze™?)"

ger [ (@, 2) = P22V

agamf(x Y,2) = aiayf(l" Yy, z) = (1 + zyz)ze®?

ooga/ (#0,2) = ai;ﬂx y,2) = (1 + ayz)ye"”:

£ (0,0.2) = 222y

afayf@c Y,2) = 5oz F(@,y, 2) = (1 + wyz)wev?

L f(@y, 2) = a?yPev?

Der Zweite Hauptminor ist (y222)(2%22) — (14+2y2)? = 22y?2t —22y?2%2 —22y2—1 =
22y? (2t — 2?) — 2xyz — 1. Fiir 0 < z < 1 ist dieser Ausdruck aber negativ, also

ist Hy(z,y, z) indefinit. Dann kann f nicht auf D konvex oder konkav sein (man
miisste den Definitionsbereich weiter unterteilen.

26.
1 1 1 1
1 3 1 3
— —y) dxd = — —y)dx | d
/0/0(2x—|—2y) xdy /0 </o (2x+2y) m) y

_ Y1 [x2]1+3 []1 p
I S (R N P i P A
1
1 3
= oy dy
. [
1
1 3
= -+ -y |d
/0 17 Y)W
1 1 3 y21
= b3 15,
1 3
= —_— —:1
4+4
b) Unbestimmtes Integral: F(z,y) = [([ 32+ 3ydz)dy = [ (322 + 2yz)dy = 12y +

3,2
yr
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Das Zweifachintegral ist dann F/(1,1)—F(1,0)—F(0,1)+F(0,0) = 1-12.1+3.1%.1 =

27.
r 27 T 2 T
a) //1d:cdy:/ /1dy dm‘:/27rda::27r(r—1)
10 1 \0 1
2 2 2 /2 2
1,072
b) //(:E2-|—y2)dmdy:/ /(x2+y2)dy dac:/ (ny-l—gy?’ )dm
11 1 \1 1 v=1

c) /2/1(x-l-y)2dmdy:/2 j(a}+y)2dy dxj(%(m-l—y)?’dy y;:) da
-/

28. Hinweis: Diese Formel zeigt zusammen mit f(x) > 0, dass f eine Wahrscheinlich-
keitsdichte ist (Normalverteilung). Das Integral kann nicht direkt {iber den Hauptsatz
gewonnen werden, weil zu f keine Stammfunktion bekannt ist.

r=2
1 3

(%(x—i—l)?’ _ L >dx - (%((x—i—l)‘l S I,

3 T 12 6

r=1

Wegen der Achsensymmetrie von f reicht es zu zeigen, dass fooo \/%76_‘“2/ 2de = %
Es sei g(z) = 5> dann gilt g (x) = \/LE
Mit der Substitutionsregel (y = g(z) an der Stelle (%) angewendet) gilt nun
00 . K
S fade = lim [ f@)d
. K 1 _z2
= o e
x_\2
= Fodm ) e F
= \/LE - Jim fOK e=9@) g/ (z)dx
— 00
(%) . g(K) _,2
= A Jye) e dy
. K/V2 .2
= R e
= \/i; : fooo eV’ dy jetzt das Fehlerintegral
- L
= 7= /4
— 12
29.
a) //(1—cos(m+y))d:c dy = / /(1 —cos(z +y))dy | de = / (y —sin(z +y))[;—¢ dz
0 0 0 \0 0

= / (7 — sin(x + ) + sin(x)) dr = (72 + cos(x + 7) — cos(x)[I_g = 7> +cos(27)—

0
cos(m) — cos(m) + cos(0) = 7° + 4
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us

b) //COS(iE—I—y)QdSde:/ /cos(x+y)2dy dx
00 0o \o
y=m
dx
y=0

( (sin(z + ) cos(x + 7) + 7 — sin(x) cos(a:))) dx

T

( (sin(z +y) cos(x + y) +x +vy)

|
/

0
1 1 o
= 5(—5 cos (ac+7r)+7m:+§cosQ(x )

=0
= 2(—3 cos?(2m) + w2 + 1 cos?(7) — (—3 cos?(7) + 3 cos?(0))) = n2/2

c) Losungsweg 1:

/ / (z 4 y)e~ @Y dzdy
o Jo, .

= lim i (/0 ((m+y)e_xe_y)dy) dx

t t t
= lim e " </ xe Ydy +/ ye‘ydy> dx
t—o00 0 0 0

= lim [ e7* ([—xe_y]yit + [—e7v(1+ y)}zié) dx

= lim e " (x(l —e )+ -1+ t))) dx

t—o00 0

=t

= lim [(—e "1 +a)(1-e) —e "1 —et1+1)]

t—o00

= lim e '1+t)(1—eH—e " Q-1 +t)+1l—e"+1—-e"(1+1)

t— 00 \ /N Y N\ - vl H/_/ \ )
=0 -1 —0 —1-0 —1-0 —1-0
= 2
Losungsweg 2: Zunachst das unbestimmte Integral:
F(x,y) = //(m +y)e” *TVdzdy

= // eydrz;dy—i—//ye Ve "dx)d
= /e y(/xe mdxdy-l—/ ey/ e “dx)dy
= /xe_”dx-/e ydy+/ “Pdx - /ye_ydy

s.o. fxe_zdm =—e "(1+uxz) —x . B
= (me7"(1+2))(=e7¥) + (—e™")(—e ¥ (1 +y))
— (2 + 2+ y)e @)
Das gesuchte Integral ist dann

tlim F(t,t) — F(t,0) — F'(0,t) + F(0,0) = tlim (2+2t)e 2t —2.- 2+t et +2=2
—00 — 0
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30. Der y-Schnitt durch Dist D, = {z € [0;1] :z+y <1} ={z e [0;1]: 2 <1—-y} =
[0; 1 — y]. In nachstehender Skizze ist D, rot markiert.

0 1-y 1

0 1-y 1

Damit gilt [, (52 + 3y)dedy =

= Ja-ayt it ay - qytdy
= [—3P+3y+idy
LR AR (U E R Rk il
31.
1 x 1 9 3 Yy=x
/\/Jtydxdy:/ </ x—ydy) da::/ {—— (x—y)i} dx
D 0 0 0 3 y=0
:/1 (333 . [ix%rﬂ 4
s \3 15 |, 15
32,

a) Die partiellen Ableitungen lauten

Vi) = (oY w2t )
LY 2) = 2(x+y)2 2(x+y)2 22 (x+y)

b) Aufgrund von a) erhdlt man durch wiederholtes Ableiten 53—; (z(i’iy)> = Z(f_yjy)rj,

6_2 y2 _ 8 y2+2wy o 22 und 52 yz _ 2 yz _
0y? \ z(z+y) | = 0y \ z(z+y)? ) = z(z+y)? 0x0y \ z(z+y) | — Oy dz \ z(z+y)

Z(; %f;’)s Die zweite gemischt-partielle Ableitung ergibt sich analog. Insgesamt ist

2y° —2zy o2 oy
_ +9)? T | 2 -
e = (T T ) - ()
z(z+y)®  z(zty)®
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¢) Fir A > 0 (Untersuchung auf positive Homogenitét reicht in diesem Zusammen-

. )2 2, 2 2 X

hang) gilt f(Az, Ay, \z) = /\Z((Afjr/\y) = AQ;\(i’er) = z(:i!er)' f ist also Null-homogen.

Die partiellen Elastizitaten lauten hier e 1 (x,y) = —xLﬂI? eral(z,y) = y;f;, ers(z,y,2) =

—1. In der Summe ergibt sich

x4 oyt2r g _ —adyt2r
xf—y + x4y L= z+y 1=0
y?  —wy
d) Definitheit von H,(x,y) ist gleichwertig mit Definitheit von M (x,y) = S .

—ry X

Fiir einen beliebigen Vektor (a,b)” € R? gilt nun

2 —
(a,b) ( —ymy ;;y ) ( Z ) = a*y® — 2abzy + b*2? = (ay — br)*> > 0

Also ist Hy(x,y) fiir alle z,y > 0 positiv semidefinit. Die Funktion g ist daher in
ihrem Definitionsbereich konvex.

Kapitel 15

1.

a) f hat Gradienten Vf(z,y) = (_;fj?zy) und Hesse-Matrix Hy(z,y) = (;4 _23>
Der einzige kritische Punkt liegt in (x,y) = (0,0)T vor. Die Hesse-Matrix ist pau-
schal negativ definit (Hauptminoren —4 < 0 und 8 > 0), daher ist f (streng)
konkav. Im kritischen Punkt liegt dann ein globales Maximum vor.

b) g hat Gradienten Vg(z,y) = (Zt;i) und Hesse-Matrix Hy(z,y) = (g _32>

Die Hesse-Matrix hat Determinante —17 < 0, ist daher pauschal indefinit. Deshalb
kann ¢ in keinem Punkt ein lokales Extremum haben.

-9z + 4y -9 4 0
c) Hier ist Vk(z,y,z) = [ ~4y+42+2 | und Hi(z,y,2) = 4 -4 1].
y +100 0 1 0

Die Hesse-Matrix hat Hauptminoren —9 < 0, 20 > 0, 9 > 0, ist also stets indefinit.
Die Funktion ist also weder konkav noch konvex und kann auch keine (lokalen)
Extrema haben.

4(x —1 -
4 0
0 —6y—2

4

e = ( !

>. Daher Hf(1,0) = ( 02 > =indefinit=- kein Ex-

4
tremum, sondern Sattelpunkt. H f(l,—g) = ( 0 g ) =positiv definit = lokales

Minimum

3.
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a) H ( ) ist positiv semidefinit nach Definition. f(x,y) > OVz,y € R =
f hat in (0,0) globales Minimum

) i) =

R = fhat in (¢,0) globales, aber nicht isoliertes Maximum

0
4> ist negativ semidefinit nach Definition. f(x,y) < 0Vx,y €

2
c) Hs(0,0) = U ist positiv semidefinit nach Definition. Es existieren in jeder
! 0 0

Umgebung von (0,0) groBere und kleinere Werte als f(0,0).

a) G(z,y) = cx®y® —ax — by

coz:co‘_lyﬁ —

SRR S

Notwendige Bedingung fiir ein DB-Maximum: VG(z,y) = 0, also

cax® 1y? = a, cBxyS~1 =b
cx®y® = 2, cx®yP = %y
cr = %y@yzg—ﬁbx{:}x:g—ﬁby
Einsetzen von y bzw. z in cz®y? = S bzw. cx y? = Ly ergibt
aB, \P b\ b
ca () = 2o, o(ghy) v =ty
B
+8-1 _ b +6-1 _ b (aB\®
o t? &(%) y* = g (50

¢) Bestimmung und Vereinfachung der Hesse-Matrix:

a—1

~ (cala—1)z*72yP cafrrTlyft
Ha(z,y) = < cafBx®1yf-1 cf(B — 1)$a?//3_2>
_ (cxayﬁam— /a?  cavy’ab/(ey) )
-\ afaB/(zy)  cay?B(B—1)/y?

_apfela=1)/z  ap/(ay)
Y ( aB/(zy) 5(5—1)/y2>

Hauptminoren sind cz®y’a(a —1)/2? < 0 und

(cxayf)j(za(a —1)/2*-B(B - 1)/y* - (aB/(zy))?)
YD) (00— 1)(8 - 1) — af)
= 2By (6 B) >0

T2y

Also ist (Hg(x,y) stets negativ definit und daher) G streng konkav. Im kritischen
Punkt liegt daher ein globales DB-Maximum vor.
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Wir betrachten einen Spezialfall, ndmlich die Deckungsbeitragsfunktion G(x'y) =
62'/2y'/3 — x — 3y, d.h. mit a =6,b=1,¢c = 3.

Notwendig fiir ein lokales Maximum ist, dass

gf—?,x 2y§—1=0 o zt/?2 = 3yl/3
8?_/ _2x2y §—3:O x1/2y_2/3 :%

Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung:
12 3 L _2 3 |
T2y 3:§:>3y3y 3:§:>y 3:§:>y:8
Zuriick in die erste Gleichung eingesetzt:

23 =3y5 =3-85 =6 =2 =36

ox 2230 2 6z§y
of oL —2 92f 1 _2 2f 4. 1 _5
8y—21’2y ? 3‘ Byax_'r Yy 8 02y 32y 3

B hl — —JI
1 1.5 _1 2 1, 4

o hy = (—%l‘ Y3 (—%ny 3)—(1‘ 2y 3)2:.%‘ 1y 3:m>0

Im kritischen Punkt liegt also ein lokales Maximum vor.

Da das Vorzeichenverhalten der Hauptminoren fiir alle z,y > 0 erfiillt ist, liegt eine

konkave Funktion vor; deshalb ist das lokale Maximum auch ein globales Maximum.

5. Der néchste berechnete Punkt ergibt sich gemafl Newton-Verfahren = vgl. S. 435 als

() = (=) = Hyteo.30)*¥ o)
24(zo + 1) 0

a) Hier ist V f(xo,y0) = ( (2o +1)° und Hy(zo,y0) = < 0 9

>. Die dazu in-

verse Matrix ist Hy(zo,v0) * = (24(f‘0+1)2 > Also lautet der nachste Punkt

X — o o 724(m0+1)2 8 l’o + 1 To — *(.Z‘() + 1) — %xo — %
Y1 Yo 0 240 Yo — 52Y0 0

3
b) Hier ist V f(zo,y0) = <4m°+2y0> und H¢(x0,y0) <12x0 > Die dazu inverse
1

= O

2z + 2yo
Matrix ist nach Beispiel 13.28 = vgl. S. 346 H¢(x0,90) " = Txlm (22 1922 ) Also
lautet der nachste Punkt

ZS - x
()= ()~ smr=a( ) (5370) = (" S ot
pu— — - 3 2
(7 Yo 24x3—4 -2 1223 ) \ 2x0 + 2yo yo—(_2)“””“”Zﬁ%izft’(%‘)”y“)

z0 (2422 —4)— 2(4x0+2y0)+2(2x0+2y0) 1623 4m0
_ 241, —4 _ 2410—4 _ bCLO—l
- yo(24x2 — 4)+2(47‘0+2y0) 1222 (220+2y0) - —16x3 - 47‘0

24224 24JL§ 4 6‘1, -1

6. Es werden jeweils mit den partiellen Ableitungen der Zielfunktion f und der Neben-
bedingungsfunktion g die Kuhn-Tucker-Bedingungen V f(z,y) + AVg(z,y) = 0 (d.h.
Dif(x,y) + AD1g(z,y) =0, Daf(z,y) + AD2g(x,y) = 0) zusammen mit der Nebenbe-
dingung g(z,y) = 0 aufgestellt und gelost. Dieselben Gleichungen ergeben sich, wenn
man die Lagrange-Funktion L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(x,y) partiell nach x,y, A ableitet
und diese drei partiellen Ableitungen gleich Null setzt.
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a) f(z,y) =2*+y? g(z,y) = xy — 4. Damit lauten die Kuhn-Tucker-Bedingungen:
2z 4+ Ay = 0,2y + Az = 0 & 22 + \zy = 0 = 2y° + \zy

Dabei wurde die erste Gleichung mit x und die zweite Gleichung mit y multipliziert.
Die Losungsmenge verdndert sich hierdurch nicht, weil die Nebenbedingung xy = 4
bedeutet, dass weder x noch y gleich Null sein kénnen. Subtrahiert man nun die
beiden gewonnenen Gleichungen voneinander

2% = y2

also 2 = y?, d.h. z = y oder x = —y. Die letzte Gleichung kann aber nicht gelten,
weil sie im Widerspruch zur Nebenbedingung xy = 4 steht (das Produkt aus = und
y ist 4 und kann nicht negativ sein).

Es gilt also z = y und damit 22 = 4, d.h. z = +2 und damit y = 2z = +2. Es gibt
daher zwei kritische Punkte (2,2)7 und (-2, —2)7.

b) Hier lauten die KT-Bedingungen
20+ 2A=02y-22 =022+ A=0,y—A=0
Addition der Gleichungen ergibt
2r+y=0&y=—-2z
Substituiert man jetzt y in der Nebenbedingung, so folgt
x—2(—2z)=5t<br=5sr=t

Damit dann y = —2t. Der (einzige) kritische Punkt ist (¢, —2t)T

c) Hier lauten die KT-Bedingungen
1422 =0,-242\y=0&y+2 2y =0= 22+ 2 \zy

Subtrahiert man die Gleichungen voneinander, so folgt y = —2z. Das wird nun in
die Nebenbedingung substituiert

22+ (=22)% =5t & 5r? =512 & o = +t

Es gibt daher zwei kritische Punkte: (¢, —2¢)T und (—t,2¢)T.

7. Die Lagrangefunktion lautet: L(x,y, \) = 10y/z+201n(y+1)+50+A(102+20y—30).
Sie muss nach x,y und A differenziert werden.

Setzt man diese Ableitungen jeweils gleich Null, so ist folgendes Lagrange-Gleichungssystem

zu losen:
. . 5 _ 20 _
KT-Bedingungen sind 7T 10X =0, 1t 20\ =0,
Die Nebenbedingung ist 10z + 20y = 30.
Multipliziert man die erste Gleichung der KT-Bedingungen mit 2, so ergibt sich

10 20
4200 =0, +20A=0
Vv y+1
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Subtraktion der beiden Gleichungen fiihrt zu

10 20 _,
Vrooy+1 o

Wenn nun die Briiche auf verschiedene Seiten der Gleichung gebracht werden und dann
die Gleichung quadriert wird, so folgt

100 400 1
— =& 1P =drer=—(y+1)°
Das wird jetzt in die Nebenbedingung eingesetzt:
1 9 D 4 55 9
10-Z(y+1) +20y:30<:>§y +25y—7 =0y "+10y—-11=0
Diese Gleichung hat die Losungen y = 1,y = —11. Die einzige Losung y > 0 ist y = 1.
Dazu gehort x = %(1 +1)? = 1. Der Lagrange-Multiplikator ergibt sich aus

1
D lA—0er=——1

V1 2

Weil zwischendurch eine Gleichung quadriert wurde und sich die Losungsmenge vergro-
Bern kann, muss nun noch gepriift werden, ob dieser kritische Punkt auch die Ausgangs-
gleichungen erfiillt. Die erste der KT-Bedingungen haben wir durch die Berechnung
des Lagrange-Multiplikators gepriift. Die zweite lautet

20 1
2 490 (=2) =
1—|—1+O(2> 0

und ist offensichtlich wahr. Die Nebenbedingung ist ebenfalls erfiillt
10-14+20-1=230
Der kritische Punkt ist also (z,y)? = (1,1)7 mit einer Absatzwirkung von etwa 73,86.
8. Die Lagrange-Funktion lautet
L(z,y,2,\) =2 — 2y + 2z + Ma® + y* + 2* — 6)

Das Lagrange-Gleichungssystem ergibt sich durch Null setzen der partiellen Ableitun-
gen von L nach x,y, z, A

1+2 =0
—24+2\y=0
1+2Xz2=0

2+ +22—-6=0

Multipliziere die erste und dritte Gleichung mit -2:

—2 -4 x =0
—24+2\y=0
—2—4Xz2=0

P4+ 22 -6=0
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Subtrahiere die erste von der zweiten und der dritten Gleichung, das ergibt
—A x =2y, —4\r = -4z =y=2z,2==x
Dies kann jetzt in die Nebenbedingung substituiert werden:
22+ (220 422 =62622 =61 ==+1
Riicksubstitution ergibt
r=1=y=-22=1
r=—1=y=22=-1

Es gibt also zwei kritische Punkte: (z,y, 2)T = (1, -2, 1)T und (z,y,2)T = (-1,2,-1)T.

9. Die logarithmierte Zielfunktion ist
flz1,...,zn) =In(z25? - 2pm) = ar In(z1) + -+ - + ay, In(z,)

Weil der Logarithmus eine streng monoton wachsende Funktion ist, stellt jedes Ma-
ximum von f (unter der Nebenbedingung) auch ein Maximum der Ausgangsfunktion
(unter der Nebenbedingung) dar und umgekehrt. Deshalb kann man auch die loga-
rithmierte Zielfunktion unter der Nebenbedingung optimieren. Lediglich der Zielfunk-
tionswert von f muss schliellich noch exponenziert werden um den Zielwert des Aus-
gangsproblems zu bekommen.

f hat den Gradienten

« (a77%
Vi(z1,...,20) = (x—i,...,x—)T

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten also

Oél/fL'l + A=0
ag/{L'Q + A=0
an /T +A=0
Durch Gleichsetzen bekommt man
aj/xj:al/xléxj:%xl fﬁrjzl,...,n
aq

was man in die Nebenbedingung einsetzen kann:

o e %} Qo o1+t oy

l=—un+—o1+ +—01=——""—17
(5] (5] (5] a1
Daraus ergeben sich die Koordinaten x4, ..., z, des kritischen Punktes:
aq
‘Tl =
ap+ -+ ap

und durch Riicksubstitution in die KT-Bedingungen
Q@

o+ Fay

Inhaltlicher Hinweis: Dieses Optimierungsproblem tritt in der Statistik auf (Maximum-

Likelihood-Schétzung bei Multinomialverteilungen)

10.

xTj = firj=1,...,n
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Aufstellen der Kuhn-Tucker-Bedingungen:

6z — 2y + A\1=0 6z — 2y + A\ =0 —6x + 2y=X\;
=24+ 12y + Ao=0 = 224+ 12y+\=0 = —2x+ 12y=6x—2y = 8xr —
—A1 + A=0 Aa=A1 Ao=\1
14y =0
Mit den Nebenbedingungen folgt:
T —z=7 74 z=x 74 z=x 7T+ z=x
y+z2=15 = 1b—z=y = 15—2=y = 15—2z2=y =
8xr — 14y=0 8xr — 14y=0 8(7+ z) — 14(15 — 2)=0 222=154
r=14
y=8
z="T

Lagrange-Multiplikatoren

- A =—6x+2y=-68

— Ay =)\ = —68.
11. Zu 16sen: Minimiere f(z,y,2) = 222 +y* + 1,522 unter den folgenden zwei Neben-
bedingungen:

g1(z,y,2) =x+y+ 2z—1=0, d.h. die Anteile im Portfolio summieren sich zu 1,

92(x,y,2) =9 + Ty + 82 — 8,5 = 0, d.h. eine Rendite von 8,5 ist vorgegeben.
Die KT-Bedingungen lauten:

dr +A+9u =0
20+ A+ 7 =0
3z+A+8u=0

(Die zweite dieser Gleichungen wird zum Schluss zur Berechnung von A\ durch Riicks-
ubstitution verwendet). Hinzu kommen die Nebenbedingungen

r+y+z=1
9z + Ty + 82 = 8,5

Es handelt sich hier um ein lineares Gleichungssystem in fiinf Unbekannten, welches
mit dem GEV gelost werden konnte. Da A und p aber nur in den KT-Gleichungen
auftauchen, ist hier eine ad-hoc-Losung durch Subtraktions- und Einsetzungsverfahren
leichter. Zur Information wird aber im Anschluss auch noch die Lésung mit dem GEV
angegeben:

Zunéchst werden die Lagrange-Multiplikatoren aus den KT-Bedingungen eliminiert.
Dies geschieht im ersten Schritt (z.B.) durch Subtraktion der zweiten von der ersten
und der dritten von der ersten Gleichung

dr — 2y +2u =20
dr — 324+ =0
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(Die zweite dieser Gleichungen wird zum Schluss zur Berechnung von g mit Riicksub-
stitution verwendet). Substituiert man nun p aus der zweiten gewonnenen Gleichung
in die erste , so erhilt man

dr —2y+2(—4x+32) =0 —4do+2y+62=0<2x+y—32=0
Zusammen mit den Nebenbedingungen verbleibt das LGS

2r4+y—32=0
r+y+z=lez2=1-2—y
9x 4+ Ty + 82 = 8,5

Substituiert man z, so folgt

2e+y—31—2z—y)=0
924+ Ty +8(1—z—y) =8,5

also das LGS

1 1 1
Y4y — i -
5(y+2)+y 3< 9y 5 €Y= 13
Daraus folgt
SR N -
T8 279
5 1 7
y=l—o— = —
9 18 18

Die Lagrange-Multiplikatoren ergeben sich dann aus den oben verwendeten KT-Bedingungen

bt 7 19
4o — 3 =0 pu=—-4r+3z=(-4)- - +3- ——
r—3z+ I r+3z=(—4)- 9+ TERT:
1 19 131
) — — 9y — 2). — _ _ 90
Y+A+7u=0& X y—Tu=(-2)- 7 (— 18) 13
Kritischer Punkt ist also ist x = g,y: 1—18,z= %,)\: 1381,,u— —1—9.

Wie angekiindigt hier auch noch die Lésung mit dem GEV: Die KT-Bedingungen
zusammen mit den Nebenbedingungen schreiben sich als Gleichungsmatrix, die in ZSF
iiberfiihrt wird, dabei wird dem GEV wie im Buch beschrieben gefolgt.

O = O O
N = O N O
o = w o O
S O ==
S O 0 N ©
Ws— o oo
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a)

=

Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum ist V f(z,y) = (0,0)7, also 8z —
3y = 0 = —3z. Hieraus folgt + = y = 0. Die Hesse-Matrix von f ist Hy(x,y) =
(_83 _03> und ist wegen det(H;(0,0)) = —9 < 0 indefinit. Im kritischen Punkt
liegt also kein lokales Extremum vor, vielmehr handelt es sich hierbei um einen
Sattelpunkt.

Die KT-Bedingungen fiir dieses Optimierungsproblem unter Ungleichungs-NB lau-
ten

8z — 3y +p2x =0
-3z + p2y =0
p=0va?+y>=1

Dann gilt sicherlich x # 0,y # 0, denn aus x = 0 wiirde y = 0 folgen und umge-
kehrt. Der Punkt (0,0)7 wire aber als Punkt mit inaktiver Nebenbedingung ein
lokales Extremum ohne NB. Das widerspricht aber der Aussage aus der vorigen
Teilaufgabe. Man multipliziert nun die erste Gleichung der KT-Bedingungen mit
y und die zweite mit x (und merkt sich, dass eventuell hinzukommende Losungen
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mit z = 0 oder y = 0 eben nicht beriicksichtigt werden diirfen) und erhélt
8xy — 3y* + p2xy = 0
—32% + pw2xy =0

Subtrahiert man nun die beiden Gleichungen voneinander, so wird der Lagrange-

Multiplikator eliminiert und es ergibt sich
8ry — 3y° = —3a?

Zudem ist auch die NB aktiv, denn wére p = 0, so wiirde aus den KT-Bedingungen
wieder x = 0 = y folgen. Also bekommt man aus den KT-Bedingungen das Glei-
chungssystem

322 + 8xy — 3y2 =0
w4+ =1
Die aktive NB wird nun (z.B.) nach y aufgelost:
Vv =1-2cy==+y1-22
und in die KT-Gleichung eingesetzt, was auf zwei Moglichkeiten geht.
[1] Erste Moglichkeit: Substitution von y = v/1 — 22
322 4+ 821 — 22 — 3(1 — 22) = 0 & 8a/1 — 22 = 3 — 622

Quadrieren der Gleichung fiihrt zu

9
64952(1—322):9—36x2+36x4<:>100x4—100x2+9:0<:>x4_x2+r00:O

Es ergibt sich 2% = % oder 2% = %. Fiir z hat man dann vier Losungskandi-
daten, zu denen jeweils zur Probe die Gleichung 8xy + 322 — 3y? = 0 zu priifen

ist.
— :c:\/%fo.Dazu ist danny:\/iround 8xy + 3x2 —3y? =0
- xr= _\/Lfo‘ Dazu ist dann y = \/ifo und 8zy + 3x2% — 3y? = —48/10 # 0

5

- 3 .Dazuistdanny:\/%undS:cy+3x2—3y2:48/107é0

- = _\/ifo' Dazu ist dann y = \/% und 8zy + 322 — 3y? =0

Es bleiben also nur die Punkte (V%’ %)T und (_\/ifo’ \/%
[2] Zweite Moglichkeit: Substitution von y = —v/1 — 22

322 —8xy/1 — 22 —3(1 —2%) =0« —8ry/1— 22 =3 — 627

)h.

Quadrieren der Gleichung fithrt wieder zu

64:52(1—302):9—36x2+36x4<:>100x4—100x2+9:0<:>x4—w2+Tio:0

Es ergibt sich also wieder 22 = % oder x% = %. Auch hier hat mal also vier

Losungskandidaten, allerdings gehort zu jedem x der Wert y = —v/1 — x2.
Wieder muss zur Probe die Gleichung 8zy + 322 — 3y? = 0 gepriift werden.



202

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

- z= \/% Dazu ist dann y = —%0 und 8zy + 322 — 3y? = —48/10 # 0
- a;:—\/%.Dazu ist danny:—% und 8zy + 322 — 3y2 =0
- xr= T Dazu ist dann y = —T und 8zy + 322 — 3y% =0
- = % Dazu ist danny_—f und 8xy + 322 — 3y =48/10 # 0
Hier bleiben also (_J%’ _V%) und (— _T> ibrig.
Unter der Nebenbedingung z2 + y? < 1 hat f die kritischen Punkte i(f %)
(Lagrange-Multiplikator —%) und i(\/_fo’ — \/1—) (Lagrange-Multiplikator ).

In der Aufgabe sind zwar nicht die globalen Extrema gesucht, aber wir wollen
trotzdem hier kurz darauf eingehen. Wenn man die Zielwerte dieser vier kritischen
Punkte vergleicht, so bekommt man folgende Tabelle:

x Y 42 — 3y
1 3 _1
V10 V10 2

1 __3 _1

V10 V10 2
3 __1 9
V10 V10 2

__3 1 9

V10 V10 2

Das Optimierungsproblem erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes 15.16 im Buch
= vgl. S. 462, so dass man durch diesen Funktionswertvergleich die globalen Extre-
ma herausfindet: Die ersten beiden kritischen Punkte sind Stellen eines globalen
Minimums, die letzten beiden eines globalen Maximums.

5.2

13. Optimierungsproblem: G(z,y) = —32° — %y2 — %a:y + 600z + 1200y — 9200 = max
unter x 4+ y < 240.

Ein kritischer Punkt ergibt sich aus den Kuhn-Tucker-Bedingungen
5 1
5%~ §y+600+u—0

9 1
——y — — 1200 =0
2y 290—1— +n

p=0Va*+y% =240
Gleichsetzen iiber p ergibt

5 1 9 1
—ix—§y+600:—§y—51:—1—1200(:}—2x+4y:600<:>1::2y—300

Die Bedingung vom komplementaren Schlupf fithrt zu zwei Moglichkeiten:
[1] u =0 ergibt
5 1
§x+§y=600<:)5x+y: 1200
1

9
5@+ 5y = 1200 & & + 9y = 2400
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Subtituiert man y = 1200 — 5z in die zweite Gleichung, so folgt
x4+ 9(1200 — 5x) = 2400 & —44x = —8400 < = = 2100/11

und daraus y = 1200 — 5 - 2100 = 2700/11. Die Summe betriagt z + y = 4800/11 =~
436, 36, was nicht zuléssig ist. Der Fall inaktiver Nebenbedingung ergibt also keinen
kritischen Punkt.

[2] p # 0 fithrt dazu, dass die Nebenbedingung aktiv ist, d.h. 2 +y = 240. Substituiert
man hier die oben gewonnene Gleichung = = 2y — 300, so folgt

2y — 300 +y = 240 & 3y = 540 & y = 180

Daraus dann z = 2y — 300 = 60. Der Lagrange-Multiplikator dazu ist

5 1 5 1
—§x—§y+600—|—u:0©u:§z+§y—6002—360<0

Der Fall aktiver Nebenbedingung ergibt also den kritischen Punkt (60, 180)7.
14.
a) Die Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten
20 —20+ 21 =0
2y —10+3p =10
pw=0V2x+ 3y =22

In einem lokalen Minimum muss ferner g > 0 gelten. Aus den Bedingungen vom
komplementaren Schlupf folgen zwei Félle:

[1] u = 0, dann besagen die ersten beiden Gleichungen =z = 10,y = 5. Fiir die
Nebenbedingung gilt dann 2z + 3y = 35, d.h. der Punkt ist nicht zuléssig.

2] u # 0, dann ist die Nebenbedingung aktiv, d.h. 2z + 3y = 22. Die KT-
Bedingungen vereinfachen sich zu

20 -20+2u =0 pu=10—=
10 2

20 —104+3u=0pu=— — -
Yy +ou H=5 -3y
2 4 3y = 22
Gleichsetzen iiber p ergibt
10 10 2 - 20+2
—r=—=—c T=—+4
3 37 3 37

Setzt man dies in die aktive Nebenbedingung ein, so folgt

20 2 13 26
2(—+ = JYy=226& —y=—y=2
(5 +39) +3y TY=3 Y
Daraus folgt © = % + % -2 = 8. Der Lagrange-Multiplikator dazu ist pu =

10 — 2 = 8 > 0. Hier bekommt man also den kritischen Punkt (8,2)7
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b) Wie oben lauten die KT-Bedingungen

20 —204+2pu =0
2y —10+3u =20
pw=0V2x+ 3y =48

In einem lokalen Minimum muss ferner p > 0 gelten. Aus den Bedingungen vom
komplementaren Schlupf folgen zwei Falle:

[1] w = 0, dann besagen die ersten beiden Gleichungen =z = 10,y = 5. Fiir die
Nebenbedingung gilt dann 2x + 3y = 35, d.h. der Punkt ist jetzt anders als in
der vorigen Teilaufgabe zuléssig und stellt einen kritischen Punkt dar.

[2] w # 0, dann ist die Nebenbedingung aktiv, d.h. 2z + 3y = 48. Die KT-
Bedingungen vereinfachen sich zu

20 =20+ 2u =0 pu=10—-x

10 2

20 -104+3pu=0p=— — -y

3 3

2z + 3y = 48
Gleichsetzen iiber p ergibt

10 10 2 N 20+2

—_— = — — — r = — —
3 37 3 37

Setzt man dies in die aktive Nebenbedingung ein, so folgt
13 104

20 2
2=+ 3 Jy=48& —y=—y=238
(5 +3v)+3y Y= 3 U

Daraus folgt x = ? + % - 8 = 12. Der Lagrange-Multiplikator dazu ist aber
=10 —12 = —2 < 0. Es handelt sich hier also nicht um einen Kandidaten
fiir ein lokales Minimum.

15. Das Problem lautet in Minimumform: Minimiere f(z,y,2) = —4z + 22 + y? + 22
unter hy(z,y,2) =z —xy < 0 und ho(z,y,2) =22 + 9>+ 22 -3 <0

Die KT-Bedingungen lauten
Vi(x,y,z)+ i Vhi(z,y, 2) + p2Vha(z,y,2) =0

purhi(x,y,2z) = 0 und p; > 0 und natiirlich hy(z,y,2) < 0 (< (1 = 0 und
hi(z,y,z) < 0) oder (hy(z,y,z) =0 und u; > 0))

poho(x,y,2) = 0 und pe > 0 und natiirlich hs(z,y,2) < 0 (< (u2 = 0 und
ho(x,y,z) < 0) oder (ha(z,y,z) =0 und puy > 0))

Unter Verwendung der Gradienten

2x —y 2x
Vf(z,y,z)= 2y yVhi(z,y,z) = | —x |, Vha(z,y,2) = | 2y
22 —4 1 2z

sind die KT-Bedingungen also
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i) 2z — py + 2uex =0

i) 2y — g1z + 20y =0

i) —4+2z+ p1 +2u22=0

iv) pi(z —zy)=0und py >0 und z —zy <0

v) po(z?+y? +22—-3)=0und ps >0 und 22 +¢y?> + 22 -3 <0

Aufgrund der verschiedenen Kombinationsméglichkeiten von iv) und v) erhélt man
vier Félle: Die nun erforderliche Rechnung ist allein wegen der vielen Fallunterschei-
dungen etwas mithsam und zeitaufwandig, weil auch in den Féllen selber noch einmal
Fallunterscheidungen auftreten koénnen. So lange man die Ubersicht behilt, in wel-
chem Fall man sich gerade befindet, gibt es eigentlich keine grofleren mathematischen
Anforderungen dabei. In jedem dieser Fille werden p; und py aus den ersten drei
Gleichungen i)-iii) eliminiert. Aus den verbleibenden Gleichungen lassen sich z,y, z
jeweils berechnen. Die gewonnenen Losungskandidaten (z,y,z) sind auf Zuldssigkeit
und ,richtiges“Vorzeichen der Lagrange-Multiplikatoren zu priifen.

1.Fall: 43 = 0 und po = 0: Einsetzen in i)-iii) ergibt keine kritischen Punkte! Aus
i)-iii) folgt nimlich x = y = 0, 2 = 2. Der Punkt (0,0,2)7 Punkt erfiillt aber keine
der Nebenbedingungen.

2. Fall: gy = 0 und ha(z,y,2) = 0 ergibt ebenfalls keine kritischen Punkte. Die
KT-Bedingungen vereinfachen sich dann némlich zu

Falls dann = # 0 oder y # 0, so ist pus = —1 und somit ist die dritte Gleichung
nicht lésbar (abgesehen davon ergibt ein negativer Lagrange-Multiplikator keinen
Kandidaten fiir ein lokales Minimum). Daher muss nur x = y = 0 gepriift werden
und hierfiir ergibt sich aus der aktiven Nebenbedingung z? = 3. Der eine Punkt
(0,0, /3) erfiillt dann nicht die erste Nebenbedingung z — 2y < 0, der zweite Punkt
(0,0, —/3) ist zwar zuléssig, hat aber Lagrange-Multiplikator jp = —ﬁg -1,
welcher negativ ist. In der gewédhlten Minimimierungsform ist dieser Punkt also
ebenfalls kein kritischer Punkt.

3.Fall: hq(x,y,z) = 0 und puo = 0: Hier verbleibt das Gleichungssystem

20—y =0
2y =z =0
2z —44pu1 =0
z—yr =20

Die ersten beiden Gleichungen ergeben z = L1y = $p1(3pz) = {piz. Es sind
die beiden Teilfdlle x = 0 und = # 0 zu priifen

[1] Dann fithrt + = 0 zu y = 0 und auch z = 0, also zum zuldssigen Punkt
(0,0,0)T, fiir den auch p; = 4 > 0 gilt.
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Ist andererseits x # 0, so darf die obige Gleichung x = }1 pix durch z geteilt
werden und es folgt ©q = £2. Die negative Losung konnen wir gleich wieder
ignorieren, weil dazu kein lokales Minimum gehoren kann. Es ist also puq = 2.
Dann folgt x = %,uly = gy, d.h. z und y stimmen {berein. Aulerdem folgt
2z —4+4+2 =0 & z = 1. Die erste (aktive) Nebenbedingung z — zy = 0
fiihrt dann zu den beiden kritischen Punkten (1,1,1)7 und (-1, —1,1)%. Beide
erfillen auch die zweite Nebenbedingung (machen sie sogar aktiv).

Insgesamt finden wir im dritten Fall drei kritische Punkte (0,0,0)%, (1,1,1)7 und
(—1,-1,1)T.

4.Fall: hy(z,y,z) = 0 und heo(z,y, z) = 0: Wir haben jetzt das groBtmogliche Glei-
chungssystem

20 — 1y + 2p0x =0

2y — iz + 20y =0
—4+2z+pu1 +2u22=0
z—axy=20

2?4y +22-3=0

und eliminieren zunachst pq, o aus den ersten drei Gleichungen: Die dritte Glei-
chung ergibt

w1 =4 —2z2—2usz

und wird in die ersten beiden Gleichungen eingesetzt:

20 — (4 =22 = 2u02)y + 2uex =0 o — 2y + zy + po(x + 2zy) =0
2 — (4—22 —2u22)x + 2y =0 y — 20+ zx + po(y + z2) =0

Wir miissen nun drei Teilfalle behandeln:

1]

x+2y = 0. Mit der ersten NB z = ay folgt 0 = 2+ 2y = z+zy? = 2(1+y?). Es
muss also z = 0 sein und daher z = 0. Aus der ersten gewonnenen Gleichung

T =2y + 2y + p2(x+2y) =0
folgt zusitzlich y = 0. Der Punkt (0,0,0)7 kann aber nicht die aktive NB
2% + y? + 22 = 3 erfiillen. Hier findet man also keinen kritischen Punkt

y + zz = 0. Dies lésst sich analog dem vorigen Teilfall behandeln. Man findet
nur den Kandidaten (0,0, 0)7, fiir den die zweite NB nicht aktiv ist.

x + 2y # 0 # y + zz. Dann kann man aus den oben gewonnenen Gleichungen
fiir po schliefen, dass

r—2y+zy  y—2or+zx

T+ zy Y+ zx

H2 =
Gleichsetzen und Auflésen der Bruchgleichung ergibt

(z =2y +2y)(y + 22) = (y — 22 + 22) (2 + 2y)
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Wenn man die Terme links und rechts des Gleichheitszeichens ausmultipliziert
und gemeinsame Summanden links und rechts eliminiert, so verbleibt nur noch
die Gleichung

222 = 2°

Die KT-Bedingungen vereinfachen sich dann zu

22 = o2
z =2y
B +y 427 =

Dabei konnen wir ausschlieen dass zy = 0, da dies zum bereits im dritten
Fall berechneten kritischen Punkt (0,0,0)7 fiihrt. Statt dessen substituieren
wir 42 = 22 und z = 2y in der NB 22 + 3% 4 22 = 3 und erhalten

20 4ot =321 4+22° —-3=0% (22— 1)(2® +3) =0

Das entspricht vier moglichen Losungen = +1 und y = +x sowie 2z = zy.
Die beiden Losungen mit y = x, d.h. (1,1,1)T und (—1,-1,1)T haben wir
bereits im dritten Fall gefunden. Zu priifen ist noch, ob die beiden Kandidaten
(1,—1,—1)T und (1,1, —1)T nichtnegative Lagrange-Multiplikatoren haben:
Beim ersten Kandidaten ergibt sich

1= 2(=1) + (- 1)(-1)

H2 1+ (—1)(—1)
Beim zweiten Kandidaten entsprechend
—1)—2-1+(-1)-1
N o T R G VRS

D+ (1)1

Beide Kandidaten haben also negativen Lagrange-Multiplikator po = —2, sind
also keine lokalen Minima.

Wir erhalten insgesamt folgende kritische Punkte:
(0,0,0) mit Zielwert f(0,0,0) =0
(1,1,1)T mit Zielwert f(1,1,1) = —1
(—1,—1,1)T mit Zielwert (—1,—-1,1) = —1

Wir wollen hier noch kurz erwdhnen, weshalb die kritischen Punkte mit Zielwert —1
bereits das globale Minimum von f (und damit das globale Maximum im Ausgangs-
problem) darstellen, denn dieses Argument wird in den weiteren Aufgaben nicht mehr
behandelt.

Aufgrund der zweiten NB kann man namlich als Definitionsbereich fiir das Problem
D' = [-3, 3] wiihlen, ohne den zulissigen Bereich zu verkleinern und damit kritische
Punkte oder das gesuchte Minimum zu ,verlieren“. Da alle Funktionen differenzierbar
auf ganz R3 sind, kann man den Satz vom Maximum/Minimum 15.16 = vgl. S. 462
anwenden. Es muss also ein globales Minimum von f unter den NB geben, welches,
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da D’ grof genug ist, nicht auf dem Rand von D liegt. Es verbleibt somit der Wert-
vergleich der kritischen Punkte und dieser liefert die optimalen Punkte (1,1,1)7 und
(—1,-1,1)T.

16. Es werden jeweils die Hesse-Matrizen zu den Lagrange-Funktionen ermittelt und
auf Definitheit unter sucht.

Aufgabe 6.a)

Zusammenfassung der FOC: Vf(x,y) = (Z), Vy(z,y) = <i> Es gibt zwei kritische
Punkte (2,2)7 jeweils mit A = —2 . Die zu berechnende Hesse-Matrix ist

(e, N) = By + A, ) = (2 0) (0 1) = (2 7)

Sie ist nach dem speziellen Determinantenkriterium fiir 2x2-Matrizen = vgl. S. 357
positiv semidefinit, aber pauschale (strikte) Definitheit ist nicht gegeben. Daher muss
die Definitheit unter Gx = 0 gepriift werden, wobei

G=y =2 2 — (1 1)

(zum Schluss steht die ZSF). Eine Basis hierzu ist (_11) Die reduzierte Matrix lautet

ATH A= (-1 1) (_22 ‘22> (‘11 ) _

und ist positiv definit. Hy, ist also positiv definit unter Ga = 0, also liegt im kritischen
Punkt ein lokales Minimum vor. Gleiches gilt auch fiir den zweiten kritischen Punkt,
da alle Bestimmungsgroflen dieselben Werte haben.

Aufgabe 6.b)

Zusammenfassung der FOC: V f(z,y) = (Z), Vg(x,y) = (12>. Es gibt einen kriti-

schen Punkt (¢, —2t)T mit A\ = —2¢ . Die zu berechnende Hesse-Matrix ist

Hy(,y,\) = Hy(w,y) + AHy(2,y) = ((2) g) H(g 8) _ <(2) (2))

und ist pauschal positiv definit, also auch positiv definit unter jeder Nebenbedingung
Daher liegt im kritischen Punkt ein lokales Minimum vor.

Aufgabe 6.¢)

Zusammenfassung der FOC: V f(z,y) = (_12), Vg(x,y) = (Z) Es gibt zwei kritische
Punkte (¢, —2t)" mit A = —5; und (—¢,2t)” mit A = 5; . Die zu berechnende Hesse-
Matrix ist

Hy o,y ) = Hywy) + M) = () ) +A(3 )

Bei (t, —2t)" ergibt sich Hy, = _L<

57 2 O) und ist fiir £ > 0 pauschal negativ definit. Im

0 2
kritischen Punkt (¢, —2t) liegt daher ein lokales Maximum vor. Bei (—t,2t) ist Hy, im
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Gegensatz dazu pauschal positiv definit, so dass in diesem kritischen Punkt ein lokales
Minimum vorliegt.

Aufgabe 7

Zusammenfassung der FOC: Vf(x,y) = <20?(/y‘/f1 ), Vg(x,y) = (;8) Kritischer

)
Punkt ist (1,1)” mit Lagrange-Multiplikator A = —3.

Die zu berechnende Hesse-Matrix lautet

_5,—3/2 _
Hyfes) = Hyte) + M) = (57010 30 0) = (07 )

und ist pauschal negativ definit. Daher liegt im kritischen Punkt ein lokales Maximum
vor.

Aufgabe 8

1 2x
Zusammenfassung der FOC: V f(z,y,z) = (2), Vg(x,y,2)) = <2y) Die kritischen
1 2z
Punkte lauten (1,—2,1)7 mit Lagrange-Multiplikator A\ = —% und (—1,2,—-1)7 mit
Lagrange-Multiplikator A = %

Die zu priifende Hesse-Matrix lautet

00 0 2 0 0 2 0 0
Hi(xz,y,2,\) = Hf(x,y,2) + AHy(z,y,2) =0 0 o) +A[0o 2 o] =A[0 2 0
0 0 2 0 0 2

Beim ersten kritischen Punkt mit A = —% ist diese Matrix pauschal negativ definit,
beim zweiten hingegen pauschal positiv definit. Im ersten kritischen Punkt liegt daher
ein lokales Maximum, im zweiten ein lokales Minimum vor.

Aufgabe 11
4x 1
Zusammenfassung der FOC: Vf(x,y,z) = (2y) Vo (z,y,z) = (1) Voo (z,y,z) =
3z 1

9
( 8 ), kritischer Punkt ist (g, 1—18, 1—78 mit Lagrange-Multiplikatoren A\; = %, Ay =
7.5

_%_ Die zu priifende Hesse-Matrix lautet

4 0 0
Hp(z,y,z,\) =10 2 0
0 0 3

und ist pauschal positiv definit. Im kritischen Punkt liegt daher ein lokales Minimum
VOr.

17. Kuhn-Tucker-Bedingungen:

6x — 2y + Ay=0 N 622 — 22y + Ary= 0
—2x 4+ 12y + Az=0 —2zy + 12y + Aaxy= 0
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Subtraktion der Gleichungen voneinander ergibt
622 — 2ry — (—2xy + 12y%) = 0 = 622 = 129% = 22 = 2y?

Wegen z,y > 0 gilt daher z =2 -y

Setzt man dies in die NB xy = 1 ein, so folgt:

xy:1:>(\/§y)y:1:>y2:%:2_1/2:>y:2_1/4

Riicksubstitution: z = /2y = 2%/2 .271/4 = 21/4 Der Optimalwert ist f(z,y) =
3-(21/4)2 —2.2/4. 2714 £ 6. (271/4)2 = 6y/2 — 2 ~ 6,485

Der Lagrange-Multiplikator ergibt sich z.B. aus KTB1:
62 —2y+Ay=0=>A=2—6z/y=2—6-21/4/271/* =2 _ 62~ —6,485

Er lisst sich wie folgt interpretieren: Andert sich die Nebenbedingung beispielsweise
von xy — 1 =0 zu xy — 1 = 0,1, so éndert sich der Optimalwert ndherungsweise
um 0,1 - (=\) = 0,6485 zu (ca.) 7,1338. Wir vergleichen dies Ergebnis mit der
exakten Rechnung. Wie oben leitet man die Gleichung = = +/2y her. Jetzt heift
die Nebenbedingung aber zy = 1,1. Setzt man x hier ein, so ergibt sich y =
VI, 1274 ¢ = /1,12'/* mit Zielwert 1,1(6v/2 — 2) ~ 7,1338. Hier ergibt sich
bei exakter und Néaherungsrechnung derselbe Wert (das ist generell aber nicht der
Fall).

Zu den hinreichenden Bedingungen fiir ein lokales Extremum:

—  Ableitungen zweiter Ordnung von f: g%{ =0, gjgy = -2, g%{ =12
—  Ableitungen erster Ordnung von g: % =y, g—g = .
2 2 2
*  Ableitungen zweiter Ordnung von g : % = g—yg =0, gTZ =1

—  L(z,y,\) = 322 — 22y + 6y + A(xy — 1)

a %:6m_2y+)\y,darau81(327[2/:6und%:_2+)\
- %—5 = —2x + 12y + Az, daraus ‘327% —12

2
_ — 2L (29 LO2L 09 99 4 L (9g)?
hL(Q?,y) - 0x2 (8y> —2 oxdy Oz 8y+ oy? (8x)

= 6+X-0)-22—-2-(=2+X-1)-y-z+ (12+X-0)-y?

= 622 -2 (—2+2—6V2) zy+12y°

622 + 12v/2 - zy + 1242

6(2° +2-2- V2 + (V2y)?) = 6(z + v2-y)*> > 0

—  Also liegt im kritischen Punkt ein lokales Minimum unter der Nebenbedingung
Vor.

18. Lagrange-Ansatz: y + \a=0=x 4+ \b = y = ax/b
ar+b-ax/b=ce 2ar =ce v =c/(2a) =y =c/(2b)

Zielwert f(x,y) > 0, Randwerte x = 0,y = ¢/b bzw. y = 0,2 = c¢/a fihrt zu
f(0,¢/b) = f(c/a,0) = 0, also globales Maximum im kritischen Punkt.

19. Lagrange-Ansatz: 1 —2x + pu = 0 = 1 — 2y + 2u. Gleichsetzen iiber p ergibt
1-2y+22z—-1)=02x = i—l— %y. Jetzt zwei Falle: Wenn NB inaktiv, d.h. 4 = 0,
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so ergibt sich aus den K-T-Bedingungen x = y = %, was aber kein zulassiger Punkt
ist. Wenn NB aktiv, so hat man zuséatzliche Gleichung x+2y =1 < . = 1—2y. Das
jetzt mit der obigen Gleichung gleichsetzen, ergibt 1—2y = %ﬁ—%y Sy = %. Daraus
r=1-2y = % Der Lagrange-Multiplikator dazu ist © = 2z — 1 = —% < 0, also
K-T-Bedingungen erfiillt (Maximierungsproblem, siehe Bemerkung im Anschluss
an Satz 15.13 = vgl. S. 451). Wir haben einen kritischen Punkt (2, )7 mit Zielwert
f(2/5,3/10) = 11/20.

Zum Randwertvergleich auf D = [0; co[2. Zuliissige Randpunkte mit 2,y > 0 und
x 4+ 2y < 1 sind Punkte mit x = 0 oder y = 0. Im ersten Fall x = 0 gilt also
0 <y < 3. Die Zielfunktion lautet hierfiir z(1 — z) + y(1 — y) = y(1 — y) und wird
maximal fiir y = % mit Zielwert 1/4. Im zweiten Fall y = 0 gilt 0 < y < 1. Die
Zielfunktion lautet hierfiir (1 — z) + y(1 — y) = 2(1 — x) und wird maximal fiir
x = %, ebenfalls mit Zielwert 1/4. Beide Randmaxima ergeben einen geringeren
Zielwert als der kritische Punkt, also liegt in (2/5,3/10) ein globales Maximum
Vor.

20. Aufgabe 6.a): Randvergleich fir x — 0 bzw. y — 0 gibt unendlichen Zielwert.
Deshalb in beiden kritischen Punkten ein globales Minimum.

Aufgabe 6.b): Hier wird D = R? zunéichst auf D = [—7;7]? mit hinreichend grofiem
r > 0 eingeschriankt, so dass die NB-Gerade x — 2y = 5t genau die Randpunkte
(=r,—r/2 —=5/2)T und (r,r/2 — 5/2t)T hat. Beide liefern bei ausreichend grofiem
r > 0 unbeschréinkte Zielwerte f(—r, —r/2—5/2t) = 2r?+3rt+ 242 bzw. f(r,r/2—
5/2t) = %7“2 — %T’t + %tz. Im kritischen Punkt muss daher ein globales Minimum
vorliegen.

Aufgabe 6.c): Hier ist kein Randvergleich nétig, weil die NB (Kreislinie) in D = R?
randlos beschriinkt werden kann. Der kritische Punkt (—t,2t)” ist dann globales
Minimum, der kritische Punkt (¢, —2t)T ist globales Maximum, wie der Vergleich
der Zielwerte zeigt.

Aufgabe 7.: Randpunkte fir x = 0,y = 3/2 (Zielwert 50 + In(5/2) ~ 50,91) bzw.
r =3,y = 0 (Zielwert 10v/3 4+ 50 ~ 67,32. Im kritischen Punkte z = y = 1 liegt
Zielwert 10 + 201n(2) + 50 ~ 73, 86 vor, also ein globales Maximum.

Aufgabe 8.: kein Randwertvergleich erforderlich, weil zuldssiger Bereich (Kugelo-
berfliche) in ausreichend grofien Quader ohne Randberiihrung eingebettet werden
kann. Also miissen nur die Funktionswerte der kritischen Punkte verglichen werden:
globales Minimum in (—1,2, —1)% und globales Maximum in (1, -2, 1)%

Aufgabe 9.: Randpunkte sind hier alle Punkte (z1,...,z,) mit z; € {0,1} fiir ein
j €{1,...,n}. In jedem Fall ist wegen der Nebenbedingung =1 + - -- + z,, = 1 eine
der Variablen Null und damit auch der Zielwert. Im kritischen Punkt mit Zielwert
> (0 muss daher ein globales Maximum vorliegen.

Aufgabe 11.: Im kritischen Punkt (g, 1—18, 1—78)T lautet der Zielwert % ~ 0,847.
Wegen der Nebenbedingung x + y + 2 = 1 liegen Randwerte vor, wenn wenigstens

eine der Variablen Null ist: Das gibt drei Teilprobleme im Randwertvergleich

— 1. Teilproblem: = = 0. Das Gleichungssystem z +y + 2z = 1,92 + Ty + 82 =
8,5,z = 0 hat keine Losung mit z,y,z > 0

— 2. Teilproblem: y = 0. Das Gleichungssystem z +y + 2z = 1,92 + 7y 4+ 82 =
8,5,y = 0 hat die Losung (1/2,0,1/2)” mit Zielwert £ ~ 0,875
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— 3. Teilproblem: y = 0. Das Gleichungssystem « +y + 2 = 1,92 4+ 7Ty + 8z =

8,5,z = 0 hat die Losung (3/4,1/4,0)T mit Zielwert % ~ 1,1875

Der Minimalwert wird hier also im kritischen Punkt angenommen. Die Bankkundin
sollte die Anlagen im Verhéltnis 10 : 1 : 7 wéhlen.

21. Aufgabe 13.:

Optimierungsproblem: G(z,y) = —22? —3y? — Lxy+600z+1200y—9200 = max un-
ter x+y < 240. Kritischer Punkt ergibt sich nach Lagrange-Methode fiir (60, 180)7.
Dass dort ein globales Maximum vorliegt, kann mit dem Satz von Kuhn-Tucker be-
griindet werden (—G hat positiv definite Hesse-Matrix, ist also konvex, NB ist
lineare Ungleichung, wird also durch konvexe Funktion beschrieben, Lagrange-
Multiplikator ist bei Formulierung des Problems via Minimierung von —G positiv,
Slater-Bedingung ist z.B. mit x = y = 1 erfiillt).

Aufgabe 14.:

2% — 9 9 2
Ve[ 270N g R H, = 00
2 — 10 0 2 3 0 0

Priife den Fall ,Nebenbedingung aktiv: VL = (2o — 20 + 2),2y — 10 + 3\)T =
(0,007 = 2 =8,y = 2,\ = 2 > 0. Die Voraussetzungen des Satzes von Kuhn-
Tucker sind erfiillt (Positiv semidefinite Hesse-Matrizen, daher konvexe Funktio-
nen, Slater-Bedingung mit z = y = 1), daher ist der kritische Punkt bereits Stelle
eines globalen Minimums. Zur NB 2z + 3y < 48 findet sich (12,8)7 als Kandidat
mit aktiver NB und negativem Lagrange-Multiplikator; dort liegt also kein lokales
Minimum vor. Der Punkt (10, 5)7 erweist sich als kritischer Punkt mit inaktiver Ne-
benbedingung und nach dem Satz von Kuhn-Tucker somit als Stelle eines globalen
Minimums.

22. Berechnung des Optimums im Status-Quo mit den Kuhn-Tucker-Bedingungen:
3+ Ayz=0 s
1+ Azz=0= y: 3

24 Ary=0 27

Mit NB: z(3z)(3z) =36 = 23 = 81 ‘

r=2,y=06,2=3,\=—g, Zielwert 18

Jetzt zu den modifizierten Problemen:

a) Lagrange-Funktion modifiziert: L(z,y, 2, A\, a) = (34+a)r+y+2z+ A(zyz —36)
*  nach a ableiten, ergibt x
x  Status-Quo fiir a = 0 einsetzen, ergibt 2.
*  Niherungsweise Anderung um 2 - Aa =2-0,2 = 0, 4.

b) Lagrange-Funktion modifiziert: L(x,y, 2, \,a) = 3x + y* 4+ 2z + A\(xyz — 36)
*  Nach a ableiten, ergibt In(y)y®
% Status-Quo fiir a = 1 einsetzen, ergibt In(6) - 6 ~ 10,75

*  Niherungsweise Anderung um In(6) -6 - A, = In(6) - 6-0,2 ~ 2,15
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Gleiches Ergebnis mit L(z,y,2,\,a) = 3z + y'*t* 4+ 22 + M(ayz — 36) und
Status-Quo a = 0.

c) Kurzlésung mit Schattenpreiseigenschaft: Die Anderung ist niherungsweise

_w
-A w =3

23. Es bezeichne V(a) jeweils den Optimalwert des modifizierten Problems. Vor-
gehensweise generell: Man berechnet die Lagrange-Funktion des modifizierten Pro-
blems, leitet nach dem Parameter a ab und setzt in das Ergebnis die Optimallésung
des Ausgangsproblems und dessen zugehorigen Parameter ein. Das Resultat hier-
von ist nach dem Envelope-Theorem die marginale Anderung des Optimalwertes,
d.h. V’(1). Hinweis zur Notation: Mit log ist auch hier der natiirliche Logarithmus
gemeint.

ai) Lagrange-Funktion L, (z,y, \) = 2y® + Aa?+y? —1) = ze®1o8W) - \(22 +¢% 1)
Sala(z,y,\) = 2y log(y)

V/(1) = 2 La(2.y.0) = 4log /4 = ~Llog2 ~ —0,17329
x

Y
A
a=1

Il
|
NI= ol | o=

aii) Da hier der Wert der Nebenbedingung verandert wird, ist V/(0) = —\ = %

bi) Lagrange-Funktion L,(z,y,\) = z2t¢ 4+ ¢?T0 4 Nz +y — 1) = eta)losz 4
2 La(z,y,\) = 23T logx + y* T logy

da
3
V(1) = goLla(z,y,), 1 =2(3) -logj
2
y=13
A=-—-1
a=1

bii) Lagrange-Funktion L, (z,y,\) = 22 + 4% + XNaz +y — 1)
2 Lo(z,y,\) = Az

da
V/(l) = %La(l‘ﬂ%)‘) T 1 = _%
)
y=73
=1
a=1

biii) Lagrange-Funktion L, (z,y, \) = 227% + 3?72 + N ax +y — 1)
L Lo(z,y,A) = 2V logz + y+9 logy + Az

3
V(1) = g La(@,y, ) =2(3) logg 5

_1
2
y=3
A=—-1
a=1

ci) Lagrange-Funktion L, (x,y, z, \) = log((zyz)")+ A (x+2y+22—1) = alog(xyz)+
Mz +2y+2z—-1)
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cii)

24.

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

%La(fc,y,z,)\) = log(zy=2)
V(1) = £ Lo(z,y,2,\) ,  =log(345) =—log108
3
y=7g
=1
A=-3
a=1

Lagrange-Funktion L,(z,y,z,A) = log((zy2)?) + Mz + 2y + (1 + a)z — 1) =
alog(zyz) + Mz +2y+ (1 +a)z — 1)
e La(@,y,2,0) = log(zyz) + Az

V(1) = £ Lo(z,y,2,\) v=1 = —log(108) — 3
y=7g
-
A=-3
a=1

Das Optimierungsproblem lautet f(z,y,2) = /8, T/ 4yl/2,1/4 = max fiir
x,y,z > 0 unter h(z,y,2) = 2z + 4y* + 82 — 1200 < 0. Dieses Problem erfiillt
die Voraussetzungen des Satzes von Kuhn-Tucker, d.h.

x  Die Zielfunktion als CD-Funktion mit positiven Exponenten und Homo-
genitatsgrad 1 ist konkav (—f ist konvex), vgl. hierzu auch Satz 14.18 im
Buch =vgl. S. 417.

x  Die Nebenbedingungsfunktion h ist ebenfalls konvex, denn ihre Hesse-
Matrix ist positiv semidefinit (Eigenwerte 0 und 8)

x  Die Slater-Bedingung ist z.B. mit x = y = 1 erfiillt.

Nach dem Satz von Kuhn-Tucker gilt dann: (x,y, 2)7 ist genau dann ein globa-
les Maximum von f (Minimum von — f) unter der NB, wenn es u < 0 (u > 0
bei Minimierung von —f) gibt, so dass Vf(z,y,2) + uVh(z,y,2) = 0 und
ph(z,y, z) = 0. Diese Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten hier (beachten Sie bei
der Berechnung der partiellen Ableitungen von f die Eigenschaften, die fiir
CD-Funktionen z.B. auf Seite 400 formuliert wurden)

f@y.2) o, g
4z
2y
4z

(2 + 4y* + 82 — 1200) < 0

Dann ist zunéchst nur p # 0 moglich, d.h. die NB ist aktiv. Auflerdem kann
ein Maximum sicher nur fir x,y,z > 0 realisiert werden. Multipliziert man
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dann die erste Gleichung mit 4y und die dritte mit y, so ergibt sich

4y
f(x,y,2)—= +8uy =0

Adx

1

— 4 8uy =0
f(x,y72>2y + 8y

Y

< 4+ 8uy =0
f(z,y,2) 1, T8y

2z + 4y? 4+ 8z = 1200

und durch Gleichsetzen der ersten mit der zweiten und der zweiten mit der
dritten Gleichung wird p eliminiert

4y 1 9
dr 2y . 4
) 1 Ly
L= s — _

4z oy T oY

22 + 4y* 4+ 8z = 1200

Jetzt kann man x und y in der NB substituieren und bekommt

1
2(2y%) + 4y? + 8(§y2) = 1200 < 12y% = 1200 < y = 10

Daraus dann x = 200 und z = 50, sowie f(z,y,z) = ¢ % -200-10%-50 =
v/81000 = 30.

Der Lagrange-Multiplikator ist dann gegeben durch

30 5 3

T
Sein negatives Vorzeichen ist die letzte zu priifende Eigenschaft im Satz von
Kuhn-Tucker. Mit 200 Einheiten Rentierwolle, 10 Einheiten Pythagorasbaum-
Holz und 50 Heinzelmadnnchen-Montagestunden wird die Ausbringung maxi-
miert und betragt 30 Mengeneinheiten.

Der mit (—1) multiplizierte Lagrange-Multiplikator ist (auch in diesem Opti-
mierungsproblem mit Ungleichungsrestriktion) der Schattenpreis der Kosten.
Die maximale Ausbringung erhoht sich daher, wenn die Gesamtkosten um bis
zu 50 HEuro steigen diirfen, um ndherungsweise

3 15
BO-E—ENO,%%

Mengeneinheiten.

Hier muss mit dem Envelope-Theorem argumentiert werden (wobei man davon
ausgehen darf, dass die NB in Gleichungsform vorliegt).

Die Lagrange-Funktion lautet hier
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25.

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

wobei momentan a = 0 und die Anderung zu a = 0,5 gepriift werden soll.
Man leitet die Lagrange-Funktion nach a ab (wobei dieser Parameter nicht in
f auftritt, so dass man nur den zweiten Summanden betrachten muss) und
erhalt

%L(%y,z,u) = 2

Im aktuellen Maximum (fiir a = 0) wird dieser Wert zu — %. Mit der Anderung
a = 3 ist die niherungsweise Anderung des Maximalwertes dann apz = — 32 ~

—0,46875 Mengeneinheiten (d.h. eine Verringerung).

Hier liegt eine Modifikation der Kostenfunktion zu
h(z,y, 2) = 20770 + 4y? + 82 — 1200
und b = 0,1 vor. Wieder mit dem Envelope-Theorem erhalt man
L(z,y, z, 1) = f(z,y,2) + p(221+° + 49% + 82 — 1200)

0
o5 L@y, 2, 1) = p22t In(z)

(Beachten Sie, dass nach b abgeleitet wird, d.h. man sollte '+t = ¢(1+0)In(z)
schreiben und die Kettenregel benutzen.) Setzt man nun die aktuellen Werte
ein, also b = 0 und die Maximalstelle, so ergibt sich die Anderungsrate 2 -
(—125) - 200 - In(200) = 322 - In(200) ~ 39,7. Mit b = 0,1 ergibt sich dann die
nidherungsweise Verringerung um 3,97 Einheiten.

Treten alle drei Anderungen der vorangegangenen Teilaufgaben gleichzeitig
ein, so kann aufgrund der totalen Differenzierbarkeit der Optimalwertfunktion
die Anderung der Ausbringung niherungsweise als Summe der Einzeldnderun-
gen geschrieben werden, sie betrigt also

0,9375 — 0, 46875 — 3,97 ~ —3,5

Mengeneinheiten.

Vf(z,y) = (64 + 72y — 1712, 722 + 130y — 2220)7

64 72
Hy(z,y) = l 72130

130 — 722 = 3136 > 0 . Also ist Hy(z,y) fiir alle z,y positiv definit. f ist also
konvex.

} hat die Hauptunterdeterminanten 64 > 0 und 64 *

Da f konvex ist, ist jeder kritische Punkt von f ein globales Minimum. Kriti-
sche Punkte ergeben sich durch Vf(z,y) = 0, d.h. aus dem LGS

64z + T2y — 1712 = 0 < 8z + 9y — 214 = 0 < 72z + 81y — 1926 = 0
727 + 130y — 2220 = 0

Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung liefert 49y = 294 < y = 6.
Eingesetzt in die Gleichung 8x + 9y — 214 = 0 ergibt sich

8r+54—-214=04 8z =160 &z =20
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Ansatz ist das Lagrange-Gleichungssystem

9 L2\ = g 64z + T2y — 1712420 = 0
T4 = 0 dh T20+130y—2220+20 = 0
h(z,y) = 0 2x+y) = 102

Gleichsetzen iiber 2\ ergibt das Gleichungssystem

64z + T2y — 1712 = 72x + 130y — 2220
r+y=>51

bzw. 8z + 58y = 508, x + y = 51 bzw. nach Subtraktion des achtfachen der
zweiten von der ersten Gleichung 50y = 100 < y =2 sowie x +y =51 < x =
49. Der Lagrange-Multiplikator hierzu lautet

1
2\ = — (64z + 72y — 1712) & A = — 2 (6449 + 2% 72 — 1712) = ~784

Nach c) ist © = 49,y = 2, A\ = —784 kritischer Punkt zum Problem

Fz,y) = (4o +y — 86)2 + (4o + 8y — 128)2 + 1 = min
z,Yy=

h(z,y) :=2(x +y) = 102

Diese Rechnung lasst sich mit kleinen Modifikationen auf Optimierungsproble-
me iibertragen, bei denen die Nebenbedingung mit —1 multipliziert wird bzw.
als Ungleichung vorliegt (Dabei éndert der Multiplikator ggf. sein Vorzeichen).
Dann ergibt sich: x =49,y = 2, A = 784 > 0 ist kritischer Punkt zum Problem

flw,y) = (4o +y — 86)% + (4o + 8y — 128)> + 1 = min
':E7y_

h(z,y) =102 -2(x+y) <0

In diesem letzten Problem erfullt der kritische Punkt aber alle Voraussetzun-
gen des Satzes von Kuhn-Tucker:

[1] f ist konvex (s.0.). h ist linear, also konvex.
2] Die Slater-Bedingung ist erfiillt, z.B. h(52,52) = —2 < 0

[3] Der Punkt = = 49,y = 2, A = 784 > 0 erfiillt gemafl Rechnung in a) die
Kuhn-Tucker-Bedingungen.

Er liefert also ein globales Minimum fiir das zuletzt genannte Optimierungs-
problem. Weil er zusétzlich fiir das urspriingliche Problem zuldssig ist, muss
er auch ein globales Minimum des Ausgangsproblems sein.

Die marginale minimale Schadstoffausbringung stimmt mit dem negativen
Lagrange-Multiplikator aus a) iiberein. Also erhéht sich die Schadstoffausbrin-
gung ndherungsweise um 784 Einheiten, wenn die Ausbringung des Hauptpro-
duktes um 1 Einheit erhoht wird (Hauptprodukt-Schattenpreis).



