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die ausfiihrlichen Lésungen.

Kapitel 1

Aufgabe 1.

a)

b)

c)

d)

Das Polynom hat die Form f(z) = a¢ + aiz. Die Steckbriefaussagen lauten

- f(2)=4,dh.ap+2a; =4

- f(3)=0,dh.ap+3a1 =0

Das Polynom hat die Form f(z) = ag + a2 + 2222. Die Steckbriefaussagen lauten
—  f(2) =4, dh. ag+2ay +4ay; =4

- f(3)=0,dh. ag+3a; + 9azs =0

—  f(4) = -6, d.h. ag + 4ay + 16ag = —6

grad(f) = 2, Das Polynom hat die Form f(x) = ag + a,z + az2? mit der Ableitung
f'(z) = a1 + 2a2x. Die Steckbriefaussagen lauten

-  f(0)=5,dh.ag=5
- f'(3)=1,dh. a1 +6azs =1
— f(5) =0, d.h. ap + 5ay + 25a3 =0

grad(f) = 3, Das Polynom hat die Form f(z) = ag+ a2+ asx? + a3z mit den Ab-
leitungen f’(z) = a1 +2asz+3az2? und f”(z) = 2as+6asz. Die Steckbriefaussagen
lauten

- f(4) =0, d.h. ap + 4a; + 16as + 64az =0
f/(4) =4, d.h. a; + 8as + 48a3 =4
— f"(4) =0, d.h. 2as + 2daz = 0



—  f(0) =16, d.h. ag =16

Aufgabe 2. Benennen Sie mit x1, 9,3 die drei NikolausgroBen (in Anzahlen ge-
messen) und mit y1,y2 die Schokoladensorten (in Kilogramm gemessen). Zwischen
Nikoldusen und Schokoladen besteht der Input-Output-Zusammenhang

1 1 3
T+ cT2+ T3 =

5 5 5
+2
- — T =
52 53 Y2

Fine mogliche Fragestellung konnte darin bestehen, einen vorgegebenen Schokoladen-
Vorrat (y1]y2) aufzubrauchen.

Aufgabe 3. Ein Zusammenhang betrifft den Zuschnitt der Figuren aus den Plat-
ten. Wenn x1, xs, r3, 24, 5, ¢ die Anzahlen bezeichnen, mit denen die jeweiligen Ver-
schnittmuster angewendet werden, und mit y1, 2, y3, y4 die daraus produzierten Figu-
renzahlen gemeint sind, so gilt

r1 +2x9 +2x3 =1y
211 +ry  +ws = Y2
X9 +24 +Ts =y3

3 +xs +xg =UYa

Der andere Zusammenhang betrifft die Zuordnung der Mobileanzahlen 21, 29, z3 zu den
benétigten Figurenanzahlen y, 2, Y3, ¥4

Z1 +22 +z3 =11

21 +z3 =Y
Z2 +z3 =1Y3
21 +2z3 = ys

Daraus ergibt sich, dass y; = 300, y2 = y3 = y4 = 200. Das LGS lautet also

T+ 229 + 223 = 300
201 + x4+ x5 = 200
Tro+x4+2x6 = 200
r3+x5+x¢ = 200

Aufgabe 4. Sind z7 (G. AuB), 2o (F. Ermat) und =3 (E. Uler) die Anzahlen der
Klausuren vor der Umverteilung und y1,¥9s,y3 die Anzahlen danach, so lautet der
Zusammenhang y; = %xl + %.ﬁg, Yo = éxl + %xz + %1‘3, Y3z = %xl + %12 + %1‘3.
Wenn sich die Klausuranteile durch die Umverteilung nicht verdndert haben, so be-
deutet das

= +1 =4 2 +1 =0
r = 5731 411‘3 523‘1 41‘3 =
1
1‘2:gl‘1+g$2+11‘3<:>g$1—5$2+1$3:0
1 1
T3 =T+ tTo+ 503 21+ z22 — ;23 =0

5 5 2 5 5 2



Wir l6sen dieses LGS mit der aus der Schule bekannten Technik des Einsetzungsver-
fahrens. Wenn Sie das Gauf’sche Eliminationsverfahren im iibernéchsten Abschnitt
erarbeitet haben, l16sen Sie die Aufgabe hiermit zur Ubung noch einmal.

Zunéchst wird die erste Gleichung nach x3 umgestellt: x3 = %901. Wir setzen dies in
die zweite und dritte Gleichung ein:

1

2
tx1— 2mp 4+ qa3 =0= to1 — 20+

18 3 3
Zg _0:>*$1—*l‘2_—0:>l‘2—§1'1

1 18 3
g$1+g$2—§$3—0:>g$1+5132 251’)1—0:>—*l'1+ I2—0:>l'2—2131

Die zweite und dritte Gleichung ergeben also dieselbe Bedingung, das LGS ist also

nicht eindeutig 16sbar (das ist bei solchen Gleichgewichtsberechnungen stets der Fall).
3

Man kann die gewonnenen Beziehungen z3 = %ml und xe = 51 aber in die zusdtzlich
bekannte Gleichung x1 4+ x5 + x3 = 820 einsetzen und erhéalt

1+ 31+ 301 =820 (1+ 3 + 8z =16 Fha1 =820 & 2y = 200

Daraus folgt dann xy = %xl =300 und x3 = g:rl = 320.

Also hatte G. Auf} vor und nach der Umverteilung 200 Klausuren, F. Ermat musste
300 Klausuren korrigieren und auf E. Ulers Schreibtisch lagen 320 Klausuren.

Aufgabe 5

2) 20+ 3y="7 o 20+ 3y="7 2(3+4y)+3y="7
r—4y =3 r =3+4y T =3+4y
Hy+6=7 =L =L =L
o y+ - o y_11 o y_n L e y_g
r =344y r=3+4y r=3+4- 1 r= 43

Also L = {(37, 17)}

=1 =1— =1-— =1-
b){x+3y @{Sy_ w@{ 3y x@{Sy T

3r+3y=20 3y = -3z 1l—2=-3z 2r = —1

=1— =1— (=41 =3 =1

(:){3?4 117 @{3?4 (12) @{3y 2 @{y 2
Also]L:{(f%,%)}

o) z+3y =1 - T =1-3y - T =1-3y
—2z — 6y=0 -2z —6y=0 —2(1-3y)—6y=0

- r =1-3y
—2=0

Also L = {}
9z +3y+2=1 9r+3y+2=1
d) T—2y+32=2 & x =2+2y—3z
3xr+2y—2=0 3r+2y—2z=0
9(2+2y—32)+3y+z2=1 21y — 26z = —17
& T =24+2y—32z & x =242y —3z

3(242y—32)+2y—2=0 8y — 10z = —6



21y — 26z = —17 21 (32— 2) —262=—17

& T =2+4+2y—3z & T =2+2y—3z
y =41 y =i-1

iz:f% z=—5 z=—5

< T =24+2y—-3z & r=242y—3z & r=2+42y—3z
y=32-1 y=32-1 y=-T7
z= =5

& r=3
y=—7

Also L ={(3,-7,-5)}
o) {x+2y—2 @{ r=2-2y (:){ r =2-2y @{ T =22y

r4+y =0b r=b—y 22y =b—y —y =b—2
r=2-2y x=2-2(2-0) r=2b0—2
- - <~
y=2-> Y =2-b y=2-05>

AlsoL={(2b—2,2—-10)}

—4 20=2 —4 2 =2 4(b — 2 =2
{ T+ 2y @{ T+ 2y @{ (b—ay) + 2y

f
) r4+ay =0 x =b—ay T =b—ay

da+2)y=2+4 da+2y=2+4 20a+1)y=2b+1
@{(aJr)y +b<:>{(a+)y +b®{(a+)y b+

x =b—ay T =b—ay x =b—ay

Moglichkeit 1: a = —%,b = —%. Dann lautet die erste Gleichung 0 = 0 und ist
allgemeingiiltig. Losungsmenge ist dann L = {(z,y) : 2 € R,y e R,z = b —ay} =
{(b—ay,y) :y e R}.

Méglichkeit 2: @ = —%,b # —1. Dann lautet die erste Gleichung 0 = 2b + 1( 0)
und ist unlésbar. Daher ist L = {}.

Moglichkeit 3: a # f%. Dann kann das LGS weiter umgeformt werden zu

_ 2bt1 _ 2b41 _ 2bt1
Y = 341 L P Y =341
- = —p_ g2bl < v
r =0—ay T =0—=a3, 7 T = 2471

Also ist dann L = {(zbl;i_a17 ;Zii)}

Aufgabe 6. Man kann zunéchst davon ausgehen, dass a # 0. Dann lautet die erste
Gleichung umgeschrieben z = £ — gy. Eingesetzt in die zweite Gleichung folgt c(£ —

gy) +dy = f bzw. (d — %)y = f—c bzw. %y = % Diese Gleichung — und
damit das LGS — ist genau dann losbar, wenn ad — be # 0. Der Ausdruck ad — be wird
auch Determinante der Koeffizientenmatrix genannt.

Aufgabe 7. Die Gleichungsmatrix wird in Zeilenstufenform iiberfiihrt:

12 -1 1 1|1 Ir—2r [t 2 -1 1 1|1
2 -1 1 =2 -1 3 | g77_7 |0 -5 3 -4 -3 1
1 1 -1 -1 13 0 -1 0 -2 0 2
4 2 -1 -2 1 7 V=4l 14 5 3 - -3 3
-1 3 -2 3 2 2| V+I |0 5 -3 4 3|1



12 -1 1 1|1 IHU“12—111\1
R IE A A NI R
II/(—53 0 -1 0 -2 0|2 | IV4+6IT |0 o0 -2 -8 2|¢
0 -6 3 -6 =3/ 3 | y_577 |00 -§ -5 3 %
05 -3 4 3|-1|]————[00 0 0 00
12 -1 1 1|1 (12 -11 11
01 -3 4 é‘_l 0 1 -3 4 é‘_l
HI-(-3)foo 1 2 -1 3 [IV+2III|o o0 1 2 -1 -3
7|00 -2 -¢ ¢ 2T 100 0 0 0 0
00 0 0 00 00 0 0 0]o0
1203 0 -2 100 -1 0]2
rarrr |0t o2 0 -2 010 2 0 -2
IT 4 11T 0012 -1 -3([=2IT|0oo01 2 -1 -3
T35 0000 0 0 000 0 0 0
_—
0000 00 000 0 0 0
Die Losungsmenge besteht aus allen (21, 2,23, 24, 25) mit ©1 = 2 + x4, T2 = —2 —
2x4,x3 = —3 — 224 + x5 wobei x4 € R, x5 € R

Aufgabe 8. Es wird zu den Gleichungssystemen aus Aufgabe 1 jeweils die Gleichungs-
matrix aufgestellt und in Zeilenstufenform tiberfiihrt.

124 1 2 4 10 12
2) [1 30}u[0 1 4H1_—>2U[o 14]

Die eindeutige Losung ist ag = 12, a1 = —4, also lautet die Funktion f(z) = 12—4x.

L2 447 o [12 4 4 12 4] 4
— 11T - 211
by (13 9 0 | |01 5 -4 01 5 —4
1416‘—6 - 0212 —10 002 -2
1 2 4] 4 1 2 1
‘ I—411T 0 0 0‘
/210 1 5 —4 | 2sm1 01 0 1L |1=210|0 1 0 1
00 1 -1 00 1 00 1 —
Die eindeutige Losung ist ag = 6,a; = 1,a2 = —1, also lautet die Funktion f(x) =
6+ — 2.
10 05 10 0 5 10 0 5
¢ [0 1 61 1111016\1 Hr—s1i7| o1 6 1
LT
1 5 25 0 0 5 25 0 0 =5 -10
1005 100 5
III/(—BZ 01 6 1 |II- II-6II]| 0 1 0 -11
00 1 2 00 1 2
Die eindeutige Losung ist ag = 5,41 = —11,a9 = 2, also lautet die Funktion
f(z) =5— 11z + 222
1 4 16 640 1 4 16 640 1 4 16 640
d) 0 1 8 48 4 |, 10 1 8 48 4] 0101 8 48 4
00 2 240 |—=>[0 0 2 24 0 |——|00 2 24 0
10 0 0 16 0 —4 —16 —64 16 0 0 16 128 32



1 4 16 640 14 16 64 [0 1 4 16 64| 0
il 018 48 4 | e 001 8 48 |4 R 48 4
——5loo0o 1 12|00 |———|00 1 120 |——%|00 1 12]0
00 16 128\32 00 0 —64 32 00 0 1| -4
0\32 140 0 64 100 0] 16
III:T;‘; 0 18 028 | I-161J1 |0 1 00 ~20|, 1010 0 -20
7 oqory |00 1 0 6 | IT=8II L0 0 10/ 6 |——0010 6
7 loo o 1 Lt Lo o o0 1] -1 000 1 -3
Die eindeutige Losung ist ag = 16,a3 = —20,a2 = 6,a3 = —1/2, also lautet die
Funktion f(z) = 16 — 20z + 622 — 1.
Aufgabe 9.
(2 1 ¢ IR I
a I— (31 22 I+ 2|2 :
] 43]%[—4 To s | MEWI 0 0 aes
Das LGS ist 1osbar genau dann, wenn 2t +3 = 0, d.h. t = —% Die Losungsmenge
besteht dann aus allen (z,y), welche die Gleichung 2 = —3 — 1y I6sen.
(2 1t 1 1]t 1 L t
b) ‘ I/ 2 ‘ 2 II+ 47 2 ‘ 2
| -4 ¢ 3 t |3 ]=——=10 t+2 2t+3
. . . . . . _ 342t —
Fir t # —2 ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar mit y = S und @ =
% — %y = 2_(:; +tt) Fiir t = —2 ist das Gleichungssystem unlésbar.

Aufgabe 10. Lost man die erste Gleichung nach z auf, so erhélt man x = —2y + 42z +
3/2. Substituiert man dies in die zweite Gleichung, so folgt 6(—2y+4z+3/2)+2y+2z =
15, d.h. 0z — 10y + 26z = 6.

Subtrahiert man andererseits im Ausgangs-LGS das dreifache der ersten von der zwei-
ten Gleichung, so erhélt man —10y + 26y = 6, also dieselbe Gleichung.

Das Substitutionsverfahren ist hier (aber auch in anderen LGS) also nur eine spezielle
Variante des Additionsverfahrens.

Beim Gleichsetzungsverfahren werden beide Gleichungen z.B. nach x aufgeldst: z =
—2y+4z+3/2und z = f%y — %er . Beim Gleichbetzen ergibt sich —2y+4z+3/2 =
—%y— %z—l—% & —6y+122+% = —-y—2z+ 2 < —by + 13z = 3. Die gewonnene
Gleichung ist bis auf eine multiplikative Konstante ebenfalls die durch Subtraktion
entstandene. Auch das Gleichsetzungsverfahren entspricht also der Anwendung des
Additionsverfahrens.

Aufgabe 11.

a) Zunéichst wird die Gleichung nach x; aufgelost:
5
201 + 4o =5 11 = 5—2732

Damit x1, x5 > 0 sind, muss dann gelten x5 > 0 und x5 < % x1 wird nun durch xo
in der Zielfunktion substituiert:

5 15
3x1 + dxg = 3(5 — 2%2) + 5x9 = ? — I

3x1 + by wird also maximal (minimal), wenn z; minimal (maximal) innerhalb des
zulissigen Bereichs [0; 4] ist.

Fir 2o = 0 und z; = 5 erd also der maximale Wert 12, fiir x5 = 721 =0

hingegen der minimale Wert 23 errelcht



b) Auch hier wird die Gleichung nach x; aufgeldst:

3t
4I1—t£62:3<:>131:1+1$2
Der fiir 1 gewonnene Term wird in den Zielwert substituiert:
3t 3 3t
2x1 + twg = 2(1 + Z:L‘g) +twg = 3 + 5 %2
Man kann jetzt drei Félle unterscheiden:
—  Wenn t = 0, so ist der Zielwert stets % und wird fir x; = % und beliebiges

9 > 0 angenommen. Maximum und Minimum stimmen hier also iiberein.

Wenn ¢ < 0, so wird der Zielwert minimal (maximal), wenn zs maximal
(minimal) wird. Aus der Gleichung z; = % + il’g und z; > 0 folgt aber
0< % + iaﬁg = ﬁwg > f% S xy < f% (beachten Sie, dass sich das Ungleich-
heitszeichen durch die Multiplikation mit % < 0 umkehrt). Fir 2o = 0,21 = %
liegt dann der maximale Zielwert %, fir 1 = 0,29 = —% der minimale Zielwert
—3 vor.

Wenn ¢t > 0, so wird der Zielwert minimal (maximal), wenn z3 minimal (ma-
ximal) wird. Das ergibt fir xo = 0,21 = % den minimalen Zielwert %. Einen
Maximalwert gibt es nicht, da zs und damit auch der Zielwert beliebig grofl

werden kann .

Zunéchst wird das LGS mit dem Gaufy’schen Eliminationsverfahren gelost, d.h. die
zugehorige Gleichungsmatrix in ZSF gebracht:

25 3 6] [10
41 14 01

Nello Vel EN]

|

el (S =1

Die Variablen xz1, x5 lassen sich also mit Hilfe von x3 darstellen

:r*zflm w*§f§m
1=35 g% » ¥2= 5%

und in der Zielfunktion substituieren:

7 1 8 b 5 52
3r1 — 229 + by = 3(§ — §$3) — 2(§ — 5.733) + 53 = § + jxg

Der Zielwert wird also maximal (minimal), wenn z3 maximal (minimal) wird.

Aus den Darstellungen von x1, x5 mittels zz folgt wegen x1 > 0,25 > 0, dass

z—lx >0 23 <7 §—§x >0« <§
9 9°%= B=0 0 9 9= 5=75

d.h. es muss gelten 0 < x5 < %. Fiir 3 = 0 erhalt man den minimalen Zielwert %,
fur x5 = % den maximalen Zielwert %.

d) Es wird wie in der vorangegangenen Teilaufgabe verfahren:

25 3/6] [10 -
41 -1 4 01 —

©lo vl
[ I

ol



f)

x1, T lassen sich wieder durch x3 substituieren

7 1
CE‘1:*+*1‘320<:>1‘32*7

9 9
8 5 8
= - — >0& > ——
R
x1, o werden wieder in der Zielfunktion substituiert:
7 1 8 5 5 38
31 —2 Srg =3(= + = —2(=+ = brg = - + —
Z1 T + O3 (9-1-9963) (9+9$3)+ Z3 9+ 9963
Minimal wird dieser Ausdruck fiir z3 = 0,21 = g, ZTo = %. Der Zielwert ist dann g.

Nach oben ist der Ausdruck unbeschrankt, weil auch x3 beliebig gro3 werden kann.

Es wird wie in der vorangegangenen Teilaufgabe verfahren:

2 -5 -3/6 10 -4 1
= 5 8
4 -1 -1 4 o1 3| -3
x1, T lassen sich wieder durch x3 substituieren
7 1
I1:§+§1‘320<:>1‘32*7
x ——§—§x >0 <—§
T 9 97t =75

Da aber nicht gleichzeitig z3 > 0 sein kann, hat das LGS keine Lésung mit x; > 0,
also gibt es auch kein Minimum und Maximum.

Es wird wieder zundchst das LGS gelost:

01 2 0]2 100 -1]2
003 1/3[=>[010 20
10305 001 % 1

Losung fir x1, o, x3 ist
T =24x4>0 14 > -2
2
x2:§x420©x420
1
$3:1—§$420®$3§3
x1, o, x3 werden jetzt in der Zielfunktion substituiert:
2 1
br1 — a9 + a3 + 214 = 5(2 + .1‘4) — (§$4) + (1 — §CE4) +2x4 = 11 + 624
Minimal wird dieser Ausdruck fiir minimales x4, also fir x4 = 0,21 = 2,29 =
0,23 = 1 mit Zielwert 11. Maximal wird dieser Ausdruck fiir maximales x4, also

aufgrund der obigen Ungleichungen fiir 24 = 3,21 = 5,22 = 2,23 = 0 mit Zielwert
29.



Aufgabe 12. Der Engpass ist sowohl durch die erste als auch durch die dritte Glei-
chung gegeben. Die nichste Umformung kann z.B. lauten:

100 1 1 307 1-m 10 -1 =2 0/ 0
01 0 =3 =240 | msarr [0 1 2 3 0 100
001 3 130 00 1 3 1]30

Die spezielle Losung lautet nun z; = 0, 2o = 100, x5 = 30 und 23 = x4 = 0.
Sie liefert den Deckungsbeitrag 12000 und ist ebenfalls optimal, denn die reduzierte
Deckungsbeitragsfunktion zu dieser Gleichungsmatrix lautet 65(zs + 2x4) + 120(100 —
2x3 — 3x4) + 17023 4+ 23024 = 12000 — 5x4. An dieser Form erkennt man, dass mit
x4 = 0 und beliebigem Wert fiir x5 die Optimallésung realisiert wird, also z.B. auch
fir z3 = 0.

Aufgabe 13. Gleichungsmatrix und Umformungen zur Zeilenstufenform lauten

1 1000 014407 —r4msr [1 0 3 2 1 0 2160
1 0 3 2 1 0 2160 | dunn zeiten 0 1 0 1 3 41080
0101 3 4 0 0 3 3 4 4 1800

11080 | vertauschungen
_

rcmn, 10 0 =1 =3 —4 | 360
dann 01 0 1 3 4 1080
113 001 1 4 45 600
—

Die Losungsmenge besteht aus allen (21, . .., z¢) € [0;00[® mit 21 = 360+x4+3w5+42,

ro = 1080 — x4 — 35 — 4dxg, T3 = 600 — 4 — %$5 — %1‘6.

Eine spezielle Losung ist 1 = 360, x5 = 1080, x3 = 600, x4 = x5 = x¢ = 0. Diese
benotigt 2040 Rollen. Substitution der Pivot-Variablen in der Verschnittfunktion ergibt

1 1
T +x2+x3—|—x4+x5+x6:2O4O+Om4—§x5—§x6

Jede Einfiihrung eines der Schnittmuster x5, xg verringert den Verschnitt. Beispielswei-
se konnte man Schnittmuster 5 maximal 360mal verwenden. Fiir x5 = 360, x4 = x4 =0

ergibt sich z1 = 1440, x5 = 0, x3 = 330 und ein Verschnitt von 1920 Rollen. Einfiihrung
des Schnittmusters 4 dndert den Verschnitt nicht.

Aufgabe 14. Es wird das Gauf3-Verfahren ausgefiihrt. Auf der rechten Seite miissen
dabei lineare Terme in a, b, ¢ verwaltet werden.

11 -1 a 11 -1 a
2 -1 5 b | II+(=2)I |0 -3 7 b—2a
02 -5 c]—7lo2 -5 ¢
(11 -1 |a
II— (=511 |0 1 -2 L@2a-b)
— 7 l0 2 -5 ¢



(11 -1 a
I+ (-2)II | 0 1 —-% 1(2a—b)
_
000 -1 —dy2gc
(11 -1 |a
IIT— (=3)II1I | 0 1 —-% X(2a—1b)
L0 0 1 4a — 2b — 3c
(11 —2b—
I+ (1)1 0| 3a 3¢
11+ (1) 111 0 1 0 10a-5b—"Tc
0 001 da—2b—3c
[1 0 0 —5a+3b+4c
I+(-=1)II | 0 1 0 10a—5b—Tc
L0 0 1 4a—2b-3c

Losung ist also 1 = —ba + 3b + 4¢, 29 = 10a — 5b — Tc, x5 = 4a — 2b — 3¢

Aufgabe 15. Die Gleichungsmatrix wird dhnlich wie im Regalbeispiel anhand der Ver-
flechtungstabelle aufgestellt und in eine Basisform gebracht (moglich, aber aufwindiger
wére die Bestimmung der ZSF)

13 12 2 8 297300 0 12 -24 —18 -36 2100
| I+(-13)V |
6 3 10 5 16 3200 meev |08 2 T —14 | 800
1 1 0 1 3 |600 v |01 2 o1 -2 | 200
1 0 0 2 5 200 iy |00 "2 0 0 | =200
1 0 2 25 40 [V 7710 2 2 5 400
[0 0 0 -6 -12 -300 ]
i |00
IT+ (=3) 111
HHEEHIT N g g 9 0 0 200
102 2 5 |40 |
[0 0 0 -6 —12 —300 |
001 -1 -2 50
II— (31 o 1 -2 -1 -2 200
T |00 -20 0 | -200
102 2 5 |40 |
[0 0 0 -6 —12|-300
IIT+@2)II |0 0 1 -1 -2 50
IV+@II |0 1 0 -3 —6 | 300
V+(=2)IT [0 0 0 -2 -4  —100
T 1004 9 300
(00001 2 |50
001 -1 -2 50
I (=510 1 0 -3 —6/300
oo o0 -2 -4 -100
|10 0 4 9 |300




mor (567 0|
T+ (3)1

0 1 0 0 0450
IV +(2)1
Viar |0000 00
— 7100 0 1100

Die Variablen x 4, xp, ¢, xp lassen sich dann mittels g substituieren:
x4 =100 —zp,xp = 450, x¢c = 100, xp = 50 — 2z
a) Wir substituieren x4, xp,2¢,xp in der Zielfunktion:
44,00z 4 + 24,99z + 44,99z¢ + 44,992 p + 149,992 g

=44,00(100 — zg) + 24,99 - 450 + 44,99 - 100 + 44, 99(50 — 22 ) + 149,992
=22494 + 15,02z g
Maximal wird der Umsatz, wenn g maximal wird. Aus den Bestimmungsgleichungen
fiir die iibrigen Variablen bekommt man fiir zr den Engpass zp < 25. Der maximale

Umsatz wird daher fiir zp = 25 erzielt und betragt 22868,50 Euro. Die optimale Losung
ist also x4 = 25,25 = 450,z = 100,zp = 0,2 = 25.

Kapitel 2

Aufgabe 1.
1 2\ (142 /3
W () + ()= ()= ()
W () =)= (22)= ()
3 2 3-2 1
c) Dieser Ausdruck kann nicht gebildet werden, weil a ein Spaltenvektor und b7 ein

Zeilenvektor ist (selbst wenn die beiden gleich viele Komponenten haben).
T T

d) G) +(g — (112) + (2I3) = (1 + 22+ 3) = (3[5)
2 r 1 r
o (3) - (3) =em-ap=ec-1-2=ay
f) Dieser Ausdruck kann nicht gebildet werden, weil ¢ und ¢ unterschiedlich viele

Komponenten haben.

g) Dieser Ausdruck kann nicht gebildet werden weil d” ein Zeilenvektor und c ein
Spaltenvektor ist.

w2(2)-2(3) = (22220) = (2)

Alternativ mit Distributivgesetz: 2 b —2 a = 2(b—a) = 2(1) = (;)

) 3a+3b:£Ka+b):3<z>::<i>



1 5
j) 30+202(3+2)c=5<2> = (10)
3 15

k) Dieser Ausdruck ist nicht méglich, da der erste Summand ein Spaltenvektor und
der zweite ein Zeilenvektor ist.

1 2 3-1+12-2 27 9
1) 3¢c+4ard=3c+12d=3[2]|+12(3 ]| =(3-2412.3 | = |42 | =3| 14
3 4 3-3+12-4 57 19

Aufgabe 2. Erster Ansatz: Man berechne zunéchst, wieviel alle 5000000 Kunden
insgesamt zahlen und teile durch die Gesamtzahl der Kunden:

3.000.000 - 12,5 + 500.000 - 10,5 + 900.000 - 12,0 + 600.000 - 11 = 60.150.000
Daraus ergibt sich dann der Durchschnittspreis 60.150.000/5.000.000 = 12, 03.

Zweiter Ansatz: Wenn man schon in jedem Summanden durch die Gesamtzahl der
Kunden teilt, darf man auch die Tarifpreise direkt mit den relativen Kundenanzahlen
multiplizieren: 12,5 - % + 10,5 - % + 12 - 59—0 +11- 23—5 = 12,03. Es handelt sich hier um
das spéater noch behandelte Skalarprodukt des Tarifvektors mit dem Anteilsvektor.

Aufgabe 3. Die angegebene Menge sei jeweils mit L. bezeichnet. Es wird gepriift, ob
die Anforderungen

1] 0elL
[2] Wenn z,y € L, dann auch z +y € L .
[3] Wenn z € L, dann auch ax € LL fiir alle « € R.

an einen R-Vektorraum erfiillt sind. Sobald eine der drei Forderungen nicht erfiillt ist,
kann man ausschlieflen, dass es sich bei . um einen Vektorraum handelt.

a) Fur ¢ = 0 ist L die Menge aller Vektoren (1, 29)T mit 1 + 225 = 0. Wir priifen
die drei Anforderungen einen Vektorraum:

[1]  (0,0)T liegt in L, denn 0+ 2-0 = 0, d.h. der Nullvektor erfiillt die Forderung,
die an Vektoren aus L gestellt wird.

[2] Sind (z1,72)T und (yi,y2)T zwei Vektoren aus L, so gelten die Gleichungen
1+ 229 =0, y1 + 2y2 = 0. Dann gilt auch (x1 +y1) +2(z2 +y2) = 21 + 222 +
y1+2y2 = 0, d.h. der Vektor (z1 +yy, 22 +12)7 erfiillt die Forderung an einen
Vektor aus L.

[3] TIst (x1,72)7 ein Vektor aus L und a € R, so gilt 21 + 225 = 0 und daher auch
(axy) +2(axs) = afxy 4+ 229) = 0, d.h. auch a(z1,22)" = (axy, axy)? erfiillt
die Forderung an einen Vektor in L.

Fiir ¢ # 0 liegt der der Nullvektor (0,0)” nicht in L, denn 0 42 -0 = 0 # ¢. Dann

ist I kein R-Vektorraum.

b) Wir formen die Bedingungsgleichung mittels quadratischer Erginzung zunéchst um:
23 = 2w10+ 23 = 0 & 2 — 2twx0 + 1203 = (12 — 1)23 & (1 —tx)? = (1 —1)23.
Dann kann man drei Félle unterscheiden:

—  Wenn t2 = 1, d.h. t = +1, so lautet die Bestimmungsgleichung fiir Vektoren
aus L gerade (z1 — tx2)2 =0 < x1 — tes = 0. Dass es sich bei L um einen
Vektorraum handelt, leitet man dann genau auf die gleiche Art und Weise her
wie in der letzten Teilaufgabe.



1] (0,007 inL,denn 0 —¢-0=0
[2] Wenn (21,22)T € L und (y1,y2)T € L, dann gilt (x1 +41) — t(22 + ) =
7] —trg + Yo —tyz = 0+ 0 =0, also auch (z1 +y1, 22 +12)T €L
[3] Wenn (71,29)7 € L und « € R, dann gilt (ax;) — t(axs) = oz —tzg) =
a-0 =0, also auch a2y, 22)T = (azy, axs)T € L.
—  Wenn t? < 1, dann erfiillt nur der Vektor (0,0)7 die Gleichung (z1 — tas)? =
(t> — 1)23, denn die linke Seite der Gleichung ist — mit Ausnahme von x5 = 0

und z1 = txy = 0 — stets kleiner als Null, wihrend die rechte gréfier oder gleich
Null ist. Es ist dann L = {(0,0)”} und dies ist ein Vektorraum.

—  Wenn #? > 1, so erfiillt L auch die Anforderungen [1] und [3] an einen Vek-
torraum, nicht aber die Eigenschaft [2], dass die Summe zweier Vektoren aus
L wieder in LL liegt. Dazu geniigt es, zwei spezielle Vektoren (x1,z2)” und
(y1,92)T anzugeben, so dass diese die Anforderung an L erfiillen, aber deren
Summe nicht mehr. Solche Vektoren kann man finden, wenn man die Gleichung
(v1 — ta2)? = (2 — 1)23 nach x1 auflost. Das ergibt

xlztmgi\/tQ—l\/aT

Daraus ergibt sich, dass z.B. (t—vt2 —1,1)T und (t++/#2 — 1,1)T Vektoren in
L sind. Thre Summe (2t,2)T liegt aber nicht in L, denn 2(2t)? 2t(2t)2 +22 =
4 — 4t? = 4(1 — t?) # 0 (Beachten Sie, dass t2 > 1).
¢) L ist kein Vektorraum. Es sind zwar die Forderungen [1] und [3] erfiillt, nicht aber
[2], denn z.B. die Vektoren (1,1,1)” und (1, -1, —1)7 liegen in L, nicht aber deren
Summe (2,0, 0).
d) L ist kein Vektorraum. Es sind zwar die Forderungen [1] und [2] erfiillt, nicht aber
[3], denn z.B. liegt (1,0,0)T in L, nicht aber %(1,0,0)T = (%,O,O)T.
e) L ist ein Vektorraum:
1] (0,0,0,0,0) liegt in L, denn a(0 —0) =2-04+0+0und 0+a-0=2-0—0.
2] Mit & = (z1,29,23,24,25)" und y = (y1,Y2,¥3,y4,y5)" liegt auch z 4y =
(x1 +y1,...,25 +ys5)" in L, denn
a((z3 +ys) — (x5 + y5)) = alzs — x5) + alys — ys)
=201+ 22+ 2+ 2y1 Y2+ Ua
=2(x1 +y1) + (v2 +y2) + (T2 + ya)
(1 + 1) +alzs +y3) = (21 + axs) + (y1 + ays)
=224 — %5+ 2ys — Y5
=2(xs +ya) — (25 +ys5)
[3] Mit & = (21,...,25)T € L und a € R liegt auch az = (awy,...,ars5)T in L,
denn
alars — axs) = aa(rs — x5)
= Oé(le + 22 + l’4)
= 2(ax1) + (ax2) + (xq)
(
a

= 2(@:54) — (axs)

(axy) + (axg) 1 + axs)

21‘4 — .Z‘5)



Aufgabe 4.
[1] Die Nullfunktion 0 — 0 hat die Rolle des Nullvektors. Sie ist differenzierbar

[2] Sind zwei Funktionen f, g differenzierbar, so auch ihre (Vektor-)Summe f+g (Sum-
menregel der Differentialrechnung).

[3] Ist eine Funktion f differenzierbar und a € R, so ist auch af eine differenzierbare
Funktion (Faktorregel der Differentialrechnung).

Aufgabe 5. Es wird jeweils das zugehorige lineare Gleichungssystem aus den Spalten-
vektoren gebildet und gelost:

a) ! Q‘S}H-k(—s)]{l 2 |3 ]H—>(—1)H{1 2“}1“—2)1[“ 0‘711]

13 5 2| " 70 -1 -7 ) TV oo 7 2T 17
Daraus ergibt sich die eindeutige LK z = (—11)a + 7a(?)
(1 4]3 14 3

b) | 3 t‘t}ﬂ)[o t—12‘t—9}

Wenn jetzt ¢t = 12, dann ist t — 9 # 0 und das LGS ist nicht 16sbar. Dann gibt es
also keine LK. Fiir ¢ # 12 kann man weiter bis zur ZSF umformen:

(1 4 '3 143

| 0 t—lQ‘t—Q}M{O 1\%}
eine LK, némlich z = (— =5 - oV + =5 - a®?

t—
t—12

=t
I—4Il [ (1) 0 } P } Dann gibt es genau

-3 2 3 5 1 -2 -1|-3 1 -2 1| -3

c) |2 03 4| -Lr|l20 3 |4 Ir—21 [0 4 5 |2 | 311
Lo 2327 loz2 3 2 |7 7lo2 3 2
[1 =5 -1 -3 1 -3 -1 =3 1 -2 -1|-%
0 1 L 121}111211[01 1451;}3111{01 1 121}
Lo2 3 |2 |7 7loo - 9] loo 1 2

(1 -2 o1 100 -1

HI:((_ILSII;H 01 0 —2|I+(3I { 01 0]-2 }
v loo 1 —Lo o 12

-3 2 30 5 1 -2 -10 -3 1 -2 -10 -3

d) |2 o031 4 ;1{20 31 4 }1121{031 5 1?}31]
Lo 23 12 2| “loz2 3 122 |7 Loz 3 122 |7
[1 -2 -1 0|3 L
o1 L o34 } IIT—2I1 {o I } 2711
Lo2 3 122 |7 7Loo -3 Z|-9
(1 -2 -1 0 | -2 T 1 -2 0 -2} 1004 -1
o1 &3 121}[[_5[][{01 012—2:|I+§H|:010129—2
Loo 1 -Ij2 ] oo 1 -Il2 |7 7loo 1 -% 2

Es gibt mehrere Moglichkeiten fiir die LK, ndmlich
M 19 a® T o)a® ()
x=(-1—4day)a"’ + (-2 — ?oa;)a + 2+ §a4)a + aya

wobei oy € R beliebig gewdhlt werden kann.

Aufgabe 6. Wir ersetzen die fehlende Koordinate durch eine Unbekannte und lesen
die Losbarkeit (bzw. ggf. auch noch die Lésung) aus der Staffelform (bzw. der ZSF)
ab:



| IIIII_311[ 0 16 | 11 | §II |0 1 —f | [I-711 {0 1 | -f
L1 e ]—lor fe-s 770 7 fe-s T Lo 0 fe-g
1o
r+611 |0 1 -4

Aus der Staffelform erkennt man schon, dass die LK nur moglich ist (und dann
eindeutig) fiir t = %. Aus der ZSF erkennt man, dass die LK dann z = %a(l) - %a@)
lautet.

Wir bringen das LGS in eine der ZSF dhnliche Form, vermeiden dabei aber Zeilen-
vertauschungen:

0 6|5 0 —6 5 0 -6 |5

4 ot 4| -Lrr |4t |4 II—AIIT | 0 t+2|2(s+2) | —4I

LD e R Y e RS

1 -2 1] -2

0 ‘ o 11— (f + 2)I 0 ‘ g 5t 17

0 t+2 2(s+2) [Ty, 0 0 2s+54+1I

R T2 L1 0 L(-65-5)
Das LGS ist (dann eindeutig) losbar genau dann, wenn die mittlere Zeile nur Null-
eintréige hat, d.h. wenn 2s + 2t + 1 = 0, also fiir s = — 3t — L. Die LK ist dann

z=(—%£2)a® 4+ (- 2)a?.

Aufgabe 7. Es wird jeweils fiir einen Vektor x = (21, 22, 23)T bzaw. x = (21, 72, 23, 74)7
gepriift, ob sich dieser als LK der angegebenen beiden Vektoren aV), a(® darstellen
lasst. Dazu wird ein LGS aufgestellt, dessen rechte Seite aus dem Vektor x besteht. Mit
Zeilenumformungen bis zur Staffelform (bzw. Zeilenstufenform) bzw. vergleichbar ein-
fachen Form erhélt man auf der rechten Seite schlieflich lineare Terme in x1, xo, 23, x4,
die z.T. gleich Null sein miissen, damit x darstellbar ist. Dies ergibt die gesuchten ho-
mogenen linearen Gleichungen:

a)

-3 0 |z -3 0 |z —6 | @y + 322

2 —d|ay | AT |1 2% ];L?’;[ 1 -2z -1r
L5 1 a3 ] [ -5 1 | ol 9| B2 gy | T 7
o 1 —&L_Z 0 1| —Z1_ a2

. 2},726 ©olIryar 0}7% q

0 -9 2224y sL 0 0 (=621 + 2y +4z3)

Der Vektor x ist darstellbar genau dann, wenn —6xq + z2 + 4x3 = 0.

2 3 T 1 2 z 1 2 T
12 }w; 2 3 }rf i I 71}95?72.%2
I 11 IIT+51 ~II
=5 —1|ws || -5 -1 a3 voar |09 | Bratawy |
L4 1 |ay 401w ] L0 T ay—da
(12 |z 1 2]
0 1 | 2mp—my | IIT—-9IT | 0 1 25— T
09 |brpgtas | IVHTIT | 0 0 9z —13wp+as |
Lo 7 as—day |7 L0 0] 7oy + 1022 + a4
M1 0‘2:0173322
0 1‘2952—11
0 0] 9z — 1322 +a3
L0 0| —Tz;+ 1023 + 24

x ist LK von a"), a(® genau dann, wenn das zugehorige LGS 16sbar ist, d.h. wenn
921 — 1329 + 23 = 0 = —7x1 + 1022 + 4. Dann lautet die (eindeutige) LK = =
(221 — 3x2)a™M 4 (225 — z1)a?.



Aufgabe 8. Ein System von Vektoren ist genau dann l.u., wenn sich der Nullvektor auf
genau eine Art linear aus ihnen kombinieren lasst, d.h. wenn das zugehorige homogene
LGS genau eine Losung hat. Wir stellen jeweils dieses LGS auf und fithren es bis zur
Staffelform, aus der sich die Eindeutigkeit erkennen ldsst — ndmlich dann, wenn keine
Nichtpivotspalten vorhanden sind (anderenfalls ist das System la.).

[-3 0 1]0 1 0 -ilo 10 -3/0

a) |2 - 10} —ir [2 —4 130} 11111_2511 [0 -4 330} 1 111
51 o0o) L1 0o o] N0 2o
rt 0o -ilo 10 -1fo 1o -1fo
0 1 30}111+411{0130};1n[0130}
Lo -4 3 o) 7loo -5 0] 7loo0o1 |0

Es liegen nur Pivotspalten vor, deshalb sind die Vektoren l.u.

-3 0 3 |0 1 0 -110 10 -1]0
b) |2 - 100}§1{2 —4 100}11_21{0 —4 SO}HHIU
-5 1 7 0] 7 \ -
1o -1]o0 1o -1]0
01 2 O}III+4H[01 0}
0 -4 -8 0] 7[loo 0

Es liegt eine Nichtpivotspalte vor, also sind die Vektoren l.a.

1oz20)] , ,, [toz o 102 0

¢ |2zt 20| 31{0 t -2 O}HHIH[O 1 t60:|IHtH
L3 1t 0o] "o e-6/0) Lot -2 o]~
(10 2 o
01 t—6 0}
L0 0 —2—(t—6)t 0

Es liegt genau eine Nichtpivotspalte vor, wenn —2 — (¢ — 6)t = 0. Das ist der Fall
fiir t = 3 ++/7. Also sind die Vektoren fiir ¢t = 3 + /7 La. und anderenfalls L.u.

Aufgabe 9.

a) Man muss zeigen, dass aus a;(sa(M)) +aq(ta®) = 0 folgt a; = ay = 0. Es gilt aber
schon oy s = ast = 0, weil o), a® linear unabhéngig sind, und damit a; = ag = 0.
Deshalb sind sa® und ta® lu.

b) Aus ara® +a2(a(1) +a(2)) =0 folgt 0 = (a1 +a2)a(1) +aza®, d.h., weil ¢V, @
linear unabhéngig sind, also a1 + as = @y = 0. Damit ist auch a; = 0. Deshalb
sind a(1) und a™® + a® Lu.

¢) Aus aya™M + ag(sa™ +ta®) = 0 folgt (o + saz)aV) +tasa® = 0. Weil oV, a(?
Lu. sind, folgt daraus oy + sas = 0 = tag. Wegen t # 0 folgt daraus as = 0 und
damit letztlich a; + s-0 = 0, also a; = 0. Daher sind auch a® und sa® + ta®
Lu.

Aufgabe 10. Es wird jeweils aus den Spaltenvektoren eine Matrix gebildet und in Staf-
felform (bzw. Zeilenstufenform) tiberfiihrt. Eine mogliche Basis bekommt man dann,
indem man diejenigen Vektoren auswéhlt, die zu Pivotspalten in der Staffelform kor-
respondieren:
O P WA T P RS (LN P

Die ersten beiden Spalten sind Pivotspalten, also ist eine mogliche Basis a(V), a®.



3 2 1 1 -1 -2 1 4 1 2 -1 -4

5 1 -1 5 -1 01 -1 5 117 —31

-1 21 4|7 7|3 2 1 1] 7|l321 1 |7 7

1 2 -1 -4 1 2 -1 -4 1 2 -1 -4

01 -15 IIT+4IT | 0 1 -1 5 =IIT |0 1 -1 5

0 -4 4 13| 7looo 3] 'looo 1

Die erste, zweite und vierte Spalte sind Pivotspalten, also ist eine mogliche Basis
PIONACIAOR

ra 21 1 -1t 1 4 1 —t -1 —4
¢c) o 1 -1 5| Iemmrfo 1 -1 5| -1l01 —15 IIT—31
L-1 ¢t 1 4|73 21 1| 7’32 1 1 |=—
M1 —t -1 —4 1 —t -1 —4
0 1 -1 5 IIr—@2+3)I1 {0 1 -1 5 Wenn ¢ # —2, so teilt

L0 3t+2 4 13 |7 L0 0 3(t+2) 3-—15¢
man die dritte Zeile durch 3(¢ + 2) und liest ab, dass die erste, zweite und dritte
Spalte Pivotspalten sind und a(®,a(® a®) eine Basis ist. Wenn ¢ = —2, so ist
a®,a® ™ eine Basis.

Aufgabe 11. Fiir alle drei Koeffizientenmatrizen wird zunédchst die ZSF hergeleitet.

Aus dieser wird eine Basis von Kern(A) abgelesen.

1 2 -3 12 -3 1 2 -3 1 2 -3
II-2I o L
a) [ 2 1 0 s |0 36 —imrlo 1 2| HI+5 [0 1 -2
311 |-~ ]o -5 10 ] Lo -5 10| Lo o0 o
101

I—-2I1 01 -2
0 0 0

Basis von Kern(A) ist z.B. (—1,2,1)” (aus der 3. Spalte abgelesen)

L2 ] o, 12 12 —t 12 —t
b) |2 1 ¢ 111_231 0 =3 3t | =311 | 01—t | III+5I1 | 0 1 —t
301 26 |2 lo -5 5t |7 L0 =5 5 | L0 00
10 ¢
I—2I1 |0 1 —t
— Lo o0 o0
Basis von Kern(A) ist z.B. (—t,t,1)7.
1 0 02 o0 Haor [0 02001
c) 2300 mrvor |02 020
=21 21 09t lo 1 25 0 T
-1 -3 31 2 7" lo -3 3325
10 020 1 100 2 01
01 25 0 11| II=3r{o 12 5 011 _1gp
03 0309 | IV43IT |00 —6 —12 0 —24 | 67,
Lo -3 3325 ] 7Loo09 18 2 38
(1002 01 (100 2 0 1 100201
00125 01| o 1012501, 1012501
0012 04 [~ 77700012 4 |27 /o001 20 4
Lo 0o 9 18 2 38 Lo oo o0 2 2 00001
100201
oo | 0L 0103
" oo0 1 2 0 4
0000 11

Basis von Kern(A) ist z.B. (-2, —1,-2,1,0,0)” und (-1, -3,—4,0,—1,1)".



1 0 3 cua cs

Aufgabe 12. Die ZSF der Matrix A hat die Form C' = Da die

0 1 co3 coa c25

0 0 c33 c3a c35
gegebenen Vektoren im Kern von A liegen miissen, gilt

0 3(313 -1
(0) =Ca®) = (3&23 - 7)

0 3033

0 —C14 — 2
(0) = Ca(Q) - ( 6 — cog )

0 —C34

Es fOlgt C33 = C34 = 0 und C13 = 1/37 Co3 = 7/3, Clq4 = *27 Coyq = 6.

Die fiinfte Spalte muss dann zwangsldufig die dritte Einheitsspalte sein, denn die Basis
vom Kern(A) besteht aus zwei Vektoren, d.h. dim(Kern(A)) = 2, d.h. in der ZSF gibt
es nur zwei Nichtpivot-Spalten. Demnach lautet die ZSF

10 1/3 =2 0
A=10 1 7/3 6 0
00 O 0 1
Aufgabe 13. Die lineare Hiille von a™, a(® besteht aus allen Vektoren (z1,...,2,)7,

die sich als LK aus den beiden Vektoren darstellen lassen. Das zugehorige LGS wird
aufgestellt und bis zur Staffelform gefiihrt. Daraus liest man dann das homogene LGS
ab, welches erfiillt sein muss.

2 3 T 1 -2 a3 1 -2 z3

a) |4 -1 x2:| I 111 [4 —11:2} IIIII 4211 {o 7 12—4903} i1
L1 -2 23 ] 723 |m 0 7 |ay—225 ]
(1 -2 a3 1 -2 \ T3
0 1 %(1’27413) 11T — 711 |:U 1 .LQ*4.L5 :|
L0 7 T, — 213 —7lo0 o ‘T17T2+2T3

Das LGS hat eine Gleichung: x1 — x5 + 223 =0

4 -2 11y oo 11 | 24
by [ 2% P wver|?2° | gy [0 2 w2 Ly
2 1wy |2 Sl | |0 we 2w | 2
L1 1 oz 4 —2\x1 Lo =6 x —day
(11 o 1“4
01 a2 IIT+3I1 i m
0 -3 as—2wy | IV+6II | 0 0 -3 +x5 + 24
L0 —6 oy —day |7 7 0‘T173x2+2x4

Das LGS hat die zwei Gleichungen z1 — 3xo + 2x4 = 0, —(322/2) + 25 + 24 =0

Aufgabe 14. Ist (z]y) = (x|yo + mi1(x — x¢)) ein Punkt auf der ersten Geraden und
(Z|9) = (Z]yo + ma(Z — z0)) ein Punkt auf der zweiten Geraden, so wird der Winkel
zwischen den Geraden durch das Skalarprodukt ((z|y) — (xo|yo), (£]7) — (x0lyo)) = 0
beschrieben. Fiir diesen gilt

((xly) = (wolyo), (2|7) — (zolyo)) = ((x — xo|m1(x — x0)), (T — zo|m2(ZT — 20)))
= (z — 20)(F — z0) + mima(z — 20)(Z — z0)

= (z — 20)(Z — xo)(1 + mima)



Falls mymso = —1, so ist das Skalarprodukt gleich Null und die Geraden stehen senk-
recht aufeinander. Falls umgekehrt die Geraden senkrecht aufeinander stehen, so ist
das Skalarprodukt Null, d.h. es gilt (x — 20)(Z — x0)(1 + m1mz) = 0. Man kann nun
zwei beliebige Punkte auf den beiden Geraden wéhlen, d.h. insbesondere Punkte mit
x # xo, T # xo. Dann muss aber 1+ mymsy = 0 gelten, d.h. mimsy = —1.

Aufgabe 15.
a) Im Fall n =5 ist der Maximalwert durch das Skalarprodukt

>_12+22+32+42+52_55

/\
T W N
T W N

und der Minimalwert durch das Skalarprodukt

>—1-5+2-4+3-3+4-2+5-1—34

/\
U W N
— N L Ot

gegeben. Im Fall n = 6 ist der Maximalwert durch das Skalarprodukt

>_12+22+32+42+52+62—91

D U W N
D U s W N

und der Minimalwert durch das Skalarprodukt

>:1-6+2-5+3-4+4~3+5-2+6-1:56

/\
T W DN =
— N W o Ot

gegeben.
b) Fiir beliebiges n € N ist der Maximalwert durch das Skalarprodukt

2 2
< s >=12+22+...+(n_1)2+n2
(n—1) (n—1)
6



und der Minimalwert durch das Skalarprodukt

1 n

2 (n—1)
< S P >_1'71+2-(n1)+-~-+(n1)~2+n~1
(n—1) 2

nn+1)(n+2)
6

gegeben. Im Haupttext = vgl. S. 68 wurde bereits beispielhaft erldutert, weshalb
der vollig gleichlaufige (bzw. der vollig gegenliufige) Fall den Maximalwert (bzw.
den Minimalwert) ergibt. Hier soll noch eine kurze Begriindung gegeben werden,
weshalb dies auch allgemein so ist. Um die Darstellung einfach zu halten, wird
als linker Vektor im Skalarprodukt (1,2,3,...,n)T verwendet. Wir betrachten nun
einen beliebigen Vektor (jy,...,j,)7 dessen Komponenten nicht gleichliufig mit
(1,2,3,...,n)7 sind. Das bedeutet, dass es wenigstens zwei Stellen ¢ < k gibt mit
je > ji. Das Skalarprodukt kann jetzt durch Vertauschen der Komponenten j, und
jx vergroBert werden:

1 J1 1 g1 1 0

4 Je 4 Jk L Je— Jk

el (1] = o P = —k)je—jr) <0
k T k Je k Jk — Je

n In n In n 0

Umgekehrt kann man durch Vertauschen von Komponenten, die nicht gegenldufig
sind, das Skalarprodukt verkleinern. Deshalb liefert der mit (1,2,...,n)7 vollig
gleichldufige Vektor (1,2,...,n)7 (bzw. gegenldufige Vektor (n,n —1,...,1)7 das
grofite (bzw. das kleinste) Skalarprodukt. Das gilt genau so, wenn man den Vektor
(1,...,n)T durch einen (Daten-)Vektor (z1,...,7,) mit 2; < x5 < --- < x,, ersetzt.

Die Formel fiir die gleichliufige Produktsumme 12 422 + ... +n? = w

steht in jeder Formelsammlung, vgl. auch Satz 4.5 = vgl. S. 142. Eine Herleltung
hierzu mittels Steckbriefansatz finden Sie in [TERVEER/ TERVEER, 2011], Kapitel
8.2. Die Formel fiir die gegenldufige Produktsumme bekommt man hieraus wie folgt:

I'n+2-n—-1)+--+n-1=1n+1-1)+2n+1-2)+---+n(n+1-n)

=142+ 4n)(n+1)—12—-22—... —p?
_ n(n;l) .(n+1)_n(n+1)6(2n+1)
_ n(n+1)3(n+1)—2n—1)
6
~n(n+1)(n+2)
6

Dabei wurde im zweiten Schritt die Summenformel 1 +2 + -+ +n = w ver

wendet, vgl. ebenfalls Satz 4.5 = vgl. S. 142.



Aufgabe 16.

a) Esist (z,y) =4-7+3-24 =100 und ||z|| = V42 + 32 =5, ||y|| = V72 + 242 = 25.
Damit folgt cos(¢) = (z,y)/(|l=] - [|yll) = 24/(4 - 25) = 100/125 = 4/5. Z.B. mit
Taschenrechner bekommt man cos™1(4/5) = 0,644 (im BogenmaB) bzw. ~ 36, 87°
(im Gradma8).

b) (z,y) = -1 +3-5+7 =4 und |z = /(-1)2+12+ (-1)2+12 = 2 und
lyl| = V12 4 32 + 52 + 72 = 24/21. Daraus cos(¢) = 4/(2-2v/21) = 1/v/21 ~ 0, 218.

Der Winkel ist dann ¢ = cos™(1/v/21) = 1,35 im BogenmaRl (bzw. ~ 77,39° im
Gradma$).

Aufgabe 17. Orthogonal sind die Vektoren, wenn ihr Skalarprodukt Null ist, d.h.

6 t
0—< i . jzt >—6t+3t2+2t2—|—1—5t2+6t+1—(t+1)(5t+1)
1 1

Losung ist t = —1 und ¢ = —1.

Aufgabe 18. Die Vektoren bl) = #j)”a(j) fiir j = 1,...,n haben folgende Eigen-

[la
schaften:

Sie' sind paarweise or_thogonalz _ _ _
(b p0)y = <Ha<1”Ha(Z)’ ||a(1J)Ha(J)> = Ha(i)”‘lHa(j)” (a®, ay =0 fiir i # j.

Sie haben euklidische Lénge 1:

6@ = Hma(j)ll = Ha}j)ll a9 =1

Die Vektoren sind also paarweise orthonormal. Satz 2.11 =vgl. S. 71 stellt dann = € R™
als LK von b, ... (™) dar:

@ = (z,bM) - bM 4. 4 (z pM)  p(™)

1 1
1) ... (n)y .
LR MO LA MO

(n)

1 1
=@ o ey
1

~ Jla@]P2 RAE

_ <$7a(1)> (1) <I7a(n)> (n)

(@,a®y-a® 4 ... + (@,a™) . ™

Aufgabe 19. Mit den jeweiligen Vektoren a?), ..., a™) welche L aufspannen, lauten
die m Normalgleichungen

<a(j)7 a(1)>041 4ot <a(j)’ a(m)>am — <a(j)7 )
fir j = 1,...,m und lassen sich mit der Gleichungsmatrix

(a®,a®y .o (gD glm) ‘(a(1)7:,;>

(alm) aMy ... (glm) g(m)) ‘ (al™ )

aufschreiben. Dieses LGS mit wird (z.B.) mit dem GEV gelost.



a) Hier liegt nur ein erzeugender Vektor a™) = (1,5,2)7 vor; es gibt nur eine Normal-
gleichung: (a(M,aM)a; = (e, z), also 30a; = —18, also a; = —3. Der gesuchte
Vektor ist —2(1,5,2)7 = (=3/5,-3,-6/5)".

b) Die Gleichungsmatrix lautet hier

135 21 5 19/-9] ,, [1 2 -2 1L
{5 19\—9}&[13 5 \21]5_]>{ Sl | B am | b

5 1 L9 1 02
— 1T { 2|3 } -2 {
o1 -l 01 -1

—
Der gesuchte Projektionsvektor ist z = 2-(—2,2,2,1)7—(0,3,1, -3)T = (-4,1,3,5)T.
¢) Das Gleichungssystem lautet hier
{5 —7\—27t+10] i {1 -1

5|5 +2
-7 19 | —19t—14 -7 19 | —19t—14

5
—

7 7
{1 Iy }I+ZU {1 02 }
01 | —t ZIl0 1 e
Der gesuchte Projektionsvektor ist z = 2(—2, —1,0)T —#(3,1, =3)T = (-4—3t, —2—
t,3t)T
Aufgabe 20. Die (einzige) Normalgleichung ist (a, a)a = {(a, ), also a = (o

(a,z)

Die Projektion ist also z = el &
Aufgabe 21.

a) Sind p; und py die mutmaBlichen kg-Preise fiir Bananen bzw. Orangen, und nimmt
man zusétzlich eine Pauschale pg (Sympathiebonus und Sprachproblempauschale)
an, so sind beobachtete und erwartete Gesamtpreis-Vektoren

1 3 2 2,6
1 2 1 1,8
z(p)=po| 1| +pi|a]|+p2fo0 y=|27
1 1 1 1,7
1 2 1 1,8

zu vergleichen. Dabei werden die Bananen- bzw. Orangengewichte in Vektoren b =
(3,2,4,1,2)T und @ = (2,1,0,1,1)7 gebiindelt. In diesem Ansatz kann man ggf.
auch die Pauschale weglassen, indem man py von vorneherein gleich Null setzt.
Man versucht nun, z(p) und y einander so gut wie moglich entsprechen zu lassen.
Mathematisch sucht man die Projektion z(p) des beobachteten Preisvektors auf
die von den Gewichtsvektoren b, a erzeugte Ebene (bzw. auf den von a,b und
1=(1,1,1,1,1)7T erzeugten UVR des R?) .
b) Wir l6sen die Aufgabe einmal ohne und einmal mit Pauschale:
Zur Aufgabe ohne Pauschale gehoren die Normalgleichungen
<CL, a’>p1 + <CL, b>p2 = <a7y> g 34p1 + 11]?2 = 277 5
<b7 (1>p1 + <b7 b>p2 = <b7 y> And 11p1 + 7p2 = 10,5
Losung ist p; ~ 0,65812, py ~ 0,46581.
Im Ansatz mit Pauschale lauten die Normalgleichungen
(1,1)po + (L,a)p1 + (1,0)p2 = (1, y) < Spo + 12p1 + 5p2 = 10,6
{a,1)po + (a,a)py + (a,b)p2 = {a,y) < 12po + 34p1 + 1lpy = 27,5
(b, 1)po + (b, a)p1 + (b, b)p2 = (b,y) < 5po + 11p1 + Tp2 = 10,5
Losung ist pg =~ 0,929787, p1 ~ 0,42766 und p, ~ 0, 16383



¢) Im Modell ohne Pauschale miisste Hubert 1-p; +1-py = 0,65812+0, 46581 ~ 1,12
dgyptische Pfund veranschlagen. Im Modell mit Pauschale wéren dies pg + 1 - p1 +
1-py =0,929787 + 0,42766 + 0, 16383 ~ 1, 52 &gyptische Pfund.

Aufgabe 22. Die Normalgleichungen lauten in Matrixform

{ (xx) (1) | (x,y) } xx) (1) (xy)
(1x) (L1) | (Ly) (Lx)/n 1 (Ly)/n

{ (x,%) = (1,x)?/n 0| <X y) = (L,y)(x,1)/n }
(1,x)/n 1| (1,y)/n
Die einzelnen Eintrage werden nun vereinfacht:
x)=az7+ -+ :1:31
Y) =21+ + Taln
x)=(x,1)=x1 4+ +xz, =nI
Ly)=yi+ - +yn=ny
Die Normalgleichungen werden dann zu

I1/(1,1) {

s

(x,
(x,
(1,
{

(22 + -+ 22 —nr?)a =1y + -+ TpYn — NTY

Ta+b=1y
Also:
a= zlyljﬁ-~~~+znyn—niyj

z2+-22 —nz?
b=y —azx
Aufgabe 23.
a) Gesucht sind a, b, c € R derart, dass

a-224+b-2+¢ 4 2 1
a-22+b-2+c 4 2 1
a-18%+b-18+c¢ 324 18 1
a-342+0b-34+¢ 1156 34 1
a-382+0-38+c¢ 1444 38 1
a-28%2+0-28+¢ —a 784 +b 28 te 1
a-2124b-21+c¢c 441 21 1
a-25%2+0b-25+¢ 625 25 1
a-392+0b-39+c 1521 39 1
a-332+0b-33+¢ 1089 33 1

—(x,1)I]
s

88
95
70
24
30

=az™ +b2® +¢c1 und 15

25
25
39
34
33

einen moglichst geringen (euklidischen) Abstand haben. Es ist also die Projektion
des rechts stehenden Preisvektors y auf den von den drei Vektoren 2V, z(2), 1 er-
zeugten UVR gesucht. Die Normalgleichungen werden mit Hilfe der wechselseitigen
Skalarprodukte der erzeugenden Vektoren untereinander bzw. mit dem Preisvektor
aufgestellt. Die zugehorige Gleichungsmatrix wird in ZSF {iberfiihrt (auch moglich

mit Standard-Schultaschenrechnern):

(@@,00) (5,0) (2),1) | (20),y)

(z® 2@y (zM 2@y (2 1) ‘ (zWy)
(Le®)  (Le®) (L1 (Ly) }

1 0 0
— |0 1 0
0 0 1

= | 242118
7392

8225604 242118 7392 ‘ 232089

7392 240 | 7871

240 10

| 0,0764101
| —4,78033
| 102,946

|

| 447 }




Als Losung stellt sich die quadratische Funktion f(z) = 0,076410122 — 4, 78022z +
102, 946 dar.

b) Funktion und Daten in einem Schaubild:

y

40

200

1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L X
10 20 30

Man erkennt den Scheitelpunkt der Parabel etwas oberhalb von x = 30 (z =~ 32, 76).
Oberhalb davon steigt die Funktion zur Erkldrung des Preises wieder an, d.h. nach
einer anfinglichen Phase des Wertverlusts nimmt der Wagentyp als Oldtimer wieder
an Wert zu.

Aufgabe 24. Wenn sich z als LK z = araM+- - +a,al™ von a, ..., o™ darstellen
lasst, ist = schon die Projektion von x auf Span(a™,...,a™), denn dann ist der
euklidische Abstand zwischen x und einer (speziellen) LK von a(, ..., a(™ schon
gleich Null, was nicht verbessert werden kann. Dann aber miissen sich die Koeffizienten
auch aus den zugehorigen Normalgleichungen ergeben.

Kapitel 3

Aufgabe 1.

a)

=
W
[
|
—_
Il

2. 7+1-(=1)+4-2+3-4 \ [ 33
2 <(—3)‘7+5-(—1)+1-2+2~4>_<—16>
4
b [ —t} N o (D) sts i+ (D) s _( st )
s —t s T\ sesH(—t)-t+s-s ) 22

sl G ) = (et e)

1 n+2-n—=1)+--+n-1

vgl. Kapitel 2, Losung zu Aufgabe 15 = vgl. S. 20

Aufgabe 2. Es wird jeweils der Vektor Ae@) fiir j = 1,2, 3 bestimmt und das Ergebnis
zu einer Matrix zusammengesetzt.
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(060016
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Aufgabe 3. Es gibt zwei Moglichkeiten zu priifen, ob es eine solche Matrix gibt:

[1] Wenn es eine solche Matrix gibt, muss sie als Spalten die Bilder der Einheitsvek-
toren haben. Die zugehorige Matrix wird aufgestellt und es wird gepriift, ob sie
die angegebene Zuordnung darstellt (diese Vorgehensweise entspricht derjenigen
der vorigen Aufgabe). Diese Vorgehensweise ist am effizientesten, wenn man schon
vermutet, dass die Matrix existiert.

[2] Es werden die Eigenschaften L1. und L2. gepriift. Sind diese erfiillt, so muss es eine
Matrix geben und diese bildet sich dann aus den Bildern der Einheitsvektoren. Diese
Vorgehensweise ist am effizientesten, wenn man schon eine (begriindete) Vermutung
hat, welche der Eigenschaften L1. und L2. verletzt ist.

D (o) =(1)r (o) =(1):

Also A = E jl] und es gilt E 711} <x1> = (Il +x2). Die angegebene Matrix A

i) xr1 — T2
erfiillt also die Forderung.

b) Die Bedingung L2. ist verletzt, z.B. gilt f((1,1)T) = (
(4, 1)T. Gleichzeitig ist (2,2)7 = 2(1,1)T und 2f((1,1)T
(4,1)T. Es gibt also keine solche Matrix A.

2,007, und f((2,2)T) =
) =2(2,007 = (4,07 #

Alternative Rechnung;:
(1,07 = (1,-1)T und £((0,1)T)) = (1,0)T. Die gesuchte Matrix miisste dann

A= [1 ! sein. Fiir diese gilt aber {1 1} (T1> = <m1+x2> # <m1+x2>.
0 -1 0 I —I .'1/4271

Es gibt also keine solche Matrix.

¢) Die Bedingung L1. ist verletzt. Beispielsweise gilt
= S0, L, 1)T) + £((0,2,1)7) = (0,1)7 +(0,4)" = (0,5)"
- f((0,3,2)7) =(0,9/2)".

Wiirde L1. gelten, miissten beide Ergebnisse iibereinstimmen. Es gibt also keine
solche Matrix.

Die alternative Rechnung ist hier gar nicht durchfithrbar, weil man z.B. gar nicht
f((1,0,0)T) berechnen kann (Division durch Null). Schon dies deutet an, dass
es zu [ keine Matrix gibt. Die Funktion hat in Wahrheit gar nicht den Defi-
nitionsbereich R", wie von der Aufgabenstellung suggeriert. Die Bedingung L2.
fla(zy, 2o, 13)T) = af((x1, 29, 23)T) ist hier auf dem Definitionsbereich von f und
fiir a # 0 erfiillt.



Aufgabe 4.

T 17 —22 27 —7 -1 -10
a) ol =22 29 —36 |,n.def, | 8 —1 11 |,

-32 77

27 36 45 9 3 12
1 -1 1 4 9 ro 7 —10
, n. def., | —4 10 |,
9 —21 —4 10 -18 25  —52
9 -—18

b) (=7,8,—9)T,—33,39,194, 22 + 2y* + 322

Aufgabe 5.
2 6 4 8
a) S-A =12 6 3 3|, 1. Zeile wird verdoppelt, 2. und 3. Zeile verdndern sich
4 2 1 0
nicht.
(1 3 2 4
Q-A= 110 10 5 3|, 1. und 3. Zeile verdndern sich nicht, 2faches der 3. zur
14 2 1 0
2. Zeile addieren.
1 3 2 4
P-A= 1|4 2 1 0}, 1. Zeile verandert sich nicht, 2. und 3. Zeile werden ver-
2 6 3 3
tauscht.
2 6 4 8
b) S-(Q-(P-A) = (8 14 7 6|, Erst Vertauschung der zweiten und dritten
2 6 3 3

Zeile, dann Addition des zweifachen der (neuen) dritten Zeile zur zweiten Zeile,
zum Schluss Verdoppelung der 1. Zeile.

¢) Durch Matrixmultiplikation mit derartigen Elementarmatrizen kann man also ele-
mentare Zeilenumformungen darstellen. Die Umformungen an der Ausgangsmatrix
kénnen von rechts nach links aus den Elementarmatrizen abgelesen werden.

Aufgabe 6.

4 2 1
a) Stellt man die Zusammenhénge mit den Matrizen A = { 13 0 } und B =
501 14 14
0 3 | dar,so ergibt sich die gesuchte Matrix zu C = A-B mit C' = { 3 10 } .
2 4

Das bedeutet, dass man zur Herstellung von P; 14 Bauteile 77 und 3 von T bendotigt
etc.

b) Mit den Rohstoffpreisen ¢; = 2 und ¢a2 = 3 rechnet man (g1, ¢2) - C = (37,58), also
Einkaufskosten von 37 fiir P; und 58 fur Ps.

c) C-(10,5)T = (210,80)T. Es werden also 210 bzw. 80 Stiick der Bauteile benétigt.

Aufgabe 7. Die Matrix wird jeweils rechts um die Einheitsmatrix ergénzt und in ZSF
iiberfithrt. Falls in der ZSF links die Einheitsmatrix steht, liest man rechts die inverse
Matrix ab.
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Die Einheitsmatrix kann links nicht erzeugt werden, deshalb ist die Ausgangsmatrix

nicht invertierbar.
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Loooz 5 5 -3
o100 |1y
SRR AE R
000 1/-% 5 § 3
Aufgabe 8.
10 20 O
a) 10A= [20 60 30| stellt die Materialverflechtungsmatrix dar, wenn die Rohstof-
0 30 50
fe mit Bezug auf je 10 Industriepaletten Luftschlangen der drei Typen angegeben
3 2 0]
werden soll. A+ B = |2 9 3| hat keine 6konomische Interpretation im Auf-
0 3 104
(5 14 6
gabenkontext, ebenso nicht A2 = |14 49 33|. Das Produkt von 4 und B stellt
6 33 34
die Materialverflechtungsmatrix fiir den Fall der farbintensiveren Luftschlangen dar
2 6 0
(Produktmengen jeweils wieder eine Industriepalette. Es ist AB = |4 18 15].
0 9 25
21 —-10 6
Weiter ist A=1 = [-10 5 —3|. Weil A die Zuordnung der Produkte zu
6 -3 2

den benotigten Rohstoffen beschreibt und invertierbar ist, lassen sich die Rohstoffe
auch eindeutig den Produkten zuordnen. Dies leistet A~!. Zu beachten ist aber,
dass nicht jede Rohstoffkombination y € R? zu einer ékonomisch sinnvollen Pro-
duktkombination A1y fiihrt (z.B. nicht y = (1,0,0)7).

b) Es ist
(AB)C = (AB)(B'A™ ) = ABB WA ' = ABA ' =AA" = L4
also ist C' = B~1A~! die inverse Matrix zu AB .

1 0 0
Aufgabe 9. AB = |a+b 2a+3b+i 4a+2b+% . Wenn A = B! sein soll,
0 0 1

so muss AB die Einheitsmatrix sein. Vergleicht man die mittlere Zeile von AB mit
derjenigen der Einheitsmatrix, so ergeben sich drei Gleichungen in a, b, die sich — zum

Gliick — zu a = —%, b = % l6sen lassen. Man kénnte natiirlich auch die Matrix B
invertieren und dann a und b ablesen.
Aufgabe 10.
a) det |? 3] —2.1-3.7=-19
7 1
3 2 3
b) det |2 7 2| =3-7-942-2-942-11-3-9-7-3-2-2-9-11-2-3=0
9 11 9
1 2 2
c) det |4 3 7/ =1-3-142-7-14+4-4-2—-1-3-2—-4-2-1-4-7-1=7
1 4 1




t -t 1
d) det |-+ ¢ 1| =3+ —t—t—t2+2 =212
L1 —t t
_E; z 100 3 8 10 4 8 8 4 .
e) det || o o I =1det|2 0 of+3-det|7 2 of =1(—8)+3 (288-280) =16
78 9 4 8 9 4 7 8 4

f) Im ersten Schritt wird die erste Zeile zu den anderen addiert, dadurch &dndert sich
die Determinante nicht. Im néchsten Schritt wird nach der ersten Spalte entwi-
ckelt, wobei eine 3 x 3-Determinante iibrig bleibt. Diese wird dann nach der dritten
Zeile entwickelt (ist weniger aufwendig als die Sarrus-Regel). Insgesamt lauten die

Umformungen:
—-a —a a a —a —a a a
b—a a—-0b 2a
det |[¢ 0 b @l e |0 bra azb 2 =(—a)det |[-a—b a+b 2a
—-b b a 0 —a—b a+b 2a 0 9 0
a a —a, 0 0 2a 0 “
b— 2
= (—a)(—2a) det La jb 22} = (—a)(—2a)(2a)(b—a — (—a — D))

= (—a)(—2a)(2a)(2b) = 8a®b
Aufgabe 11. Die Matrix wird durch Zeilenumformungen so lange umgeformt, bis
man durch Entwicklung nach der ersten Spalte die Determinante ablesen kann. Dabei
verdndert sich die Determinante nur durch Multiplikations- und Vertauschungsschritte.
Dies wird jeweils dokumentiert (Notation wie im Buch = vgl. S. 105)

Zunéchst wird aus der j-ten Zeile jeweils der gemeinsame Faktor a;/x; abgespalten,
7=1...,4

ai(a;—1 aia aia aia
% ajay ajaz aiaq e (a1—1) as as as
x Ti1xo T1T3 T1Ta ——=o = — - b b
1 ajasagay T1 T2 3 E2
asa; az(az—1) asas azay =y ay (az—1) as as
ToTy 2 ToT3 ToTy z1 22 T3 4
aga; agas as(az—1) azay ay az (az—1) as
371 T3w2 x3 T3T4 ajagsagay Ty T2 @3 T4
asay asaz asag ai(as—1) |  Tywpmgay a az as (aa—1)
aafag—1)
T4z Ty T4T3 x2 1 T2 T3 T4

Da die Determinante sich durch Transposition der Matrix nicht &ndert, diirfen analog

auch die gemeinsamen Faktoren 1, ..., x4 aus der ersten bis vierten Spalte abgespalten
werden:
-1 L L
(’1;7[) % % % TixoxzxTs |ap —1 as as a4
ar (az—1) as as - 1
1 Lo ( T3 1y T4 - ai az — as a4
L as— L.
% % 7;_3 ( % ) 1 ay as as — 1 Qg
a a. a as—1 LLRTITY . _

Ebenso diirfen jetzt Additionsschritte auf Spalten ausgefiihrt werden. Es werden die
zweite, dritte und vierte Spalte nacheinander auf die erste Spalte addiert, dabei dndert
sich die Determinante nicht:

[a1 —1 az as [ a;+az+az+ag—1 az as ay
ay az — 1 as ay = latartastai—1 ay—1 as ay
ay Qo as — 1 ay — (a1 +axtazt+as—1 as az —1 ay

L a1 as as as —1 ay+az+az+ag—1 az as ag—1

Schliefliche subtrahiert man die erste Zeile von der zweiten, dritten und vierten, ohne
dass sich die Determinante dndert:

'a1+a2+a3+a471 az as ay ay +a2+a3+a471 az as a4
ay+as+az+ays—1 ap—1 as ay - 0 -1 0 0
ay+as+az+ag—1 as az — 1 ay < 0 0O -1 0

lay +as +ag+ag —1 as as ag —1 0 0 0 -1



Die zuletzt gewonnene Matrix hat obere Dreiecksform, ihre Determinante ist
(a1 +as + a3z + ag — 1)(—1)3 =1- (a1 +a2+a3+a4)

Die Ausgangsmatrix hat dann als Determinante diesen Ausdruck, multipliziert mit den
Umkehrfaktoren (die an den Zeilen- und Spaltenumformungen jeweils unten notiert
wurden, die gesuchte Determinante ist also

1—a; —as —ag —ay a1a20304

L1X2X3T4 T1T2X3X3
Eine dhnliche Rechnung wird auch in Abschnitt 5.5 durchgefiihrt, vgl. Beispiel 5.47 =
vgl. S. 213.

Aufgabe 12. Es gilt laut Aufgabenstellung: Zeile = Sitzordnung fiir einen Tag. So-
mit betriagt die Zeilensumme fiir jede Zeile 14+2+3+4+5+6+47 = 28 (Die Summanden
treten alle auf, nur deren Reihenfolge steht nicht fest). Addiert man nun auf die erste
Spalte alle anderen Spalten auf, so erhilt man die Matrix

28 a1p a1z a4 ais aie a7
28 a2 a3 @24 Q25 G2 Q27
28 agp asz aza azs Az a7
28 Q42 Q43 Q44 Q45 046 Q4,7
28 as2 Gs3 G54 G55 Q56 057
28 ag2 G63 Gea G65 (66  G6,7
28 ar2 ary ara aGrs Gre  Gr7

Die Determinante verandert sich dabei nicht. Jetzt zieht man die erste Zeile von allen
anderen Zeilen ab, und erhélt eine Matrix der Form:

28 arp a1z @14 Q15 a1 a1y
0 * * * * * *
0 * * * * * *
0 * * * * * *
0 * * * * * *
0 * * * * * *
0 * * * * * *

die #-Eintrége stehen fiir beliebige, natiirlich nicht notwendigerweise gleiche, Eintrége,
welche aber (Differenzen ganzer Zahlen) wiederum ganze Zahlen sind. Die Determi-
nante der Matrix &ndert sich wiederum nicht. Die Determinante dieser Matrix ist
nun aber wegen der Entwicklungsformel ein ganzzahlig Vielfaches von 28 (denn die
Determinante der Rest-#-Matrix ist eine Summe von Produkten ganzer Zahlen, also
wiederum eine ganze Zahl — iibrigens ist auch 0 eine mogliche Losung). Daher kann
ein Sitzplan in Form einer Matrix mit det(A) = 7 nicht erreicht werden.

Aufgabe 13.
T\ 5 3
a) <I2> = det (det { 4]/
1 1 3 3 5 3 3 1
b) (12) =1/det {2 4 6:| det {5 4 e},det [2
T3 7 9 1 5 9 1 7
Ty t —t 1
c) (352) = 1/det [—t t 1}
T3 1 —t t
t/2
= ((tl)/?)
t/2

(2

5

5 6

5

t ot 1 ¢~ 1\ "
|:—t 0 1} det |:—t t 0})
1t t 1 —t ¢



Aufgabe 14. Es wird jeweils das charakteristische Polynom und dann dessen Null-
stellen berechnet. Diese sind dann die Eigenwerte der Matrix.

a) det[' 2 3:} = A2 — 4\ — 1. Nullstellen sind A » = 2+ /5
21 1 0
by det| 1 1-A 0 det{ ]:(14)(%73“1)
L 0 0 1-2A
Nullstellen sind A; = 1 und Ag 3 = 3 &+ 21/5.
A 1 1 1 “A+3 11
¢) det AL 1| e | A3 A
1 1 - 1 -A+3 1 =X
L1 1 1 =X “A+3 11 =
-A+3 1 1 1
B 0 -A-1 0 0 | 2 \)(—1 — W3
= det 0 0 v 0 =B -XN(-1-X)".
0 0 0 -A—1
Nullstellen sind Ay =3 und Ay = —
Aufgabe 15.
a) Es muss jeweils gelten Az = Az. Weil A und z bekannt sind, kann man daraus A
gewinnen:

F ﬂ(é) - <§> :4@)7 also \ =4

1 2 0] /4 20 4
[ 4 0}(8>=(40>=5<8),a180)\:5
11 1]\3 15 3

IS

[V}

b) Es ist jeweils ein Basisvektor zu Kern(A — AI) zu bestimmen und so zu skalieren

(mit
wird

¢) Der

einem Skalar zu multiplizieren), dass die vorgegebene Komponente passt, Dazu
die Matrix A — Al in ZSF itiberfiihrt:

A= (=2)ol = [—2+2 0 } _ {0 0] N {1 3}

2 442 2 6 0 0
Basisvektor ist oe(i). Damit die erste Komponente passt, muss a = 2 ge-
nommen werden, das ergibt den Eigenvektor = = (6,—2)7.

3+2 3 3 5 3 3 1 3 -1
A—(-2)Iz3=| 1 1+2 -1 =|1 3 -1 |IsII |5 3 3

-3 -3 —3+2 -3 -3 -1 -3 -3 -1

a1 1 3 —1 1 3 -1 1 3 -1

0 —12 8 —Lrmr o 1 =2 | mr—-e6rr | o 1 —2 | 1-3i1
IIT+3I 1 E N N PN
7006 —4 0 6 00

10 1

2
01 —3
0 0 0

vektor ergibt sich mit a = 9 zu (9, —6,—9)T
gesuchte Eigenvektor hat die Form x = (1,2,4)7. Also sind t € R, A € R

Eigenvektor ist (1, —%2 fl)T mit o # 0. Der gesuchte Eigen-

gesucht mit A(1,2,t)7 = (X, 2\, tA)7, d.h.

A 3 3 3 1 9+ 3t
20 =] 2 1 -1 2| = 4—1
tA -6 —6 —6 t —18 — 6t



Vergleicht man die ersten beiden Komponenten, so muss gelten: A = 9 + 3¢, 2\ =
4 —t. Eindeutige Losung ist t = —2, A = 3. Auch die dritte Gleichung tA = —18 — 6t
passt zu dieser Festlegung. Es ist also A = 3, » = (1,2, -2)7.

Ein ebenfalls moglicher, aber langerer Losungsweg besteht darin, zunédchst alle Ei-
genwerte der Matrix zu bestimmen. Das sind hier —5, 0 und 3. Zu jedem dieser
Eigenwerte wird nun der allgemeine Eigenvektor bestimmt. Das sind (z.B.) die Vek-
toren a(—3,2,6)7, a(2,-3,1)7 und a(—1, —-2,2)”. Nur in einem der Fille, ndmlich
fiir A = 3, kann man diesen Eigenvektor durch Festlegung von « an das in der Auf-
gabenstellung vorgegebene Muster anpassen.

Die einfachste Losung ist hier A = I3, denn es gilt Izz = z = 1 - z fiir alle z € R3,
also insbesondere fiir den Vektor in der Aufgabenstellung. Andere Matrizen zu
finden, ist etwas miihseliger. Eine Moglichkeit besteht darin, mit Hilfe von z eine
Matrix mit Rang 1 zu konstruieren, indem man x so mit sich selber multipliziert,
dass dabei eine Matrix entsteht: Die Matrix

1 111 12 1-(-2 1 2 -2
B:mxt:<2)(1,2,—2)=[2-1 2.2 2-(2)}:{2 4 4}
-2 (-2)-1 (-2)-2 (-2)-(-2) —2 -4 4

hat die Eigenschaft

Bz = (z21)z = 2(2"2) = ||z|?z = 92

Multipliziert man B mit %, dann erhalt man die Matrix

A=-B=

5 2/9  4/9 —4/9

—2/9 —4/9 4/9

/9 2/9 2/9}

welche den vorgegebenen Eigenwert 1 hat:

1 1
Am:§Bm:§9w:w
Eine Matrix mit Rang 2, welche die geforderte Eigenschaft hat, kénnte man er-
halten, indem man einen weiteren Vektor y € R3, y # 0, findet, der orthogonal
zu z ist, z.B. y = (2,2,3)T. Dann ist C = A + ayy” mit belicbigem a # 0 eine
Rang-2-Matrix mit der geforderten Eigenschaft, denn

Cr=(A+ayyD)e = Az + alyy")z = Az + a(y" z)y = Az

denn yTz = 0, weil y und z orthogonal sind. Mit einem dritten Vektor z € R3,
z # 0, der orthogonal zu z und y ist (fiir den oben angegebenen Vektor y wire
das z.B. z = (—=10,7,2)7), ergibt sich dann jede Matrix D = A + ayy” + Bzz" als
Rang-3-Matrix mit der geforderten Eigenschaft.

Aufgabe 16. det(A — XI) = A2 — (t + DA+ 12 + ¢

Mégliche Nullstellen in A sind Ao = % + % —t2 -t = % + ,/%,

wobei der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen nichtnegativ sein muss.

Daher hat die Matrix einen Eigenwert fiir t = ¢t; = —1 und t = t5 = %, zwei Eigenwerte
fiir €] — 1, [ und fiir andere Werte von ¢ keinen Eigenwert



Aufgabe 17. det(A — M) = A\?> — (a + c)\ + ac — b2

Nullstellen sind Ay o = 93¢ + 1/7(‘”;6)2 —ac+b? =4+, / (azc) C) + b2

Der Ausdruck unter der Wurzel ist nie kleiner als Null, also hat die Matrix wenigstens
einen reellen Eigenwert.

10
Aufgabe 18. Die Matrix E ﬂ hat die Eigenwerte \; = 3 bzw. Ay = —1 mit
i i M = (1 @ = L (1 i i
normierten Eigenvektoren x ﬁ<1> und x \/§< | ) Setze diese zu ei
10
. a1 A ) 310 T
ner Matrix M = \/5{1 1} zusammen. Dann gilt {2 1] = {0 (—1y10 ]M
11 —1][59049 0][1 1] _ [29525 29524
201 1 0 1]|-1 1] [29524 29525
Aufgabe 19.
80 20 15 ]
a) Ai=151 10 65 5
10 15 80 |
45 45,75%
b) A5 (30 | = | 25.25%
25 29,00%
6750 3125 2500 07 5 1
40 16 4
¢) A= 5is | 1500 4500 875 | = | & & &
7 19 53
1750 2375 6625 40 8080

45 46,00%
A5 (30| = 22,44
25 31,56%

d) Die Marktaufteilung éndert sich nicht, wenn Az = 2 < Av—ILiax =0 & (A—I3)x =
0 Man bestimme also einen Vektor z &€ Kern(A — I3) mit ©1 + 22 + 23 = 1
(Marktanteile!)

_1 1 1 0 -3
5 5 1
_ 1 7 1
A—1I3= 11—0 — 32—0 , Zeilenstufenform: | 0 1 —3
5 30 0 0 O
Dh. z=A(524)"=z= % 2,57
Aufgabe 20.
a) Aus den Output-Input-Gleichungen folgt fiir die Leontief-Inverse
7 1 1A
U AL
-4 " =12 4 3 |=I-4= —§ 52 _35
2 3 4 -5 5 5
7o 1 1 3 L 17
10 Jo 10 01010
eA=I-| -5 5 -5 |=|535 35 3
12 3 1 2 2
5 5 5 5 5 5 A




b) Produktiv ist das Leontief-Modell fiir z, wenn y = (I —A)x nur nichtnegative Eintra-
ge hat, von denen wenigstens einer positiv ist. Weil die Leontief-Inverse aber bereits
bekannt ist, kann man fiir jeden beliebigen Output-Vektor y einen Input-Vektor z
mittels z = (I — A)~y berechnen. Dieser muss lediglich noch die Produktionsre-
striktionen erfiillen, d.h. darf die Produktionskapazitdten der drei Anbieter nicht
iibersteigen. Beispielsweise sind solche Produktionsvektoren

2 11 100 200 2 11 0 200
2 4 3 0 |=12001},| 2 4 3 200 | = [ 800
2 3 4 0 200 2 3 4 0 600
[2 1 17 / 200y [ 2 1 1] /50 200
2 4 3 o |=1{600],{2 4 3 50 | = [ 450
2 3 4 200 800 2 3 4 50 450
Kapitel 4
Aufgabe 1.
a) Bena(;hbarz‘%e Folgeglieder haben jeweils die Differenz % = 2% — % = 3% - 2% =
5 - 31 = Z

Es handelt sich also um eine arithmetische Folge mit dem Startglied % und dem
Zuwachs %. Je nach Startindex kann man als explizites Bildungsgesetz z.B. a,, = %n,
n =1,2,... oder (Indexverschiebung) a,, = %n + %, n=20,1,2..., ansetzen. Wir
wéhlen die erste Darstellung.

Die Folge ist (streng) monoton wachsend (a,4+1 > a, fir n € N) und nach unten
beschréinkt (a, > 2 fir n € N).
b) Benachbarte Folgeglieder haben das Verhéltnis 2 = 3/2 =1/2 = 2/1=5/2.

Es handelt sich also um eine geometrische Folge mit dem Startglied % und dem Dis-

kontierungsfaktor % Mit dem Startglied a; = % lautet der allgemeine Folgenterm
b= 33" = 23"
1\3 g \3/) -

Weil der Diskontierungsfaktor 0 < % < 1 ist, handelt es sich um eine (streng)
monoton fallende Folge (b,4+1 = %bn < by, fiir n € N), die nach oben und unten

beschréinkt ist (0 < b, < 2).

¢) Benachbarte Folgeglieder haben das Verhiltnis (—4%)/3 = 3t /(—32) = (—228)/ & =

oo 25 125
5

Es handelt sich daher um eine geometrische Folge mit dem Startglied % und dem

Diskontierungsfaktor —%. Ihr Folgenterm (mit Startglied ¢; ) lautet ¢,, = g-(—%)”*l =

(=)™

Die Folge ist, wie man schon an den ersten drei Gliedern erkennen kann, nicht
monoton (sondern hat alternierendes Verhalten) und sie ist, weil der Diskontfaktor
-1< —% < 1, nach unten und oben beschrinkt, z.B. gilt —1 < ¢,, < 1. Die grofite
untere und die kleinste obere Schranke sind durch die beiden ersten Folgeglieder
gegeben, d.h. es gilt ,% <ecp < %.



Aufgabe 2. Es ist
160 = ag = a; - ¢ < a; = 160/q
102,4=as =ay - ¢°
Substituiert man a; in der zweiten Gleichung, so folgt

102, 4
160

160
102,4:7-(13@(12: =0,64

Daraus ergibt sich ¢> = 0,64, d.h. ¢ = £0,8, was zu a; = 4200 fithrt. Weiter gilt
as = ai - ¢* = £200 - (£0,8)* = £81,92.

Es gibt hier also zwei Losungen: a; = 200,a5 = 81,92,¢q = 0,8 sowie die jeweils
negativen Losungen.

Aufgabe 3. Es gilt a,, = ag + dn und damit
25 =a3 =ag+3d < ag =25 —3d
81:a10:a0+10d<:>a0=81—10d

Durch Gleichsetzen: 25 — 3d = 81 — 10d, d.h. 7d = 56 < d = 8. Daraus folgt ag =
25 — 3d = 1 und damit a,, = 8n + 1, also insbesonder a5 = 41. Die gesuchte Summe
ist sy =ap+ay1+as+az3+as=14+9+ 17+ 25+ 33 = 85.

Ist der Startindex n = 1, so entfillt ag = 1 und die Summe ist s4 = a1 +as+az+as =
84.

Aufgabe 4. Der Restwert nach n Jahren betrégt

bei linearer Abschreibung ist I,, = k& — nb, wobei k der Anfangswert und b der
jéhrliche Abschreibungsbetrag ist,

bei degressiver Abschreibung ist d,, = k(2)"

Aus dem Gespréch kann man folgern:
4\? 16
lg—d22100<:>k26—k(5> 72100<:>k7262%k72100

9 9
©%k —2b=-2100 b= %k + 1050

4
4 256 369
ly=dy sk —3b=1k (= k—3b=""hkeb=-—F
s=diek=d (5) @k 8= 1875

Gleichsetzen ergibt

2k +1050 = 22k < (352 — &) k= 1050 < 3ik = 1050 < k = 62500

Eingesetzt ergibt sich b = % 6250041050 = 18-625+ 1050 = 12300. Der Anfangswert

betrug 62500€. Jahrlich wurden 12300€ linear abgeschrieben.

Aufgabe 5. y,41 — yn = 5ip, = Hs, = 51—10yn = %yn. Daraus ergibt sich y,+1 =
. . . ) . E

(1+3 )yn = %yn. Speziell also y,, = %yn,l = (%) Ynog =+ = (%)nyo = (%)n



Aufgabe 6. Durch riickwérts Einsetzen ergibt sich

2 2 2 2

SN 121+1 SN 12+ Ly’
- 2 2 2pn—3 - 2 2 9 Pn—3

e () e ()T ()
S ) ) ) )

2
1 1 1 1 1
pn:]-"‘*pnfl :1+7(1+7pn72):1+7+ <2) Pn—2

Die Folge ist konvergent (geometrische Folge zu p = % hat den Grenzwert 0) mit
Grenzwert 2.

Aufgabe 7.

2)

Es handelt sich um eine gebrochen-rationale Folge: Nur fiir ¢ = 0 ist der Nennergrad
grofer als der Zahlergrad, die Folge hat dann Grenzwert Null (Nullfolge), allerdings
muss t = 0 laut Aufgabenstellung gar nicht gepriift werden. Fiir ¢ = 1 ist der
Zéhlergrad grofler als der Nennergrad, dann ist die Folge divergent. In allen andere
Féllen stimmen Zéhler- und Nennergrad iiberein, dann ist die Folge konvergent und

ihr Grenzwert ist der Quotient der Leitkoeffizienten ¢ und t — 1, also .

—1
1 t24t—1
241 241

n
a, = ) ist also eine geometrische Folge der Form a,, = agq™ mit

Diskontfaktor ¢ = tztér_:l. Der Wert von ¢ bestimmt das Konvergenzverhalten.

Man priift, fiir welche ¢t > 0 der Wert 1 bzw. —1 angenommen wird.

—  Der Fall ¢ = 1 (konstante und damit konvergente Folge a,) tritt ein fiir
ti;"j_zl =1l t?+t—1=t>+1<t=2. Grenzwert ist dann ag = ﬁ = %

—  Der Fall ¢ = —1 (alternierende und damit divergente Folge a,,) tritt ein fiir
PHoL = e +t-1=— -1t +t=0c1t=0

—  Beispielsweise fiir ¢ = 1 ergibt sich ¢ = % < 1. Man kann jetzt direkt schliefen,
dass ¢ < 1 fiir alle 0 < t < 2, denn wére z.B. ¢ > 1 fiir ein ¢ €]0; 2[, so miisste es
nach dem Zwischenwertsatz (vgl. [TERVEER/ TERVEER, 2011], Seite 144) eine
weitere Stelle in |0; 2[ geben, fiir die ¢ = 1 gilt. Das ist aber nicht moglich, weil
nur fiir ¢ = 2 solch eine Stelle gegeben ist. Mit der gleichen Argumentation
kann es kein ¢ €]0; 2] geben mit ¢ < —1. Also gilt —1 < ¢ < 1 fiir alle ¢ €]0;2].
Fiir 0 < t < 2 ist die Folge also konvergent.

—  DBeispielsweise fiir ¢t = 3 gilt ¢ = }—(1) > 1, dann gilt mit dhnlicher Argumentation
wie oben schon ¢ > 1 fiir alle ¢ > 2. Fiir ¢ > 2 ist die Folge also divergent.

Man kann den Konvergenz- und Divergenzbereich natiirlich auch durch das Auf-
l6sen der Ungleichungen —1 < ti;"j_zl <le ?2-1<4+t-1<t2+1
gewinnen. Dabei bekommt man unter der Voraussetzung ¢t > 0 wieder das Intervall
0 < t < 2 und muss dann noch die Félle ¢ = +1 wie oben diskutieren. Die zu-

erst genannte Argumentation mit dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen ist




angelehnt an diejenige des Vorzeichenverhaltens einer stetigen Funktion zwischen
ihren Nullstellen — man muss innerhalb der dadurch festgelegten Intervalle immer
nur einen Referenzwert auswerten, um das allgemeine Verhalten in diesem Intervall
zu beschreiben.

Aufgabe 8.
a) Zum Vergleich der Folgeglieder:

Vn 41000 — v/n > V/n+vn—+/n >
@\/n+1000>\/n+\/ﬁ>1/n+ﬁ

1 -
“on + 000>n+f>n+1000

—/n

1000

1000 _n
<1000 > v/n > 1000

<n < 1000000

b) Die noch fehlende Konvergenzuntersuchung:

~ V/n+1000 — /n
Vn 41000 — v/n = \/Wﬂf(\/ n + 1000 + v/n)

 n+1000-n 1000
VR +1000 + v/ /n+ 1000+ /n

¢) SchlieBlich ist ¢, = \/n + 1955 — vt = v/n(y/1 + 1555 — 1) unbeschréinkt und daher

divergent.

— 0 fir n — oo

Aufgabe 9. Es ist stets a,, > > 1,
da offenbar alle Folgeglieder nlchtnegatlv sind. Besitzt die Folge einen Grenzwert a, so
kann dieser also nicht gleich Null sein. Dann liefern die Grenzwertsétze:
1 1 1
a= lim a, = hm Opt1 = hm (1—1——):14—7:1—1—7
a

n—oo Qp, hmn_mo Qp,

Es ergibt sich also
1 a>0
a=1l+-od=a+1ed’—a—-1=0
a
Losungen dieser quadratischen Gleichung sind a = %—F%\/g, und a = = _,\f 5. Letzterer
Wert ist aber negativ und kommt aufgrund des oben Gesagten nicht in Frage.
Aufgabe 10.

a) Die Differenz d,, = tn—1 bildet eine geometrische Folge mit Startwert d; =
bty — 10 und d, 4d, 1, dh. d, = 10 (£)"7". Es gilt also die implizite
Formel fur t,,

4 n—1
tn = dn +tp—1=10- (5> +tn-1



Setzt man diese Gleichung nun immer wieder ein (&hnlich wie beim Spinnwebmo-
dell), so erhélt man

n—1
4
t,=10-{ = tn_
(5) + 1
4 n—1 4 n—2
=10-( = +10-( = +tno
5 5
n—1 n—2 n—2
4 4 4
—10-/( = 10-( = .1 10-( 2
0 (5) 110 <5) F10 <5) Tty
= 2000 + 10 1 0+ 1 1+ + 0"
B 5 5 5
4 4
=2000+10(1—(=)" 1-=
en(1-6r)/(1-3)

= 2000 + 50(1 — (4/5)™)

Im konkreten Fall liegt die Verschuldung im Jahr ¢,, um 30000 = 6 - 5000 iiber
der des Jahres 2000, d.h. es ist n = 6 einzusetzen. Das ergibt tg = 2000 + 50(1 —
4094/1526) ~ 2036, 89. Dieser Zeitpunkt liegt im Jahr 2036.

b) Die Folge der Zeitpunkte t,, ist eine konvergente Folge mit Grenzwert lim,, oo t,, =
2010450 (1 —0) = 2050. Weil bis zu diesem Zeitpunkt also beliebig viele Erhohun-
gen der Pro-Kopf-Verschuldung um 5000 WEuro stattfinden, kann man von einer
Explosion der Schulden spétestens in 2050 sprechen. Bis 2050 spatestens muss also
der Schuldenzuwachs gebremst worden sein.

Aufgabe 11. Folgeglieder sind ag =0, a1 = 1, as = %, ag = % =1- % %, ay = % =
1-— % . % Man liest folgendes Muster ab, das dann iteriert wird:
1 1 1 1 1
an=1——ap1=1—=(1—zap-2)=1— -+ —a,_o

2 2 2 4

2
S S S S R S Y A0 & S
BT R 9) 3T TG 2

bn—1+bn_2

Allgemeines Schema fiir by = a, by = b und b,, = 3 ist
bp=a+ (b—a)0=a+ (b—a)ag

by=a+(b—a)l=a+(b—a)a

b2:b0+b1 :a+(b_a)a0+a+(b_a)a1 :a—l—(b—a)l
2 2 2
=a+ (b—a)ay
b3:bl—;—b2 :a—&—(b—a)al—;—a—i—(b—a)ag :a+(bfa)a1;—a2

=a+(b—a)as



Es ergibt sich als n-tes Folgeglied stets
2
bp=a+ (b—a)a, =a+ §(b —a)(1—-(=5)")

Grenzwert ist a + 2(b — a)

Aufgabe 12. Samtliche Reihen ml'issen in die Form der unendlichen geometrischen

Reihe iiberfiihrt werden: >~ p’ fur lp| <1

a) z it ( )1 +()2+ (l)3 t..= Yo G)
771+1+Zzl 1+ZZO _71+1—1i:ﬁ
fir [p| == |%| <1<:)>|.7}| >1

b) x4+ vT+1+ ot =at +at P2l +am Py
:$($0+1‘*1/2+1’*2/2+$*3/2+...
:x[(x—1/2)0Jr($—1/2)1+(l,—1/2)2+($—1/2)3+m]

— I 1 1 4
= e X = e = ety =

<l<=zxz>1

c) fozl " = Zf:l(xz)n =—-1+ Zfzo(JCQ)" =-1+ ﬁ =1

fir |p|:= |x2‘ <l<=|z| <1

fir |p| := |—=

) 1+ 5+ g T = (1) () + (557 + = ()
=_1_ 1.4
1_1im z
fir |[p| ::|H%z|<1<:>(ac>0 Vo< —2)

Aufgabe 13. Die Dreiecke, welche die Quadrate verbinden, sind dhnlich und stimmen
deshalb in allen Verhéltnissen iiberein, insbesonderem im Verhéltnis der Hypotenuse
zur ldngeren Kathete. Beim rechts stehenden Baum ist dies Verhéltnis % = %. Die
Léngen [,, aufeinander folgender Quadrate haben also die Eigenschaft I; = 20, Iy = 18,

und allgemein [,, = %ln 1, d.h. aufgelost 1, = 20 - ( 5" 1

a) Die Hohe des Pythagorasbaumes betrigt anl n = 2:13:1 20 - ($5)"7' = 20-

12 —(9/10)*®
Yooy =20 50— = 200 - (1 — (9/10)') & 200 - 0.746 ~ 149,16

b) Die max1male Hohe bekommt man durch Summation aller [, als 20-Y > | 10)" L=
20- Zn of 10 =20 4= 9/10 = 200

Aufgabe 14. Die zugehorigen Potenzreihen werden jeweils gliedweise differenziert, die
dabei sich ergebene Potenzreihe wird so weit wie moglich vereinfacht und ggf. mit den
in Tabelle 4.2 = vgl. S. 146 befindlichen Musterreihen verglichen:

6

2 4
a) f(x)=cos(x) =1—-% +5; — 5.

fla)y=0—22 44 600 4 _(p_ = L2 o)~ sin(x)
b) f() ln(1+m)_$,7+% S
c) f(w):arctan(;r):x_g_,_%s_%i”




Aufgabe 15. Herleitung mittels erzeugender Funktionen
f(2) =0+ 1z + agz® + aza® + - --

1 2 1 2 1 3, 1 3
=ayg+ar+ -apr” + 17 + -a1x” + Zaxx” + -

2 2 2 2
L 5 1 2
=a0+a1x+§m (a0+a1x+---)+§x(a1x+a2x +--0)

=0+ 322 (a) + 5o (@)

Auflosung nach f(x) ergibt mittels Partialbruchzerlegung und Einsetzen der geometri-

schen Reihen 1= =" 2™ und ﬁ =Y (=32

_ a _ z _ 2.1 2 1 _N\"© (2 2/ 1yn)\.,n
J@) = (1-322—fz) — (+35)A-2) ~ 31—z 31435 Yoo (3-3(-3)")=
Koeffizientenvergleich ergibt den Folgenterma,, = % — %(f%)”
Aufgabe 16.

a) Es wird zunédchst anhand des Schaubildes mit den dargestellten Angebots- und
Nachfragefunktionen A, D gerechnet:

—  Preis in Periode 1: Beim Preis pg = 5 ist in der néchsten Periode das Angebot
x = 5 vorhanden, denn A(5) = 5. Dieses Angebot entspricht der Nachfrage
und der Preis ergibt sich aus dieser Nachfrage: p1 = D(5) = 0.

—  Preis in Periode 2: Entsprechend gilt A(0) = 0 und p; = D(0) = 4.

—  Preis in Periode 3: A(4) = 4 und p3 = D(4). Spétestens hier ist das Ablesen
aus dem Diagramm nicht mehr méglich. Die Nachfragefunktion muss ermittelt
werden. Es ist D(x) = dy + dyz mit D(0) =4 = dp und D(5) = 0 = 4 + 5d;,
also di = —%.Die Nachfragefunktion lautet also D(z) = 4 — %x. Dann gilt

p3:D(4):47%.4:%

—  Preis in Periode 4: Die Angebotsfunktion lautet hier A(x) = z. Zu ps =
gehort also das Angebot % in Periode 4. Dazu lautet der von der Nachfrag

festgelegte Preis py = D(%) =4— % . % = %

@ Ol

b) Die allgemeine Rechnung aus der vorangegangenen Teilaufgabe ist p,, = 4 — %pn,l
(Preis der aktuellen Periode und Angebotsmenge der Folgeperiode stimmen bei der
Angebotsfunktion A(z) = x wertméfig tiberein). Die Rekursion wird wiederholt
eingesetzt:



Natiirlich kann die explizite Form auch direkt unter Riickgriff auf die allgemeine
Darstellung in Abschnitt 4.4 gewonnen werden: Hier ist A(z) = = v + dx mit
~v=0,0=1und D(z) =4 — %m =a+ fxr mit a =4 und g = —%. Die explizite

Preisentwicklung ist dann p,, = ag:27 + (po — “gjg”)(g)" =243, (f%)n.

¢) Nach den Grenzwertsétzen (die Preisfolge wird mit Hilfe einer geometrischen Folge
zum Diskontfaktor —2 gebildet) ist (p,) konvergent mit Grenzwert 22

Aufgabe 17. Ansatz: Weil die Einzahlung zu Beginn des Jahres erfolgt, wird auch
sie, nicht nur das Kapital zu Beginn des Jahres, verzinst, also K,, = ¢K,,_1 + gr. Die
Grundformel fiir nachschiissige Rechnung wird auf ¢r anstelle » angewandt und ergibt:

Ky = Kog" + qri=t

Aufgabe 18. Es handelt sich hier um die Grundformel der Kapitalentwicklung K,, =

Koq" + rq;_ll mit Ky = 0. Soll K,, = 40000 sein, so folgt hieraus r = 40000 ;L:ll-

a) Bei jéhrlicher Verzinsung ist n = 12, ¢ = 142,4/100 = 1,024 und r = 40000 — 222t
2915, 91.

b) bei vierteljahrlicher Verzinsung ist n = 12 -4 =48, ¢ = 1+ 2,4/400 = 1,006 und
7 = 40000 {gpgm— ~ 721,55.

¢) bei monatlicher Verzinsung ist n = 1212 = 144, ¢ = 1 + 2,4/1200 = 1,002 und
7 = 40000 {goara— ~ 239,97.

Aufgabe 19.

a) Bei stetiger Verzinsung ergibt sich nach einem Jahr das Kapital 10360 = K; =
Ko - e?/190 = 10000 - eP/199 also 10360 = 10000&7/190, Aufgelést nach p ergibt sich
p = 100(In(10360,/10000)) =~ 3, 54.

b) Wird mit dem Zinssatz der letzten Teilaufgabe und unterjihriger vierteljahrlicher
Verzinsung gerechnet und ergibt sich nach einem Jahr (vier Quartalen) das Kapital
10360, so gilt 10360 = (1 4 3,54/400)* - Ky, also Ky = 10360/(1 + 3,54/400)* ~
10001, 55.

Aufgabe 20.

a) Kapital nach 240 Monaten aufgebraucht, d.h. Koyg = 0, d.h. Kyq?*° = 1250(¢**° —
1)/(q— 1), dh. Ky = 1250 - 71 /¢240 = 1250 - 346,87/2,01 ~ 215532, 21.

b) bei ewiger Rente muss das Kapital Ko = r/(q — 1) = 428571, 42 betragen.

1,02412—1

Aufgabe 21. Zum genannten internen Zinsfuf} ist N PV = 0. Fiir die Investition ergibt

sich dann [ = Eo b 4 L= (n(g" — 1)/(q — 1) + €) /g" = 250643, 14

Kapitel 5

Aufgabe 1.
a) I, schraffiert von links nach rechts: Dy mit ¢t = 1,2,0, —1, Do mit ¢t = 1,2,0, —1:

2 T 2 T 2 [T T 2 2 H 2 2
-2 Lovnnlil -2 Lovnnlil -2 -2 Lovealiiinl -2 Lol -2 Lol -2 Lovnnlil -2 Lol

~
~



b)
¢)

Kreis: Dy mit ¢ = 1; Ellipse: Dy mit ¢ = 1 und ¢ = 2; Polytop: D mit ¢ = 0 und Ds.
konvex sind Dy mit £ = 1,2,0 und Ds.

Im Webauftritt finden Sie zwei mit GeoGebra erzeugte Applets, welche die Mengen
skizzieren. Fiir Dy konnen Sie dort auch die Konvexitdt mit geeigneten Verbindungsli-
nien priifen.

Aufgabe 2.

a)

f setzt sich additiv aus Monomen vom Grad 1 (der letzte Summand) und 2 (die
ersten beiden Summanden) zusammen. f ist also definitionsgeméf ein Polynom
zweiten Grades und daher auch eine quadratische Funktion. Fiir ¢ = 0 entféllt der
lineare Term und alle Summanden sind Monome vom Grad 2. Dann handelt es sich
bei f um eine quadratische Form. Sind andererseits a = b = 0, so liegt nur ein
linearer Term vor; dann ist f eine lineare Funktion.

Man schreibe f(z,y) = y(z2 —1)/(z +1) = y(z + 1)(x — 1)/(z — 1). Fiir x # 1 darf
man kiirzen und erhilt f(x,y) = xy+y. Die Funktion léasst sich auf diese Art stetig
erginzen, das Ergebnis ist ein Polynom von Grad 2, also eine quadratische Form.
Weil die Summanden nicht beide denselben Grad haben, handelt es sich nicht um
eine quadratische Form.

Fiir t =0 gilt f(x,y) = P (bzw. f(z,y) = (x¥)° = 1. Beides sind Polynome
und lineare Funktionen die zweite Funktion ist gleichzeitig konstante Funktion. Fiir
t # 0 handelt es sich in beiden Féllen nicht um ein Polynom.

Aufgabe 3.

2)

Sei (@, yn) eine Folge mit limy, o0 (Tn,yn) = (3,2), dh. lim, o0 2, = 3 und
lim,, 00 Yn = 2. Dann gilt lim,, — 0o f (7, Yn) = lim, oo 22 +yp —1 =32 4+2—1=
10. Dieser Grenzwert ergibt sich unabhingig von der Wahl der konvergenten Folge,
d.h. es ist limg ) (3,2) f(2,9) = 10 = f(3,2). f ist also auch stetig in (3,2).

Man nutzt aus: h : [0;00[— R, h(t) = \/t ist eine stetige Funktion, d.h. fiir jedes

to > 0 und jede Folge (¢)nen in [0; 00[ mit tlint1 gilt lim /%, = VIim, .o t, =
n=to n—o00

Vio.

Es sei jetzt (2, yn ) eine Folge mit lim,,— oo (T, yn) = (1,3) (d.h. konvergenten Kom-
ponentenfolgen wie in der vorangegangenen Teilaufgabe) derart, dass 142z, —y,, >

0. Dann ist limy, o0 f(Zn, Yn) = limy, 00 /1 + 22, — Yy, = \/limnﬁoo(l + 22 — yn)
= /0 = 0. Der Grenzwert ist weiter unabhéingig von der Wahl dieser Punktfolge,
also gilt auch lim, ) (1,3) f(z,y) = 0= f(1,3). f ist also auch stetig in (1,3).

Der Ausdruck z/y ist Quotient der stetigen Koordinatenfunktionen (z,y) — =z
und (z,y) — y. Wenn ¢ # 0, so ist geméafl Regel [2] des Merksatzes auf Seite 165 in
(t, 2t) stetig. Der Funktionsgrenzwert stimmt dann mit dem Funktionswert iiberein:
lim(w’y)*}(ngt) :E/y = t/Qt = %

Fir ¢ = 0 ist schon der Funktionswert f(0,0) nicht erklart, die Funktion kann
dort auch nicht stetig sein. AuBlerdem kann die Folge (2, /yn)nen je nach Wahl der
Nullfolgen (2,,)neny und (¥, )nen durchaus variierende Grenzwerte haben oder sogar
gar nicht konvergieren:

- zB.xz,=1/n,y, = 1/n. Dann ist x,,/y, = 1 konvergent mit Grenzwert 1.



- zB.x,=1/n,y, = —1/n. x, /)y, = —1 ist konvergent mit Grenzwert —1.
- zB.x, =1/n,y, = 1/n% Dann ist z,,/y, = n divergent.
Daher existiert der Grenzwert lim, ) (0,0) 2 /y nicht.

Dass in der Definitionsliicke (0,0) ein Ausnahmeverhalten vorliegt, kann man auch
am Konturdiagramm der Funktion erkennen:

LOF =

0.

0.0

_10 / i \ v\
-10 -05 0.0 05 10

Aufgabe 4.

a) Wenn (z,y) auf der Niveaulinie N (c) liegt, so gilt 22y = ¢, d.h. zy = ¢/2, d.h. (x,y)
liegt auf der Niveaulinie Nf(c/2). Umgekehrt liegt jeder Punkt (x,y) € Nf(c/2)
auch schon in Ngy(c). Es gilt also Ng(c) = Ny(c/2).

b) Ist (x,y) ein Punkt auf Ny(c), so gilt z(y + 1) = ¢. Fir den Punkt (z,y') =
(z,y+1) = (z,y)+(0, 1) gilt also ' = ¢, d.h. (x,y") € Ny(c) Der Punkt (z,y’) geht
aus (x,y) durch eine Vertikalverschiebung nach oben hervor. Umgekehrt geht (x, y)
aus (z,y’) durch eine Vertikalverschiebung nach unten hervor. Jede Niveaulinie
von h entsteht also aus einer Niveaulinie von f durch Vertikalverschiebung um 1
Einheit.

¢) Wie in der vorangegangenen Aufgabe gilt: (z,y) € N, (c) < (z,y)+(—1,1) € N¢(c).
Jede c-Niveaulinie von u entsteht also durch Verschiebung um 1 Einheit nach rechts
und 1 Einheit nach unten aus der c-Niveaulinie von f.

Aufgabe 5. Man berechnet lim, o In(az? + (1 — a)y?)'/?).

Aufgrund des Logarithmengesetzes In(a”) = In(a) - x ldsst sich der Ausdruck dann
namlich als Produkt eines Logarithmus und von 1/p schreiben, also als Quotient, in
dessen Nenner p auftritt. Das ergibt also

In(az? + (1 — a)y?)
p

Zghler und Nenner haben fiir p — 0 jeweils den Grenzwert 0 und sind differenzierbar.
Man darf daher die L’Hospital’sche Regel ([TERVEER/TERVEER, 2011], Seite 154)
anwenden, nach der man Zahler und Nenner durch ihre Ableitungen nach p ersetzen
darf:

In((az? + (1 — a)y?)/?) =

aln(z)z?+(1—a) In(y)y”
azP+(1—a)yP

» — )P
In(aa? + (1 — a)yP) im0
P 1
Den Grenzwert fiir p — 0 darf man jetzt aber durch Einsetzen von p = 0 bilden (der
Ausdruck ist stetig in p). Das ergibt schlieflich aIn(x) + (1 — @) In(y) = In(z“y'~%).
Insgesamt folgt also

limpg)o

p —a)uP
lim,, o In((ax? + (1 — a)yP)/P) = In(aa? + (1 — )y”) = In(z%yl~9).




Nun darf man beide Seiten exponenzieren (wodurch der Logarithmus jeweils entféllt),
und die Grenzwertaussage iibertragt sich:

limyo((az? + (1 — a)y?)/7) = (zy'~*).

Aufgabe 6.

a) Im Spezialfall ist f(z,y) = min(z,y). Fir (z,y) > 0 gilt min(z, y) = ¢ genau dann,
wenn entweder z = ¢ und y > ¢ oder y = ¢ und x > c¢. Die ¢-Niveaulinie setzt sich

also aus den Geradenstiicken {(c¢,t) : t > ¢} und {(¢,¢) : ¢ > ¢} zusammen. Das
ergibt geméfl Aufgabenstellung die folgenden Iso-Quanten:

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
00 02 04 06 08 10

b) Sind x,y die Faktoreinsatzmengen, und nimmt man an, dass je Einheit des Produk-
tes a Einheiten des ersten und b Einheiten des zweiten Faktors benotigt werden, so
entspricht #/a und y/b der herstellbaren Menge des Produktes, wobei aber immer
nur die kleinere dieser beiden Produktmengen realisiert werden kann. Ein Uber-
schuss im anderen Produktionsfaktor ist nicht ausnutzbar.

) Fiir A > 0ist f(Az, Ay) = cmin (22, ’\—by)r =c(Amin (£, £))" = cA"min (£, )" =
A" f(x,y). f ist also positiv homogen vom Grad r.

Aufgabe 7.
a) fx, A\y) ()2 + Az dy = A2 (2% + zy) = A2 f(x,y), also ist f homogen vom Grad 2.

b) Man erkennt schon an den unterschiedlichen Graden der Monome im Funktions-
term, dass f inhomogen ist. Eine Moglichkeit, die Inhomogenitéat exakt nachzuwei-
sen besteht darin, anhand von Beispielrechnungen zwei verschiedene Werte fiir den
Homogenitétsgrad herzuleiten; dieser Widerspruch ist dann nicht auflésbar.

—  f(1,1,1) =3 und f(2,2,2) =10 =27 f(1,1,1) = 3-2". Danach ist 2" = 10/3.
—  f(4,4,4) =34 =27 f(2,2,2) = 2" - 10. Danach ist 2" = 34/10.

o) f(Az, Ay) = (A2)(A\y)/((A2)? + (\)?) = Nay/(N(2? +¢?)) = zy/(2® +y?) =
f(x,y) = AOf(x,y). f ist also homogen vom Grad 0. Nachfragefunktionen kénnten
solch ein Verhalten haben.

d) Hier ist der Ausdruck unter der Wurzel inhomogen, was sich auf die Funktion
iibertragt. Wére f homogen vom Grad r, dann wére g(x,y) = xy + 2« homogen vom
Grad 2r. Aber g(1,1) = 2,¢(2,2) = 6,g(4,4) = 20 bedeutet 2(2r) = 6/2 = 20/6,
was nicht 16sbar ist.

e) Fiir A € Rist f(Az, \y) = max((A\r)?, (Az)(\y)) = max(A?22, \2zy) = A2 max(x,y) =

A2f(z,y). f ist also homogen vom Grad 2. Der positive Faktor A\? darf aus dem
Maximum-Ausdruck herausgezogen werden.



f

Fiir A € Rist f(A\z, \y) = 1/((Ax)2 + (\y)?) = 1/ D) (2?2 +942) = A 721 /(22 +42) =
A72f(x,y). f ist also homogen vom Grad —2.

Aufgabe 8.

I(yx
gf) :y% =y und

)
ox

:y|y=z:w
y=x

oy/z) _  0(1/z) _

ox ox

O(y/x)
—y/2? und =52

y =a’

= fy/a:Q{ =—2%/2? = —1

=1 = 1. Wer hier

Aufpassen! Erst ableiten, dann einsetzen. @ _
z z = Zz0

z =z

falschlich 0 herausbekommt, hat erst z = 2y eingesetzt und dann abgeleitet.

d) Man schreibt 2¥ = exp(yIn(z)). Die Ableitung berechnet sich dann jeweils mit der
Kettenregel, wobei die Exponentialfunktion sich selbst als Ableitung hat:
d1) G = Heswnll) = exp(yln(e)) - y/a =¥ -y/e = ¥ty
d2) 220 = 2w _ ey In(r)) - In(x) = 2V - In(x)

Aufgabe 9.

a)

Es wird die Kettenregel [1] angewendet auf h(t) = v/t mit h'(t) = 2%/; Die innere
Funktion (x,y) + 1+ 222 — 3y? hat Differential (Gradient) (4z, —6y)T. Dann gilt:

_ 2 _ g2y [ 4T\ _ 1 L 4
Dyg(z,y) = h'(1 4 22° — 3y*) (76y> i (7611)
Dies ist eine reine Fleifaufgabe, bei der Summenregel und fiir die Summanden
Ketten- und Faktorregel anzuwenden sind. Die partiellen Ableitungen lauten

bl) 7‘9%2’”):e””‘yz~1—|—cos(9c+y)~1—1- 1+ y?

b2) 2L = _gyes=v” 4 cos(x +y) — zy/v/1+ 12

Setzt man diese zu einem Vektor zusammen, so bekommt man den gesuchten Gra-
dienten.

Schreibe f(z,y,z) = In(y) — 2 1n(z), dann lassen sich die partiellen Ableitungen
leichter berechnen:

¢1) Zf(2,9,2) =n(y) - In(z) = In(y/2)
2) 2f(e,y.2)=xfy—0=cfy

C3) %f(x7ya Z) =T 1/Z

Alle drei partiellen Ableitungen werden mit der Produkt- und Kettenregel be-
stimmt:

dl) g f(ey,z) = CHEERUE 4 n(ayz)(y + 2) = BEERE 4 (y 4 2) In(eyz)

TYz

d2) 8%]”(:1:,;% z) = W + (z 4 2) In(zyz)

d3) g f(x,y,2) = P 4 (2 + y) In(ayz)

z

Die Berechnungsweise ist in allen drei Féllen gleich, weil die Argumente von f
beliebig miteinander vertauscht werden kénnen.



e)

Zur Ableitung wird das Exponential mit Hilfe der Logarithmusfunktion umgestellt:
f(z,y,z) = exp(In(x)%). Dann lassen sich die partiellen Ableitungen mit Ketten-
und Faktorregel bzw. den Ableitungen von Logarithmus und Kehrwertfunktion be-
stimmen:

el) 4xf(x,y,2) = exp(in(2)y/z) L = a¥/* - y/(az)
e2) 6%f(azy,z) =a¥/% . In(z)/z
e3) & f(x,y,2)=av* (~In(z)y/=*)

Aufgabe 10. Die Funktion lautet G(p, ¢) = —14p? —3¢*+3pq-+2396p-+1197¢—120030.
Thre partiellen Ableitungen sind

£G(p,q) = —28p + 3¢ + 2396
#G(p,q) = —6g + 3p + 1197

Aufgabe 11.

a)

b)

Die Funktion f(x,y) = 2y hat den Gradienten Vf(x,y) = (y,2)T. Die partielle
Ableitung nach z ist also unabhéngig von z, die partielle Ableitung nach y ist
unabhéingig von y. Die Funktion ist aber nicht konstant. Also ist die Aussage falsch.

Richtig muss die Aussage heiflen:
»Wenn alle partiellen Ableitungen konstante Funktionen sind, dann ist f linear*.

Mit dem Gegenbeispiel kommt man vielleicht recht schnell auf diese Formulierung,
dass diese aber wirklich richtig ist (und es fehlt auch noch eine ,Kleinigkeit* wie
sich gleich herausstellt), ist recht mithsam zu begriinden und sei hier fiir Funktionen
von zwei Variablen x,y ausgefithrt — das Argument kann auf Funktionen mit mehr
Variablen tibertragen werden.

Wenn der Gradient von f konstant ist, hat er also die Form V f(z,y) = (a,b)” mit
festen a,b € R. Dann ist die Funktion g(x,y) = f(x,y) — ax — by differenzierbar mit
Differential (Gradient) (0,0)7. Die partiellen Ableitungen von g sind also konstante
Funktionen.

Daher ist die Funktion z — ¢(z,y) und die Funktion y +— g(x,y) bei jeweils fest-
gehaltener anderer Variable konstant. Verédndert man also nur der Wert einer der
Variablen im Argument, so bleibt der Funktionswert von g gleich. Sind aber nun
(z1,y1) und (x9,y2) zwei beliebige Punkte im Definitionsbereich D, so kann man
beide in zwei Schritten ineinander iiberfithren; es gilt

g(x1,y1) = g(z1,92) = g(x2, y2)

Also ist auch g eine konstante Funktion. Es gibt daher ein ¢ € R mit g(z,y) = ¢ fir
alle (z,y) € D, d.h. aber f(x,y) = g(z,y) + ax + by = ¢ + ax + by. Das bedeutet,
dass f eine lineare Funktion ist.

Achtung: Diese Argumentation ist nicht fiir jeden Definitionsbereich D richtig,
stimmt aber zumindest fiir die im 6konomischen Kontext meist verwendeten Qua-
der. In anderen Definitionsbereichen muss man voraussetzen kénnen, dass man zwei
Punkte (z1,y1) und (x2,y2) durch eine Folge von Schritten, bei denen sich immer
nur eine Variable verandert, so ineinander iiberfiihren kann, dass die Verbindungs-
linie ganz in D liegt — solche Definitionsbereiche nennt man zusammenhéngend.



Ganz exakt wiirde daher die richtige Aussage lauten: ,Eine differenzierbare Funk-
tion mit zusammenhédngendem Definitionsbereich, deren partielle Ableitungen kon-
stante Funktionen sind, ist linear®.

Wenn der Definitionsbereich nicht zusammenhéngend ist, lasst sich (leicht) eine
Funktion konstruieren, fiir die die Aussage falsch ist, beispielsweise D =]0; 1[2U]2; 3[2

~ ] 0 fiir (z,y) €0;1[
und f(z,y) = {1 fiir (z,y) €]2;3[%

chen jeweils das konstante Differential (0,0)7, ist aber nicht linear.

Die Funktion hat auf den beiden Teilberei-

Aufgabe 12. Die Funktion hat das Differential bzw. den Gradienten Df(x,y) =
(2z,3y%/2)T. In (4, —2)T gilt f(4,—2) =12 und Df(4,-2) = (8,6)T.

Die Linearisierung hat daher die Form g(z, y) = f(4, —2)+(Df(4,2), (x—4,y—(=2))T),
also hier g(z,y) =12+ 8(x —4) + 6(y + 2) = 8z + 6y — 8

Aufgabe 13.

a)

Die (dufere) Funktion h(t) = tP ist differenzierbar mit h’(t) = ptP~1. Die (innere)
Funktion f(x,y) = 2% + 92 ist differenzierbar mit Df(x,y) = (2z,2y)T. Nach der
Kettenregel ist auch g(z,y) differenzierbar mit Dg(z,y) = h'(f(z,y))Df(x,y) =
p(a? + )P (22, 29)"
Um zu priifen, ob g in (0,0)7 (total) differenzierbar ist, untersucht man zunichst,
ob g in (0,0)T partiell differenzierbar ist. Wegen ¢(0,0) = 0 gilt

f(h7 0) — f(07 0) (h2)p

= = +|p?p~!

d.h. es ergibt sich |h|?~! fiir h > 0 und —|h|?~! fiir A < 0. Damit steht fest:
bl) Fiir p > 1/2 ist der Grenzwert limj_,¢ w = 0, denn der Exponent

ist dann 2p — 1 > 0 und der Grenzwert ergibt sich aus der Stetigkeit der
Potenzfunktion ¢ — t??~1 auf [0; oc].

b2) Fiir p =1/2 ist 2p — 1 = 0; der Differenzenquotient nimmmt dann fiir A > 0
den Wert 1 und fiir h < 0 den Wert —1 an. Es kann dann kein Grenzwert fir
h — 0 existieren.

b3) Wenn p < 1/2, so ist 2p — 1 < 0, dann ist der Differenzenquotient um h = 0
unbeschrankt und es kann kein Grenzwert existieren.

Wegen f(0,h) = f(h,0) bekommt man die gleichen Aussagen fiir den anderen

Differenzenquotienten w.

Daher ist g in (0,0)7 fiir p < 1/2 nicht partiell differenzierbar (und somit auch
nicht total differenzierbar).
Fiir p > 1/2 hat g den Gradient Vg(0,0) = (0,0)7. Hiermit priift man jetzt die
Anforderung an eine in (0,0)7 total differenzierbare Funktion. Es muss geméf De-
finition der Grenzwert

g(o + d17 0+ d2) - f(07 0) - <v9(0a 0)7 (d17 d2)T>

lim =0
(d1,d2)—(0,0) [[(d1,da)]]

sein. Das ist aber hier der Fall, der Quotient vereinfacht sich zu

900 +d1,0+dy) = (0,0) ~ (V9(0,0), (A1, d)") _ (B+ B _ o\ ooy
[|(dy,d2)]l - (d2 + d2)1/2 =\ 2

und der letzte Ausdruck strebt gegen Null mit (dy,ds) — (0,0).




c) Alle Aussagen iibertragen sich mit Dg(z1, ..., 2,) = 2p(x2+- - +22)P~ 1 (2y,...,2,)7.

g ist fiir p > 1/2 auf R™ und fiir p < 1/2 (nur) auf R™ \ {0} total differenzierbar.

Aufgabe 14. Nach der Kettenregel [2] gilt 0 = Dy f(h(¢),t)h'(t) + D2 f(h(t),t), d.h.
h'(t) = —Daf(h(t),t)/D1f(h(t),t) = —1 fiir alle t € R. Daher gilt h(t) = a — ¢ mit
a = h(0) =0, also h(t) = —t.

Aufgabe 15. Der Gradient (dy,d2)T = Vf(60,60) zeigt in die Richtung des steils-
ten Anstiegs. Daher erhdlt man (nidherungsweise) den grofiten Produktionsanstieg,
wenn man zusatzlich ad; fir den ersten Produktionsfaktor und ads fur den zweiten
Produktionsfaktor einsetzt. Hierfiir diirfen 50 Geldeinheiten ausgegeben werden, d.h.
es muss gelten 50 = 20(ad;) + 40(ads) = «(20d; + 40ds). Hieraus errechnet sich
a = 50/(20d; + 40ds2). Um die Aufgabe zu lésen, muss also zunéchst der Gradient
ausgerechnet werden:

(2243y) (z+2y) — (z°+3zy+y°) ) ( 2% +4wy45y> )

_ +2y)? +2y)?
Vf($» y) - ( (3x+2y)(x+(2my)fy2)(ac2+3xy+y2) szwiyy+)2y2
(z+2y)?

(z+2y)?

Bei den aktuellen Faktoreinsatzmengen 2 = y = 60 ergibt sich V f(60,60) = (10/9,5/9)7".
Mit den Eingangsiiberlegungen folgt o« = 50/(20 - 10/9 + 40 - 5/9) = 9/8. Der erste

Faktor wird mit % . 1—90 = %0 Mengeneinheiten, der zweite mit % . g = % Mengen-
einheiten eingesetzt. Von den zusétzlichen 50 Geldeinheiten werden also 20 - % =25

fiir den ersten Produktionsfaktor und 25 Geldeinheiten fiir den zweiten Produktions-
faktor eingesetzt. Die Produktion steigt von f(60,60) = 100 Mengeneinheiten auf
f(60+ 12,60+ 2) ~ 101,736 Mengeneinheiten.

Beachten Sie, dass dies nur eine Ndherungslosung ist, weil man die Eigenschaft des Gra-
dienten als Richtung des steilsten Anstiegs verwendet und anstelle der urspriinglichen
Funktion von einer Linearisierung mit Hilfe des Gradienten ausgeht. Deshalb ist die
gefundene Losung auch nicht die faktisch optimale Aufteilung der zusétzlichen Ressour-
cen. Wenn die 50 Geldeinheiten beispielsweise nur fiir den Einsatz von 5/2 Mengenein-
heiten verwendet werden, so steigt der Produktionsertrag auf f(60+5/2,60) ~ 102, 774
Mengeneinheiten - diese optimale Losung lédsst sich mit den Optimierungsmethoden des
néichsten Kapitels bestimmen.

Aufgabe 16. Der Gradient von f ist

—a)z e A —a/x
V() = ((%3(1_ e ) - f(xl,m)( " 1)

Daher bekommt man folgende partielle Elastizitaten:

a) ep1(x1,x2) == 717;{;?;:)2) STy = —zl‘f(?(’;i)z(;)a/ml) =—a
b) erawrz) i= SHETE w2 = RIS = o

Aufgabe 17. Die Funktion vereinfacht sich zu f(z,y) = 4\/x* + 23y2. Sie hat den
Gradienten

V() 4 (4m3 + 3x2y? ) 8 <4x3 + 3a2y? )
T,y = —F/— - = -
2¢/x* + 2392 2%y f(z,y) 22y




Daher lautet der Elastizitatsgradient

8 <4w4+3x3y2) o 1)2 <4x4+3x3y2) 12 (4w+3y2>

er(z,y) = 4f(x,y)2 2a3y? T oat 4 a8y? 21342 T a4 2 22

a) e(100,10) = ;g;(;gg) = (Ii;)

b) Relative Erhchung von z: %g” = 0.01: Relative Erhohung von z: % ~ erq(To,Yo) -
ﬁ—gc = 0.0175. Prozentuale Erhohung von z etwa 1,75%.

¢) Prozentuale Erhohung von y: 100 - % = 3%. Prozentuale Erhéhung von z etwa
1,5%.

d) Prozentuale Erhohung von z etwa

7/4 1/100
<6f($07y0)7(%f7 21) > = <<1§2> (1;100» =0,0225 =2,25%
Aufgabe 18.

a) Zuerst den Gradienten von f bestimmen:

_(0f/ox\ _ (150 +y/10
Vi@y) = (af/ay) - (300+x/10>

Im vorliegenden Punkt gilt V £(500, 1000) = (250, 350)T".

Die Substitutionsgrenzrate zwischen x und y ist dann dz/0y = — g%gg = —350/250 =
—7/5. Verringert sich der Einsatz von Rohstoff 2 um eine Tonne, d.h. gilt Ay = —1,

so gilt fiir die Verdnderung Az von Rohstoff 1

Ax Oz Ox 7 7
—r— = Arx_— -Ay=(—2)(-1)=
Ay oy TG, B (=x)(=D)
Mit dieser Anderung bleibt die Produktion niherungsweise beim aktuellen Stand
£(500,1000) = 425000.

b) Da Ableitungen fiir nicht-lineare Funktionen die Steigung dieser nur lokal bestim-

men, gilt ﬁ—; ~ %Z nur fiir ,,kleine” Anderungen Ay des zweiten Produktionsfaktors.

Verringert man y um 50% (=500 t) und erhéht x um % 500 = 700 t, so ergibt sich
mit f(1200,500) = 390000 ein signifikant anderes Produktionsniveau.

Aufgabe 19. Erster Rechenweg: z = dy/dz = —(2x +y)/x = —(2+ y/z). Umgestellt
gilt y/x = —z + 2. Als Funktion von z Elastizitat z/(z — 2). Konkret fir x = 2,y =3
ist z = GRS(y|z) = 7/2, also SEL(y|z) = 7/3.

Zweiter Rechenweg: f(2,3) = 10. 22 + 2y = 10 & y = y(z) = (10 — 22) /2 = 10/x — .

Damit y'(z) = —10/2? — 1, y"(x) = 20/2%. Eingesetzt y(2) = 3, ¥'(2) = —7/2,
y'(2) =5/2.
Es folgt SEL(ylr) = LOW Gy — SU2CTR229) _ 73

Aufgabe 20. Die Definitheit wird (mdéglichst) mit den drei verschiedenen Kriterien
gepriift. Es geniigt allerdings immer, nur eines der drei Kriterien nachzurechnen:



a) A ist positiv definit, wie alle drei Kriterien {ibereinstimmend bestatigen:

al) Determinantenkriterium: Hauptunterdeterminanten von A sind 42 > 0 und
42 -17 > 0.

a2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom von A ist (A —42)(A—17)
und hat die positiven Eigenwerte 42 und 17.

a3) Definition der Definitheit: Fiir alle d = (dy,d2)T € R? mit d # 0 ist (d, Ad) =
42d3 4+ 17d3 > 0.

b) B ist indefinit:

bl) Determinantenkriterium: Hauptunterdeterminanten sind —1 < 0 und (—1)(—3)—
2-2=—1 < 0. Wegen dieses letzten Hauptminors kann B nicht definit sein.

b2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom hat die Form (—1—X)(—3—
A) —4 = A2 44X — 1. Die Nullstellen (und damit Eigenwerte von B) sind

f% + % + 1 und haben wechselndes Vorzeichen.

b3) Definition der Definitheit: Fiir alle d = (dy,d2)T € R? ist (d, Bd) = —d? +
4dydy — 3d3 = —(d? — 4dyda) — 3d3 = —(dy — 2d2)? + d3. Fiir d = (1,0)7 ist
dieser Wert kleiner als Null, fiir d = (0,1)7 ist dieser Wert groBer als Null.

c) C ist negativ definit:

cl) Determinantenkriterium: Hauptminoren sind —2 < 0 und (—2)(=5) — 32 =
1>0.

c2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom lautet (=2 — A)(=5—\) —

9 = A2+ 7A+1. Nullstellen (und damit Eigenwerte von C) sind —Z4,/42 — 1.
Beide sind kleiner als Null.

c3) Definition der Definitheit: Fiir alle d = (dy,ds)” € R? mit d # 0 ist (d, Cd) =
—2d? 4 6d1dy — 5d3 = —2(d3 — 3dida) —5d3 = —2(dy — 3d2)? + (2 —5)d3 < 0

d) D ist negativ definit:

dl) Determinantenkriterium: Hauptminoren sind —4 < 0 (deshalb kann D hochs-
tens noch negativ definit oder negativ semidefinit sein), (—4)(—6)—42 =8 > 0
(es bleibt bei den obigen Alternativen) und (—4)(—6)(—1)4+2-(4-2-(-1)) —
(—1)2(—=6) —4%(—1) —2%(-4) = -2<0

d2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom ist det(D — A\3) = (—4 —
N6 A)(~1-0)42-(4-2-(~1)— (~1)2(~6- 1)) ~42(~1~X) ~22(~4-3) =
—2— 13X — 1122 — A3, Seine Nullstellen (die Eigenwerte von D lassen sich nur

noch numerisch berechnen. Mit einem Schultaschenrechner z.B. ergeben sich
die Eigenwerte \; ~ —9,67812, \s ~ —1,14073, A3 ~ —0, 181158, alle < 0.

d3) Definition der Definitheit: Bei mehr als zwei Zeilen/Spalten fiihrt das Verfah-
ren im Allgemeinen nur noch in Ausnahmeféllen mit tiberschaubarem Aufwand
zum Ziel, weil die quadratische Ergénzung hier nicht mehr so effizient durch-
gefiihrt werden kann.

e) E ist indefinit:

el) Determinantenkriterium: Hauptminoren sind 3 > 0 (d.h. die Matrix kénnte
héchstens noch positiv definit oder positiv semidefinit sein), 32 — 22 =5 > 0



(es bleibt bei der Eingrenzung) und det(E) = 32-5+2-(2(—4)(-2)) —3(-2)2—
22.5—(—4)%-3=177—-80 = —3 < 0 (damit wird positiv definit und positiv
semidefinit ausgeschlossen).

e2) Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom ist det(E — A\l3) = —3 —
15X + 11A%2 — A% und hat die (numerisch berechenbaren) Eigenwerte \; a2
—0,176728 < 0, A2 ~ 1,81284 > 0, A3 = 9,36389 > 0 mit wechselnden Vorzei-
chen.

e3) Definition der Definitheit: Ist auch hier zu aufwindig.

Aufgabe 21. Es werden wieder alle drei Kriterien herangezogen (zur Losung der
Aufgabe reicht aber einer der drei Rechenwege):

Priifung mit dem Determinantenkriterium: Hauptminoren sind @ und 4a — 4a® =
4a(1—a). Die Matrix ist positiv definit genau dann, wenn alle Hauptminoren grofier
als Null sind, d.h. fir a >0 und (1 —a) >0, d.h. fir 0 < a < 1.

Prifung mit dem Eigenwertkriterium: Das charakteristische Polynom ist det(A —
Mo) = (@ — AN (4 — X)) —4a®? = X% — (4 + a)\ + 4a — 4a®. Nullstellen sind 4% +

(44a)? 2 _ 4+a 164+8a+a2—16a+16a2 __ 4+a 16—8a+17a2 __ 4+a

\/74 da +4a* = =4 £ I =4+ i ==+
(4—a)?+16a> . : . .
~——4—— Diese beiden Nullstellen haben genau dann positives Vorzeichen,

wenn 4 +a > /(4 —a)? + 16a, d.h. es folgt zumindest a > —4 und weiter dann
(4+a)? > (4—a)? 4+ 16a% & 16a > 166 < a(1l — a) > 0. Das fithrt zu 0 < a < 1.

Priifung mit Definition: Es ist ((dy,d2)T, A(dy,d2)T) = ad? + 4a%didy + 4d2 =
a(d? + 4adydy) + 4d3 = a(dy + 2d2)? — 4ad3 + 4d% = a(dy + 2d2)? + 4(1 — a)d3.
Dieser Term ist genau dann fiir alle (dy,ds)” grofer als Null, wenn a > 0 (sonst
kann die Summe wegen des ersten Summanden negativ werden, z.B. fiir d = (1,0))
und a < 1 (sonst kann die Summe wegen des zweiten Summanden negativ werden,
z.B. fiir d = (—2,1)T). Also ist A fiir 0 < a < 1 positiv definit.

Aufgabe 22.

a)

Vi) = (41)

2 2 2 2
azfe,y) = =3 g fe,y) = gl fla,y) =0 Lz f(a,y) = —

Hauptminoren sind —1/2? < 0 und 1/(z%y®) > 0. H; ist also pauschal negativ
definit. f ist daher konkav.

Vi(x,y,z)= (10x, —9y2, 1223)T

2 2

(‘5?[2 f(l' Y,z ) = 107 ﬁf(.f Y,z ) Bfayf(l' y) 0
2
8§8Lf($ Y, 2) = aizazf(xay) = 0, 8%2 f(x,y,z) = —18y
aiayf(fc y,2) = aﬁazf(w,y) =0, Z f(z,y,2) = 362
Der zweite Hauptminor ist 10- (—18y) < 0. H¢(z,y, z) ist daher indefinit und f ist
weder konkav noch konvex.
_ | 42 z* 24 T

Vi) = (2 -5 - 2)

2 X IS
8812 f(x,y7z) = 172!2 ’ 0y81f(x Y,z ) Ozayf(x Y,z ) - 7:272

8zazf(’r Y,z ) 6182 f(x Y,z ) = 322




:l)4

2
a%ﬁf(x7y7z)7yz7 ()Zayf(x Y,z ) ay{)zf(x Y, ):y2’7
2
%f(%ya Z) = 523
Der erste Hauptminor ist 1222 /yz > 0. Der zweite Hauptminor ist 122%/(yz) -
224 /(y32) — (423 /(y?2))? = 82%/(y*2%) > 0. Der dritte Hauptminor wird dadurch
ermittelt, dass gemeinsame Faktoren aus Zeilen bzw. Spalten ausgeklammert wer-

den:

1222 —da®  —4a? 3 _z _=z
Yz Y2z yz? 3 y z 10
_ 423 ozt 4 _ 4z%2%z _ 2z x -1 4x

det o e det [—4 y z | = y5z5 ° de t 1| = g5 > 0.
—4a2° a* 224 4 z 2z ?
yz2 Y222 yz3 - Y z

Alle Hauptminoren sind groBer als Null fiur alle z,y,z > 0, daher ist H¢(z,y, 2)
positiv definit. f ist also konvex.

d) Vf(z,y,z) = (yze™v=, xze™? yze™v=)"

o (2,y,2) = y222e™v

e (0,:2) = g2 (,9,2) = (14 aye) e
azazf(w y,z) = azazf(:v Y, z) = (1 + zyz)ye™*
ayzf(w,% z) = a?2%ye™

afayf(ﬂﬂ y.z) = 5§azf(z y.z) = (1 + ayz)ze™
Ly, 2) = a%yPerv?

Der Zweite Hauptminor ist (y222)(2222) — (14+2y2)? = 22?2t —2%y?22 —20y2—1 =
22y%(z* — 2%) — 2zyz — 1. Fiir 0 < z < 1 ist dieser Ausdruck aber negativ, also
ist Hf(x,y,#) indefinit. Dann kann f nicht auf D konvex oder konkav sein (man

miisste den Definitionsbereich weiter unterteilen.

Aufgabe 23.

r 27 T 27 T

a) //ldxdy:/ /ldy dx:/27rdx:27r(r—1)
10 1 \0 1
2 2 2 /2 2 _
1,77
b) //(x2+y2)dxdy:/ /(m2+y2)dy dm—/(mzy—i—gyg )da:
11 1 \1 1 v=1

=2
7 1 7T 14
_ 2 v, L s 1 _
_/(ac +3)dac 3% +3:z: 73
2 1 2 /1 2 y=1
1
//:c+y dmdy—/ /($+y)2dy dx:/(s(z+y)3dy )d:r
1o 1 \o 1 v=0
r=2
_ Lo 1 N
_/< (z+1)° 3x)d (12((x+1) )l‘:l_12 G
1
d) //(l—cos(ﬂc—i—y))dxdy:/ /(l—cos(m—i—y )dy dx—/ —sin(z +y))[) =g dx
00 0 \0 0



= / (m —sin(x + ) + sin(z)) dv = (72 + cos(z + 7) — cos(x)[s_y = > +cos(2m)—

0
cos(m) — cos(m) + cos(0) = 7% + 4

™ s

e) //(305 (r+y) dﬂcdy—/ /cos(a:+y)2dy dx
0 0o \o
y=m
dx
y=0

(1(sin(m +7)cos(x + ) + 7 — sin(z) cos(w))) dx

(sin(z + y) cos(z +y) + = + y)

N —

\ao\

[N}

=T

o) = 2

1 1
(_5 cos’(x + ) + mx + 3 cos®(x)) -
= 3(~% cos?(2m) + 72 + L cos? () — (4 cos?(m) + § cos?(0))) = 72/2

2
Aufgabe 24.

Aufgabe 25.

a) Die partiellen Ableitungen lauten

2

2 2 T
_(__ Y y 2y oy
Vf(:ﬂ,yvz)— < Z(x—}—y)Q’z(x—i-y)Q’ 22 ($+y))

b) Aufgrund von a) erhiilt man durch wiederholtes Ableiten BB—; (Z(;”jry)) = Z(jfy)a,

92 y? o i y242zy \ 222 und y? _ 0 0 v’ _
oy? \ z(z+y) | — 2(z+y)? | T z(zty)? amay z(z+y) ) — Oy Oz \ z(z+y) ]

z(;T)S Die zwelte gemischt-partielle Ableitung ergibt sich analog. Insgesamt ist

2y . —2zy3 ) y2 —zy
Hy(w,y) = | 20" =50 :(-H/)[ 2}

2(z+y)®  z(zty)3 Yz

¢) Fir A > 0 (Untersuchung auf positive Homogenitat reicht in diesem Zusammen-

. 2y)? 2,2 2 .
hang) gilt f(Az, Ay, A\z) = Az((xfj-xy) = )\zi‘(z_w) 2(g+y)' f ist also Nu}_l homogen.
Die partiellen Elastizitdten lauten hier e (z, y) = — T erolz,y) = ”ﬂHy cers(z,y, 2) =
—1. In der Summe ergibt sich
y+2z —zt+y+2z _
ac—&-u+ z+y —1l= z+y —1=0

2 _
d) Definitheit von H,(z,y) ist gleichwertig mit Definitheit von M (z,y) = [ 4 :gy } .
—xy x



Fiir einen beliebigen Vektor (a,b)” € R? gilt nun

2.
(a,b){ 4 lzy]<z>—a2y2—2abmy+b2 2 = (ay — bx)?

-y

Also ist Hy(z,y) fir alle z,y > 0 positiv semidefinit. Die Funktion g ist daher in
ihrem Definitionsbereich konvex.

Kapitel 6

Aufgabe 1.

a) f hat Gradienten Vf(z,y) = < irjgzy > und Hesse-Matrix Hy(x,y) = {;4 33}
Der einzige kritische Punkt liegt in (z,y) = (0,0) vor. Die Hesse-Matrix ist pau-
schal negativ definit (Hauptminoren —4 < 0 und 8 > 0), daher ist f (streng)
konkav. Im kritischen Punkt liegt dann ein globales Maximum vor.

b) g hat Gradienten Vg(z,y) = (;Z J: ;Z) und Hesse-Matrix Hy(z,y) = E 32}

Die Hesse-Matrix hat Determinante —14 < 0, ist daher pauschal indefinit. Deshalb
kann ¢ in keinem Punkt ein lokales Extremum haben.

—9z + 4y -9 4 0
c) Hier ist Vk(z,y,2) = | 4y +42+2 | und Hy(x,y,2) = |4 -4 1].
y + 100 0 1 0

Die Hesse-Matrix hat Hauptminoren —9 < 0, 20 > 0, 9 > 0, ist also stets indefinit.
Die Funktion ist also weder konkav noch konvex und kann auch keine (lokalen)
Extrema haben.

4(x—1)

Aufgabe 2. Vf(x,y) = ( _3y2 — 2y

)_6<:>1‘—1/\y—0 Vx:l/\yzfg

4 0 4 0
Hy¢(z,y) = . Daher Hy(1,0) = =indefinit= kein Ex-
0 —6y—2 0 -2
5 4 0 - .
tremum, sondern Sattelpunkt. H f(l,fg) = 0 2 =positiv definit = lokales
Minimum
Aufgabe 3.

a) H(0,0) { } ist positiv semidefinit nach Definition. f(z,y) > 0Vz,y € R =

f hat in (0,0) globales Minimum

b) Hy(a.y) = [g

R = fhat in (¢,0) globales, aber nicht isoliertes Maximum

04} ist negativ semidefinit nach Definition. f(z,y) < 0Va,y €

2
c) Hs(0,0) = 0 ist positiv semidefinit nach Definition. Es existieren in jeder
! 0 0

Umgebung von (0,0) groBere und kleinere Werte als f(0, 0).



Aufgabe 4.
a) G(z,y) = cx®y® — ax — by

car®yP —a =0 )

b) VG(z,y) = ( Byl —b=0

Notwendige Bedingung fiir ein DB-Maximum: VG(z,y) = 0, also

cax® 1y = q, cBx®yP~1 =b
cx®yP = ﬂx cxo‘yﬁ = gy
cr = y@y— bm@x—aﬁy

Einsetzen von y bzw. z in cz®y® = 2z bzw. cxy® = %y ergibt

6 (o3
v (%e) =22, c(2y) vP =}

y
g <%>ﬁ yotf-l = b (a8)°

_ at6-1] a [ ab — atp-1/ b (aB\®
T = ac (aﬁ) Y= Be (ab)

¢) Bestimmung und Vereinfachung der Hesse-Matrix:
ala—1)x272yP  apaxelyf-!
H =
G(x’y) ¢ l: aﬂxaflyﬂfl 6(6 _ 1)xay,372
zzczayg[a<a-—1>/x2 aB/ (zy) ]
ap/(zy)  BB-1)/y?

Hauptminoren sind cz®y®a(a —1)/2? < 0 und

(czy”)*(ala —1)/2% - B(B - 1)/y? — (aB/(zy))?)
= 2 (- 1) 1) - af)
v (1—a-8)>0
Also ist Hg(z, y) stets negativ definit und G ist streng konkav. Im kritischen Punkt

liegt daher ein globales DB-Maximum vor.

Aufgabe 5. Der néchste berechnete Punkt ergibt sich geméfl Newton-Verfahren =
vgl. S. 233 als

(I1> - (yo) Hy(x0,y0) ™'V f (%0, 90)

1

m, 3 P 2
a) Hierist V f(xo,y0) = (8(13; 2 ) und H (w0, y0) = [24(”; 1) g} . Die dazu inverse
Yo

Matrix ist Hy(zo,y0) " = . Also lautet der niachste Punkt

(5) = () - [t 0] (egs 1) = (= By sy _ (303
Y Yo 0 3 240 Yo — 3290 0

1
24(xo+1)2
0




b)

1223

2

3
Hier ist V f(zo,y0) = <§221§3§) und Hj(zo,y0) = [

2 . .
2}. Die dazu inverse

2 -2

Matrix ist nach Beispiel 3.28 = vgl. S. 110 H(zo,y0) ' = m{ 5 19.2
0 - zO

]. Also
lautet der néchste Punkt

2(4ad+2y0) —2(2z0+2
o _ (w1 T2 afaadray) _ [ wo— MR
n) \w 241*3 — 42 1203)\ 220 +2y0 )\ y, — E2MmH20) 41205 (2m0 +2y0)

240214
J?0(24,’L’g74)72(4:{?3;2540)+2(2:I?0+2y0> 16::3 4;;3
24xi—4 24xi—4 6z2—1
= 0 fr— (] —_— 0
yo(24.13—4)+2(4a;g+2y0)—12mg(2m0+2y0) —16:1:3 _ 4.7:3
24024 24224 6221

Aufgabe 6. Es werden jeweils mit den partiellen Ableitungen der Zielfunktion f und
der Nebenbedingungsfunktion g die Kuhn-Tucker-Bedingungen V f (x, y)+AVg(z,y) =
0 (dh. Dyf(z,y) + AD1g(z,y) = 0, Daf(z,y) + ADa2g(x,y) = 0) zusammen mit der
Nebenbedingung g(x,y) = 0 aufgestellt und gelost. Dieselben Gleichungen ergeben
sich, wenn man die Lagrange-Funktion L(x,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) partiell nach
x,y, A ableitet und diese drei partiellen Ableitungen gleich Null setzt.

a)

flz,y) =22 + 42, g(z,y) = vy — 4. Damit lauten die Kuhn-Tucker-Bedingungen:

Dabei wurde die erste Gleichung mit « und die zweite Gleichung mit y multipliziert.
Die Losungsmenge verdndert sich hierdurch nicht, weil die Nebenbedingung xy = 4
bedeutet, dass weder & noch y gleich Null sein kénnen. Subtrahiert man nun die
beiden gewonnenen Gleichungen voneinander

222 = y2

also 2 = y2, d.h. x = y oder x = —y. Die letzte Gleichung kann aber nicht gelten,
weil sie im Widerspruch zur Nebenbedingung 2y = 4 steht (das Produkt aus x und
y ist 4 und kann nicht negativ sein).

Es gilt also z = y und damit 22 = 4, d.h. x = £2 und damit y = z = +2. Es gibt
daher zwei kritische Punkte (2,2)7 und (-2, —2)7.

Hier lauten die KT-Bedingungen
20+ 2=0,2y—22=0<2x+A=0,y—A=0
Addition der Gleichungen ergibt
2r+y=0&y=—2z
Substituiert man jetzt y in der Nebenbedingung, so folgt
r—2(—2x)=5tsbr=5<x=t
Damit dann y = —2¢. Der (einzige) kritische Punkt ist (¢, —2¢)7
Hier lauten die KT-Bedingungen
14222 =0,-2+2\y =0 y+ 2 \zy =0 = —22+ 2)\zy

Subtrahiert man die Gleichungen voneinander, so folgt y = —2x. Das wird nun in
die Nebenbedingung substituiert

22+ (—22)% = 5t? & 52 =512 & 1 = £t
Es gibt daher zwei kritische Punkte: (¢, —2¢)T und (—t,2¢)%".



Aufgabe 7. Die Lagrangefunktion lautet: L(z,y,\) = 10y/x + 20In(y + 1) + 50 +
A(10z + 20y — 30). Sie muss nach z,y und A differenziert werden.

Setzt man diese Ableitungen jeweils gleich Null, so ist folgendes Lagrange-Gleichungssystem
zu losen:
. - 5 . 20 _
KT-Bedingungen sind =T 10\ =0, 1 T 20\ =0,
Die Nebenbedingung ist 10z + 20y = 30.

Multipliziert man die erste Gleichung der KT-Bedingungen mit 2, so ergibt sich

10 20
L 120A=0,—— +20A=0
NZ3 y+1

Subtraktion der beiden Gleichungen fiihrt zu
10 20
VIooy+1l o

Wenn nun die Briiche auf verschiedene Seiten der Gleichung gebracht werden und dann
die Gleichung quadriert wird, so folgt

100 400 1
e 1V =drer==- 1)2
. (y+1)2®(y+ ) e r=_(y+1)

Das wird jetzt in die Nebenbedingung eingesetzt:
1 9 5 5 55 9
10-Z(y+1) +20y:30©§y +25y7320(:)y + 10y —11=0

Diese Gleichung hat die Losungen y = 1,y = —11. Die einzige Losung y > 0 ist y = 1.
Dazu gehort x = i(l +1)? = 1. Der Lagrange-Multiplikator ergibt sich aus

5 1
1A =0& A=
Vi 2

Weil zwischendurch eine Gleichung quadriert wurde und sich die Lésungsmenge vergro-
Bern kann, muss nun noch gepriift werden, ob dieser kritische Punkt auch die Ausgangs-
gleichungen erfiillt. Die erste der KT-Bedingungen haben wir durch die Berechnung
des Lagrange-Multiplikators gepriift. Die zweite lautet

und ist offensichtlich wahr. Die Nebenbedingung ist ebenfalls erfiillt
10-1420-1=230

Der kritische Punkt ist also (z,y)T = (1,1)T mit einer Absatzwirkung von etwa 73,86.

Aufgabe 8. Die Lagrange-Funktion lautet

L(w7yaz7)\):$*2y+z+)\(x2+y2+z276)



Das Lagrange-Gleichungssystem ergibt sich durch Null setzen der partiellen Ableitun-
gen von L nach z,y, z, A

142X =0
242 \y=0
14+2X2=0

4yt 422 —6=0

Multipliziere die erste und dritte Gleichung mit -2:

—2—4)r =0
242 \y=0
—2—4Xz2=0

2yt 422 —6=0

Subtrahiere die erste von der zweiten und der dritten Gleichung, das ergibt
—A\x =2\ \y,—4\r = —-4d)\z=y=2x,z2=1
Dies kann jetzt in die Nebenbedingung substituiert werden:
2?4+ (—22)? + 22 =6 < 622 =6 & v = +1

Riicksubstitution ergibt

r=1=y=-2,2=1

r=—1=y=2z=-1

Es gibt also zwei kritische Punkte: (z,y,2)” = (1, -2,1)T und (2,9, 2)T = (-1,2,-1)7T.

) )

Aufgabe 9. Die logarithmierte Zielfunktion ist
flzr,. . zn) =In(afad? - 20") = arIn(zr) + - + ap, In(x,)

Weil der Logarithmus eine streng monoton wachsende Funktion ist, stellt jedes Ma-
ximum von f (unter der Nebenbedingung) auch ein Maximum der Ausgangsfunktion
(unter der Nebenbedingung) dar und umgekehrt. Deshalb kann man auch die loga-
rithmierte Zielfunktion unter der Nebenbedingung optimieren. Lediglich der Zielfunk-
tionswert von f muss schlieflich noch exponenziert werden um den Zielwert des Aus-
gangsproblems zu bekommen.

f hat den Gradienten

(0%} (67
Vi(xy,...,z,) = (x—l,...,w—)T

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten also

ar/x1+A=0
042/.T2+)\:0

an /Ty +A=0



Durch Gleichsetzen bekommt man

o
_ Ly s
aj/:cj—al/mlﬁlj—alﬂcl firj=1,...,n

was man in die Nebenbedingung einsetzen kann:

aq (%) Qp ayp+ - oy
l=—m+—n+ +—01=—"""mI
aq aq aq aq
Daraus ergeben sich die Koordinaten 1, ..., z, des kritischen Punktes:
aq
r =

und durch Riicksubstitution in die KT-Bedingungen

"
szij firj=1,...,n
ar+ -+ ay

Inhaltlicher Hinweis: Dieses Optimierungsproblem tritt in der Statistik auf (Maximum-
Likelihood-Schétzung bei Multinomialverteilungen)

Aufgabe 10. Zu lésen: Minimiere f(z,y, z) = 222 4+ y? + 1,522 unter den folgenden
zwei Nebenbedingungen:

g1(x,y,z) =x+y+2z—1=0, dh. die Anteile im Portfolio summieren sich zu 1,
92(,y,2) =92 + Ty + 82 — 8,5 = 0, d.h. eine Rendite von 8,5 ist vorgegeben.
Die KT-Bedingungen lauten:

de+A+9u=0
2+ A+Tu=0
3z+A+8u=0

(Die zweite dieser Gleichungen wird zum Schluss zur Berechnung von A durch Riicks-
ubstitution verwendet). Hinzu kommen die Nebenbedingungen

r+y+z=1
9z + Ty + 82 =8,5

Es handelt sich hier um ein lineares Gleichungssystem in fiinf Unbekannten, welches
mit dem GEV gelost werden konnte. Da A und p aber nur in den KT-Gleichungen
auftauchen, ist hier eine ad-hoc-Losung durch Subtraktions- und Einsetzungsverfahren
leichter. Zur Information wird aber im Anschluss auch noch die Lésung mit dem GEV
angegeben:

Zunachst werden die Lagrange-Multiplikatoren aus den KT-Bedingungen eliminiert.
Dies geschieht im ersten Schritt (z.B.) durch Subtraktion der zweiten von der ersten
und der dritten von der ersten Gleichung

4o —2y+2p1 =0
4dr —3z4+pu=0



(Die zweite dieser Gleichungen wird zum Schluss zur Berechnung von p mit Riicksub-
stitution verwendet). Substituiert man nun p aus der zweiten gewonnenen Gleichung
in die erste , so erhilt man

doe —2y+2(—4x+32) =0 4o +2y+62=0&2x+y—32=0
Zusammen mit den Nebenbedingungen verbleibt das LGS

20 +y—32=0
z+ytz=1lez=1-z—y
9z + Ty +82 = 8,5

Substituiert man z, so folgt

2e+y—3(1—2z—y)=0
92+ Ty+8(1—x—y)=28,5
also das LGS

Sr+4y =3

eyl
Toy=g5er=ytg
Einsetzen von x aus der zweiten Gleichung in die erste ergibt

1 1 1
2 dy = = - =
5(y+2)+ y=3< 9y 2<:)y s

Daraus folgt

1,15
TTIRT2 Ty
.81 _ 7

Y= T8 T 1R

Die Lagrange-Multiplikatoren ergeben sich dann aus den oben verwendeten KT-Bedingungen

5 7 19
4 —3 =0 pu=—-4dr+32=(-4)--+3- -—
FooEtH p=—drda=(-4)5+3 g =13
1 19 131
2 - 9y — T = (—2) . — 7. (20 = 20
Y+A+Tu=0& A y— T =( )18 7-( 18) T
Kritischer Punkt ist also ist z = g,y = 1—18,2' = 1187)\ = %, = ,%

Wie angekiindigt hier auch noch die Losung mit dem GEV: Die KT-Bedingungen
zusammen mit den Nebenbedingungen schreiben sich als Gleichungsmatrix, die in ZSF
iiberfithrt wird, dabei wird dem GEV wie im Buch beschrieben gefolgt.

O = O O
~N = O N O
0 = W o o
S O ==
oS O N ©
e
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Aufgabe 11.
a) Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum ist V f(z,y) = (0,0)7, also 8z —

o

3y = 0 = —3z. Hieraus folgt x = y = 0. Die Hesse-Matrix von [ ist Hy(z,y) =

{*83 703] und ist wegen det(H;(0,0)) = —9 < 0 indefinit. Im kritischen Punkt

liegt also kein lokales Extremum vor, vielmehr handelt es sich hierbei um einen
Sattelpunkt.

) Die KT-Bedingungen fiir dieses Optimierungsproblem unter Ungleichungs-NB lau-
ten

8r — 3y + p2x =0
—3x+p2y=0
p=0vael4+y:=1

Dann gilt sicherlich z # 0,y # 0, denn aus x = 0 wiirde y = 0 folgen und umge-
kehrt. Der Punkt (0,0)” wire aber als Punkt mit inaktiver Nebenbedingung ein
lokales Extremum ohne NB. Das widerspricht aber der Aussage aus der vorigen
Teilaufgabe. Man multipliziert nun die erste Gleichung der KT-Bedingungen mit
y und die zweite mit = (und merkt sich, dass eventuell hinzukommende Lésungen



mit z = 0 oder y = 0 eben nicht beriicksichtigt werden diirfen) und erhélt

Subtrahiert man nun die beiden Gleichungen voneinander, so wird der Lagrange-

8ry — 3y% + pw2zy =0
—322 + 22y =0

Multiplikator eliminiert und es ergibt sich

Zudem ist auch die NB aktiv, denn wére p = 0, so wiirde aus den KT-Bedingungen
wieder x = 0 = y folgen. Also bekommt man aus den KT-Bedingungen das Glei-

8xy — 3y* = — 322

chungssystem

3x2+8$y—3y2:0
2?4t =1

Die aktive NB wird nun (z.B.) nach y aufgelost:

P=1-22cy==+y1-22

und in die KT-Gleichung eingesetzt, was auf zwei Moglichkeiten geht.

1]

Erste Moglichkeit: Substitution von y = /1 — x2:
32% + 82y/1 — 22 — 3(1 — 2?) = 0 & 82/1 — 22 = 3 — 62°
Quadrieren der Gleichung fithrt zu

9
642%(1 — 2%) = 9 — 362° 4 362" < 1002* — 1002° +9 =0 < 2! — 22 + 700 =

Es ergibt sich 22 = L oder 22 = %
10 10

ist.

— m:ﬁ.Dazu ist danny:\/iround 8xy +32%2 —3y> =0

— x:f\/% Dazu ist danny:\/% und 8y + 322 — 3y? = —48/10 # 0
- x= \/% Dazu ist dann y = \/% und 8zy + 322 — 3y? = 48/10 # 0

- x:fﬁ.Dazu ist danny:%und S8xy + 322 —3y2 =0

Es bleiben also nur die Punkte (— f) und (—ilo, %O)T.

32% —8xv/1 — 22 —3(1 —2?) =0 & —8z\/1 — 22 = 3 — 62°

Quadrieren der Gleichung fithrt wieder zu

9
642 (1 — 2%) = 9 — 3622 + 362 < 1002 — 10022 + 9 = 0 < 2* — 22 T

Es ergibt sich also wieder 2 = . oder 22 0. Auch hier hat mal also vier

1()

Losungskandidaten, allerdings gehort zu Jedem z der Wert y = —v/1 — 22,

Wieder muss zur Probe die Gleichung 8zy + 322 — 3y? = 0 gepriift werden.

Fiir z hat man dann vier Losungskandi-
daten, zu denen jeweils zur Probe die Gleichung 8zy + 322 — 3y? = 0 zu priifen

0

0



—. Dazu ist dann y = —% und 8zy + 322 — 3y? = —48/10 # 0

L i - __3 2 9,2
— 0.Dazu ist dann y = mund S8xy +32° —3y“ =0

I
8]
I
=

- = \/%. Dazu ist dann y = —\/% und 8zy + 322 — 342 =0

- x= _\/%T)' Dazu ist dann y = —% und 8zy + 322 — 3y? = 48/10 # 0
Hier bleiben also (—ﬁ, )T und (f’ _ﬁ) iibrig.
Unter der Nebenbedingung x? + ¢? < 1 hat f die kritischen Punkte i(f %)
(Lagrange-Multiplikator —3) und i(\ﬁ’ _f) (Lagrange-Multiplikator J).

In der Aufgabe sind zwar nicht die globalen Extrema gesucht, aber wir wollen
trotzdem hier kurz darauf eingehen. Wenn man die Zielwerte dieser vier kritischen
Punkte vergleicht, so bekommt man folgende Tabelle:

T Y ‘ 422 — 3zy
1 3 ‘ 1
V10 10 2
1 __3 ‘ _1
10 V10 2
3 _ 1 ‘ 9
V10 10 2
__3 _1 ‘ 9
V10 10 2

Das Optimierungsproblem erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes 6.15 im Buch =
vgl. S. 258, so dass man durch diesen Funktionswertvergleich die globalen Extre-
ma herausfindet: Die ersten beiden kritischen Punkte sind Stellen eines globalen
Minimums, die letzten beiden eines globalen Maximums.

Aufgabe 12. Optimierungsproblem: G(z,y) = — 222 — 3y — 1xy 4+ 600z + 1200y —
9200 = max unter z 4+ y < 240.

Ein kritischer Punkt ergibt sich aus den Kuhn-Tucker-Bedingungen

5 1
—ix—§y+600+u—0

9 1
——y— = 12 =
2y 2x+ 00+p=0

p=0Vaz?4+1y? =240

Gleichsetzen iiber p ergibt

5 1 9 1
—§$—§y+600:—§y—5364—1200(:)—2x+4y:600<:>:c:2y—300

Die Bedingung vom komplementédren Schlupf fithrt zu zwei Moglichkeiten:

=0 ergibt
5 1
§x+5y:600(:>5x+y: 1200

1 9
57+ 5y = 1200 &z + 9y = 2400



Subtituiert man y = 1200 — 5z in die zweite Gleichung, so folgt
x4+ 9(1200 — 5z) = 2400 & —442x = —8400 < x = 2100/11

und daraus y = 1200 — 5 - 2100 = 2700/11. Die Summe betragt « + y = 4800/11 ~
436, 36, was nicht zuldssig ist. Der Fall inaktiver Nebenbedingung ergibt also keinen
kritischen Punkt.

[2] p # 0 fithrt dazu, dass die Nebenbedingung aktiv ist, d.h. +y = 240. Substituiert
man hier die oben gewonnene Gleichung z = 2y — 300, so folgt

2y — 300 + y = 240 < 3y = 540 < y = 180

Daraus dann = = 2y — 300 = 60. Der Lagrange-Multiplikator dazu ist

5 1 5 1
—5® = 3y 600+ p =06 = Sxt Sy — 600 =360 <0

Der Fall aktiver Nebenbedingung ergibt also den kritischen Punkt (60, 180)7".
Aufgabe 13.
a) Die Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten
20 —-20+2u =0
2 — 10431 =0
pw=0V2zr+3y =22

In einem lokalen Minimum muss ferner p > 0 gelten. Aus den Bedingungen vom
komplementéaren Schlupf folgen zwei Fille:

[1] p = 0, dann besagen die ersten beiden Gleichungen = = 10,y = 5. Fir die
Nebenbedingung gilt dann 2z + 3y = 35, d.h. der Punkt ist nicht zuléssig.

[2] p # 0, dann ist die Nebenbedingung aktiv, d.h. 2z + 3y = 22. Die KT-
Bedingungen vereinfachen sich zu
20 —204+2u =0 pu=10—2x
10 2

2u—104+3pu=0pn=—— -
Y +ou K 3 Sy
2x + 3y = 22
Gleichsetzen iiber p ergibt
o 102 20 2
TR YT rT R T

Setzt man dies in die aktive Nebenbedingung ein, so folgt

20 2 13 26
20—+ = Jy=22 —y=—<y=2
(5 +39)+3y SY=73 Y
Daraus folgt x = %O +
10 — z = 8 > 0. Hier bek

[SVI1N)

-2 = 8. Der Lagrange-Multiplikator dazu ist u =
mmt man also den kritischen Punkt (8,2)7

©]



b) Wie oben lauten die KT-Bedingungen

20 —204+ 21 =0
2y —10+3p =0
pn=0V2zx43y =48

In einem lokalen Minimum muss ferner p > 0 gelten. Aus den Bedingungen vom
komplementéren Schlupf folgen zwei Félle:

1]

2]

1 = 0, dann besagen die ersten beiden Gleichungen z = 10,y = 5. Fiir die
Nebenbedingung gilt dann 2z 4 3y = 35, d.h. der Punkt ist jetzt anders als in
der vorigen Teilaufgabe zuldssig und stellt einen kritischen Punkt dar.

© # 0, dann ist die Nebenbedingung aktiv, d.h. 2z + 3y = 48. Die KT-
Bedingungen vereinfachen sich zu

20 —204+ 2 =0 p=10—-=

10 2
2y—10+3p=0&p=—— -y
3 3
2z + 3y =48
Gleichsetzen iiber p ergibt
10-2=2 2 a,=2,2
TR YTt Y
Setzt man dies in die aktive Nebenbedingung ein, so folgt
20 2 13 104
2= 4+ 2 — 48 e 2y = —— -
(3+3y)+3y 8@3;1/ 5 Y 8

Daraus folgt = = % + % -8 = 12. Der Lagrange-Multiplikator dazu ist aber
p=10—-12 = —2 < 0. Es handelt sich hier also nicht um einen Kandidaten
fiir ein lokales Minimum.

Aufgabe 14. Das Problem lautet in Minimumform: Minimiere f(x,y,2) = —4z+22+
y? + 22 unter hy(2,y,2) = 2z — 2y <0 und ho(x,y,2) =22 +y? +22 -3 <0

Die KT-Bedingungen lauten

Vi@, y,2) + 1 Vhi(z,y,2) + pVho(x,y,2) =0

prhi(x,y,2z) = 0 und gy > 0 und natirlich hy(z,y,2) < 0 ( < (g1 = 0 und
hi(x,y,z) <0) oder (hy(x,y,z) =0 und puy > 0))
poho(x,y,2) = 0 und pe > 0 und natiirlich he(z,y,2) < 0 ( < (g2 = 0 und
ha(z,y,2) <0) oder (he(x,y,2) =0 und ps > 0))
Unter Verwendung der Gradienten
2z —y 2x
Vi@yz)=| 2y |, Viu(z,y,z)=| -z |, Vhe(z,y,2)=| 2y
2z —4 1 2z

sind die KT-Bedingungen also



i) 2z — y + 2uex =0

ii) 2y — 1z + 2p0y = 0

iii) =442z + p1 + 202 =0

iv) pp(z—ay)=0und g1 > 0und z — 2y <0

v) po(z?+y?+22-3)=0und ps >0und 22 +y2 +22 -3 <0

Aufgrund der verschiedenen Kombinationsméglichkeiten von iv) und v) erhélt man
vier Félle: Die nun erforderliche Rechnung ist allein wegen der vielen Fallunterschei-
dungen etwas mithsam und zeitaufwéndig, weil auch in den Féllen selber noch einmal
Fallunterscheidungen auftreten kénnen. So lange man die Ubersicht behélt, in wel-
chem Fall man sich gerade befindet, gibt es eigentlich keine gréfferen mathematischen
Anforderungen dabei. In jedem dieser Félle werden gy und po aus den ersten drei
Gleichungen 1i)-iii) eliminiert. Aus den verbleibenden Gleichungen lassen sich z,y, z
jeweils berechnen. Die gewonnenen Loésungskandidaten (z,y, z) sind auf Zuldssigkeit
und ,richtiges*“Vorzeichen der Lagrange-Multiplikatoren zu priifen.

1.Fall: 4y = 0 und pe = 0: Einsetzen in i)-iii) ergibt keine kritischen Punkte! Aus
i)-iii) folgt ndmlich z = y = 0, z = 2. Der Punkt (0,0, 2)T Punkt erfiillt aber keine
der Nebenbedingungen.

2. Fall: g3 = 0 und ha(x,y,2z) = 0 ergibt ebenfalls keine kritischen Punkte. Die
KT-Bedingungen vereinfachen sich dann nédmlich zu

Falls dann = # 0 oder y # 0, so ist uo = —1 und somit ist die dritte Gleichung
nicht losbar (abgesehen davon ergibt ein negativer Lagrange-Multiplikator keinen
Kandidaten fiir ein lokales Minimum). Daher muss nur z = y = 0 gepriift werden
und hierfiir ergibt sich aus der aktiven Nebenbedingung z? = 3. Der eine Punkt
(0,0, \/3) erfiillt dann nicht die erste Nebenbedingung z —xy < 0, der zweite Punkt
(0,0, —+/3) ist zwar zuliissig, hat aber Lagrange-Multiplikator s = f% -1,
welcher negativ ist. In der gewdhlten Minimimierungsform ist dieser Punkt also
ebenfalls kein kritischer Punkt.

3.Fall: hy(z,y,z) =0 und pe = 0: Hier verbleibt das Gleichungssystem

20—y =0
2y =z =0
2z —44+pu =0
z—yxr =0

Die ersten beiden Gleichungen ergeben z = %uly = %ul(%ulw) = i,u%x. Es sind
die beiden Teilfdlle z = 0 und x # 0 zu priifen

[1] Dann fithrt = 0 zu y = 0 und auch z = 0, also zum zuldssigen Punkt
(0,0,0)7, fiir den auch pu; = 4 > 0 gilt.



2]

Ist andererseits z # 0, so darf die obige Gleichung = = i;ﬁm durch z geteilt
werden und es folgt 3 = +2. Die negative Losung kénnen wir gleich wieder
ignorieren, weil dazu kein lokales Minimum gehoren kann. Es ist also puq = 2.
Dann folgt © = /1y = y, d.h. 2 und y stimmen iiberein. AuBerdem folgt
22 —4+42 =0 < z = 1. Die erste (aktive) Nebenbedingung z — zy = 0
fithrt dann zu den beiden kritischen Punkten (1,1,1)T und (=1, —1,1)T. Beide
erfiillen auch die zweite Nebenbedingung (machen sie sogar aktiv).

Insgesamt finden wir im dritten Fall drei kritische Punkte (0,0,0)7, (1,1,1)7 und

(—1

,—1, DT,

4.Fall: hq(x,y,2z) = 0 und ha(z,y, z) = 0: Wir haben jetzt das groBtmogliche Glei-
chungssystem

20 — 1y + 2p0r =0

2y — iz +2p2y =0
—4+ 224 py +2p22 =0
z—zy=0
x2+y2+z273:0

und eliminieren zunéchst puq, g aus den ersten drei Gleichungen: Die dritte Glei-
chung ergibt

w1 =4—-2z2—2pu0z2

und wird in die ersten beiden Gleichungen eingesetzt:

20— (4= 22— 2u22)y + 2uex =0 2 — 2y + zy + pa(z + 2y) =0
20 — (4 —22 — 2uo2)x + 20y = 0 & y — 2o + 2z + po(y + 22) =0

Wir miissen nun drei Teilfdlle behandeln:

1]

2]

x+2zy = 0. Mit der ersten NB z = zy folgt 0 = v+2y = v+ 2y? = 2(1+y?). Es
muss also z = 0 sein und daher z = 0. Aus der ersten gewonnenen Gleichung

T —2y+ 2y + pa(z+2y) =0
folgt zusitzlich y = 0. Der Punkt (0,0,0)” kann aber nicht die aktive NB
22 + 9% 4 22 = 3 erfiillen. Hier findet man also keinen kritischen Punkt

y + zx = 0. Dies lasst sich analog dem vorigen Teilfall behandeln. Man findet
nur den Kandidaten (0,0,0)7, fiir den die zweite NB nicht aktiv ist.

x + 2y # 0 # y + zz. Dann kann man aus den oben gewonnenen Gleichungen
fiir o schliefen, dass

T—2y+zy  y—2r+zx

T+ 2y Y+ zx

M2 =
Gleichsetzen und Auflésen der Bruchgleichung ergibt

(x — 2y + 2y)(y + zz) = (y — 22 + 22) (T + 2y)



Wenn man die Terme links und rechts des Gleichheitszeichens ausmultipliziert
und gemeinsame Summanden links und rechts eliminiert, so verbleibt nur noch
die Gleichung

222 = 2°
Die KT-Bedingungen vereinfachen sich dann zu
22 = 2
z=uzy

?+yt+27=3

Dabei kénnen wir ausschliefen dass zy = 0, da dies zum bereits im dritten
Fall berechneten kritischen Punkt (0,0,0)7 fiihrt. Statt dessen substituieren
wir 2 = 2% und z = zy in der NB 2% + 42 + 22 = 3 und erhalten
202 4zt =311 +2:2-3=0 (@ - 1)(?+3)=0

Das entspricht vier méglichen Losungen x = +1 und y = £ sowie z = zy.
Die beiden Lésungen mit y = =, d.h. (1,1,1)T und (—1,-1,1)T haben wir
bereits im dritten Fall gefunden. Zu priifen ist noch, ob die beiden Kandidaten
(1,—-1,—-1)7 und (—1,1,—1)7 nichtnegative Lagrange-Multiplikatoren haben:
Beim ersten Kandidaten ergibt sich

12D+ (DD

= =-2<0
" T+ (=D)(=1)
Beim zweiten Kandidaten entsprechend
—-1)—-2-1 —1)-1
o D204 D1,

(=) +(-1)-1
Beide Kandidaten haben also negativen Lagrange-Multiplikator po = —2, sind
also keine lokalen Minima.

Wir erhalten insgesamt folgende kritische Punkte:
(0,0,0)T mit Zielwert f(0,0,0) =0
(1,1,1)" mit Zielwert f(1,1,1) = —1
(=1, -1, )T mit Zielwert (—1,—1,1) = —1

Wir wollen hier noch kurz erwéhnen, weshalb die kritischen Punkte mit Zielwert —1
bereits das globale Minimum von f (und damit das globale Maximum im Ausgangs-
problem) darstellen, denn dieses Argument wird in den weiteren Aufgaben nicht mehr
behandelt.

Aufgrund der zweiten NB kann man ndmlich als Definitionsbereich fiir das Problem
D' = [-3,3]® wihlen, ohne den zulissigen Bereich zu verkleinern und damit kritische
Punkte oder das gesuchte Minimum zu ,verlieren“. Da alle Funktionen differenzier-
bar auf ganz R? sind, kann man den Satz vom Maximum/Minimum 6.15 = vgl. S. 258
anwenden. Es muss also ein globales Minimum von f unter den NB geben, welches,
da I’ gro genug ist, nicht auf dem Rand von D’ liegt. Es verbleibt somit der Wert-
vergleich der kritischen Punkte und dieser liefert die optimalen Punkte (1,1,1)7 und
(-1,-1,1)7.

Aufgabe 15. Die Aufgabe wird jeweils mit den beiden im Buch vorgestellten Mog-
lichkeiten gelost:



Es wird jeweils eine Basis von Ga = 0 berechnet — dazu wird G in ZSF iiberfiihrt
und die Basis wie in Satz 2.7 = vgl. S. 62 schematisch bestimmt — und zu einer Ma-
trix A zusammengesetzt. Die Matrix AT HA wird dann auf (pauschale) Definitheit
untersucht.

0
Es wird die gerdanderte Hesse-Matrix , d.h. die Blockmatrix R = ar fl ]
aufgestellt. Wenn alle Hauptminoren zu einer Zeilen- und Spaltenzahl grofier als
2r (r Zeilenzahl von () das Vorzeichen (—1)" haben, ist H positiv definit unter

Gz = 0.
Erster Rechenweg:
G =1 2] liegt in ZSF vor. Basis ist (_12) Dann ist
T _ 1 =3][-2] _ -5]
A"HA = [ 1}[73 QHJ = [-2 1}{8} = [18]
Diese Matrix ist positiv definit, also ist H positiv definit unter G = 0. Hauptmi-

noren miissen zur Zeilenzahl > 2 berechnet werden, also nur die Determinante von
R. Diese ist

0 1 2
Zweiter Rechenweg: R = |1 1 —3|. Es muss nur die Determinante von R be-
2 -3 2

rechnet werden, sie lautet —6 < 0, hat also genau das Vorzeichen (—1)!. H ist also
positiv definit unter Ga = 0.

Erster Rechenweg:
G[1 -2 liegt in ZSF vor. Basis ist (?) Dann ist
1 -3][2 -1 i
ATHA = | 1}{73 2]H _ 1]{4} = [-¢]

Diese Matrix ist negativ definit, also ist H negativ definit unter Gz = 0.

Zweiter Rechenweg: Hier rechnen wir nach, dass —H positiv definit ist, betrachten

0 1 -2
alsoalso: R= |1 -1 3 |.Die Determinante ist —6 < 0, d.h. (wie in der vorigen
-2 3 -2

Teilaufgabe) ist —H positiv definit unter Gz = 0. Das bedeutet, dass H negativ
definit ist unter G = 0.

Erster Rechenweg:

3
G =[5 3] hat die ZSF [1 2]. Basis ist <*15). Dann ist

Diese Matrix ist positiv definit fiir ¢ > —%, positiv (und negativ) semidefinit
fir t = —% und negativ definit fiir ¢ < —%. Entsprechend ist dann auch das

Definitheitsverhalten von H unter Gz = 0.



Zweiter Rechenweg: Wir priifen H auf positive Definitheit. Die gerdnderte Hesse-

0 5 3
Matrix ist R = |5 1 —3} und wieder ist nur die Determinante zu berechnen,
3 -3 t

sie lautet —99 — 25t = —(99 + 25¢). Fur ¢ > —% ist dieser Wert negativ, also ist
H dann positiv definit unter Gx = 0. Wenn wir die gerédnderte Hesse-Matrix mit
—H bilden, so ergibt sich die Determinante entsprechend zu 99 + 25¢ und dieser
Wert ist negativ fiir ¢ < —%. —H ist dann positiv definit, d.h. H ist negativ definit
unter Gz = 0. Beachten Sie, dass der Fall t = % so nicht gelost werden kann, weil
Nulldeterminanten in der Regel keine hinreichenden Bedingungen fiir Definitheit
liefern, = vgl. S. 212 im Buch.

Erster Rechenweg:
5 3 1 10 -1 1/2 s
G = [ } hat die ZSF {O . 75}7 Basis ist (7/6) bzw. (7) (wegen des

2 0 -1 z 1 5

leichteren Rechnens). Dann ist

0o -3 2 3 33
ATHA=[3 -7 ¢]|-3 1 1||-7|=[ -7 6 |-10| = [307]
2 1 4 6 23
Diese Matrix ist positiv definit, also ist H positiv definit unter Ga = 0.
0 0 5 3 1
0 0 2 0 -1
Zweiter Rechenweg: R= 15 2 0 -3 2 |.Wegenr = 2muss nur die komplette
3 0 -3 1 1

1 -1 2 1 4

00 5 3 1 00 5 3 1 00 5 3 1
0o 2 0 -1| _ |00 2 0 -1 Ysloo 2 0 -1
52 0 -3 2 07 -10 -8 —18 07 -10 -8 -18
_ « 9 9 _ — . 2 1n
3.0 3.1 1 0 3 9 -2 —11| 3 |0 1 3 2z -4
1 -1 2 1 4 1 -12 1 4 1 -12 1 4
00 5 3 1
~]l00 2 0o -1
L |00 117??11
01 -3 -2 -4

1 -1 2 1 4

5

3 1 5 3 1
Daher ist det(R) = 3-1-(—1)-det {2 0 1} = det { 2 0 1} =307 > 0 (die
11 - = -33 10 -23
Faktoren 1 und —1 kommen vom zweimaligen Entwickeln nach der ersten Spalte).
Da dieser Wert dasselbe Vorzeichen hat wie (—1)" = (—=1)? =1 > 0, ist H positiv

definit unter Gz = 0.

Erster Rechenweg:

-3/5 ~1/5 -3 ~1
G=[531]hatZSF[1§é].Basisist(1),(0)bzw.<5>7<0)
0 1 0 5



(des leichteren Rechnens wegen). Dann ist

-3 -1 5 5
ool =000 e 1 =[7 3
0 5 2 1

Die berechnete Matrix hat Hauptminoren —5 < 0 und_ 250 > 0, sie ist also negativ
definit. Daher ist auch H negativ definit unter Gx = 0.

001 1
ATHA:{_:I" Z g} 111
a 11 0

Zweiter Rechenweg: Man priift, dass —H positiv definit ist unter Ga = 0. Es ist

05 3 1 5 3 1 e [005 3 1
R—50’1’1_>054’1_>054’1
3 -1 -1 1|+ |02 2 -1] ¢« 01 1 -1
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0 2 1 -1 -1 0
oo -2 1
- loo -1 3
~ (o1 1 -3
1 -1 -1 0
. -2 I .
und hat Determinante det(R) = (—2) det{ L3 } = —1 < 0. AuBerdem ist noch
-3

der Hauptminor det(R3) zu berechnen:
0 5 3
det(|[5 0 -1l =-5<0
3 -1 -1

Also ist —H positiv definit und H negativ definit unter Gz = 0.

Erster Rechenweg;:

-1/2 -1/2 -1 ~1
2 11 1 i1 -
G= 0 hat ZSF O 2 2| Basisist 0 , 0 bzw. | ° , 0
2 1 1 1 010 0 1 0 2 0
0 1 0 2
(um des einfacheren Rechnens willen). Dann ist
-5 0 =3 -1 -1 -1 9
ATHA— [ 0200 1 0 11l0 0 -1 0 2 0|0 2 _ [ -7
-1 0 0 2/|-3 0 1 -1 2 0 -1 0 0 2/][5 1 13 =5
2 1 21lo 2 6 2

Die berechnete Matrix hat Hauptminoren 11 > 0 und 36 > 0, sie ist also positiv
definit. Daher ist auch H positiv definit unter Go = 0.

Zweiter Rechenweg: Zunichst wird die Determinante der 5x5-Hauptuntermatrix
von R berechnet:

0 0 2 0 1 0 0 2 0 1 0 0 0 0 11
0 0 2 11 N 0 0 2 11 - 0 0 0 1 11
2 2 =5 0 =3 <_ 0 0 1 0 =5 . 0 0 1 0 =5
0 1 0 10 010 1 0 0 1 0 10
11 -3 01 11 -3 0 1 11 -3 0 1



mit Determinante det(R5) = 11 > 0 und

002 01 1 002 0 1 1 002 0 1 1
002 11 1 002 1 1 1 4 l0o02 1 1 1
22 50 32| 7100 -9 -2 -1 -2 7|00 -9 -2 -1 -2
010 10 1|+ 010 1 0 1 —~ 00 -5 -1 2 2
11 =301 4 00 =5 -1 2 Tlotro 1 0 1
112 1 -1 2 112 1 -1 112 1 -1 2
o002 0o 1 1 0ooo0 -2 2 ¢
15 002 1 1 1 000 2 2 2
00 -9 -2 -1 —2| 7000 —f -2 2
~ o001 + -2 2] <« 001 ¢+ -2 -2
S lot1o 1 0o 1 0101 0 1
112 1 -1 2 1121 -1 2
[0000 -2 ¢ 2 0000 11 13
5 |0oo0oo0 2 2 2 0000 —12 —15
7 Jooo0o1 23 28 | 7 |00 o0 1 23 28
_155 001t -2 -2« oo 1 I -2 -2
0101 0 1 01010 1
1121 -1 2 1121 -1 2

mit det(R) = (=1) - (=5) - (_%) (=11 (=1) - 1-det {3112 335

Hauptminoren sind positiv, daher ist H unter Gz = 0 positiv definit.

} =9 > 0. Beide

Aufgabe 16. Es werden jeweils die Hesse-Matrizen zu den Lagrange-Funktionen er-
mittelt und auf Definitheit unter sucht.

Aufgabe 6.a)

Zusammenfassung der FOC: V f(z,y) = (22), Vyg(z,y) = (Z) Es gibt zwei kritische

Punkte (2,2)7 jeweils mit A = —2 . Die zu berechnende Hesse-Matrix ist

e T R I R

Sie ist nach dem speziellen Determinantenkriterium fiir 2z2-Matrizen = vgl. S. 212
positiv semidefinit, aber pauschale (strikte) Definitheit ist nicht gegeben. Daher muss
die Definitheit unter Gx = 0 gepriift werden, wobei

G=y z]=1[]2 2] —=[1 1]

(zum Schluss steht die ZSF). Eine Basis hierzu ist <711 ) Die reduzierte Matrix lautet

ATHL A= [-1 1] {_22 ﬂ {ﬂ =[]

und ist positiv definit. H;, ist also positiv definit unter Gz = 0, also liegt im kritischen
Punkt ein lokales Minimum vor. Gleiches gilt auch fiir den zweiten kritischen Punkt,
da alle Bestimmungsgrofien dieselben Werte haben.

Aufgabe 6.b)



Zusammenfassung der FOC: Vf(z,y) = <Z>, Vy(z,y) = (_12> Es gibt einen kriti-

schen Punkt (¢, —2t)7 mit A = —2¢ . Die zu berechnende Hesse-Matrix ist

Hp(z,y,\) = Hy(z,y) + XHy(x,y) = [3 g} + )‘[g g} - {(2) (2)]

und ist pauschal positiv definit, also auch positiv definit unter jeder Nebenbedingung
Daher liegt im kritischen Punkt ein lokales Minimum vor.

Aufgabe 6.¢)

Zusammenfassung der FOC: V f(z,y) = ( 12>, Vy(z,y) = (Zf) Es gibt zwei kritische
- y
Punkte (¢, —2t)" mit A = —% und (—¢,2t)" mit A = & . Die zu berechnende Hesse-

e 2t 2t °
Matrix ist

Hp(z,y,\) = Hy(z,y) + NHy(x,y) = {8 8} +)‘L2) (2)}

Bei (£, —2t)7 ergibt sich Hy = — L [(2) ’

kritischen Punkt (¢, —2t) liegt daher ein lokales Maximum vor. Bei (—t, 2t) ist Hy, im
Gegensatz dazu pauschal positiv definit, so dass in diesem kritischen Punkt ein lokales
Minimum vorliegt.

} und ist fiir ¢ > 0 pauschal negativ definit. Im

Aufgabe 7

, _( 5/VE (10 .
Zusammenfassung der FOC: V f(z,y) = <20/(y+1)>, Vy(x,y) = <20>. Kritischer
Punkt ist (1,1)” mit Lagrange-Multiplikator A = —1.
Die zu berechnende Hesse-Matrix lautet

_5,-3/2 0 0 0 -5/2 0
p— p— Q'L p—
Hi(e,y) = Hyla,g) + M) = |50 00 a0l =07 9

und ist pauschal negativ definit. Daher liegt im kritischen Punkt ein lokales Maximum
vor.
Aufgabe 8

1 2z
Zusammenfassung der FOC: Vf(z,y, z) = (2) , Vy(z,y,2)) = <2y) . Die kritischen
1 2z
Punkte lauten (1, —2,1)T mit Lagrange-Multiplikator A\ = —% und (—1,2, —1)T mit
Lagrange-Multiplikator A = %

Die zu priifende Hesse-Matrix lautet

0 0 0
Hp(2,y,2,A) = Hy(2,y,2) + AHg(2,y,2) = |:O 00
0 0 0

2 0 0 2 0 0

02 0ol=Alo 2 0

0 0 2 0 0 2
1

Beim ersten kritischen Punkt mit A = —3 ist diese Matrix pauschal negativ definit,
beim zweiten hingegen pauschal positiv definit. Im ersten kritischen Punkt liegt daher
ein lokales Maximum, im zweiten ein lokales Minimum vor.



Aufgabe 10

4x 1
Zusammenfassung der FOC: Vf(z,y,z) = <2y) Vo (z,y,z) = (1) Vo (z,y,2) =
3z 1

% mit Lagrange-Multiplikatoren \; = 131 )\, =

18>
4 0 0
0 2 0
0 0 3

und ist pauschal positiv definit. Im kritischen Punkt liegt daher ein lokales Minimum
vor.

9
iti ch (51
( 8 ), kritischer Punkt ist (g, i85
7,5

_%’ Die zu priifende Hesse-Matrix lautet

HL($7y7 Z, )‘) =

Aufgabe 17. Lagrange-Ansatz: y + A\a =0=2 4+ \b = y = ax/b
ar+ax/b=csxzalb+1)/b=c< x=bc/(a(b+1)) =y =ac/(bla+1))

Zielwert f(z,y) > 0, Randwerte x = 0,y = ¢/bbzw. y = 0,z = ¢/a fihrt zu f(0,¢/b) =
f(e/a,0) =0, also globales Maximum im kritischen Punkt.

Aufgabe 18. Lagrange-Ansatz: 1 — 2x + u = 0 = 1 — 2y + 2u. Gleichsetzen tiber p
ergibt 1 — 2y +2(2z — 1) = 0 < z = 1 + 1y. Jetzt zwei Fille: Wenn NB inaktiv, d.h.
u = 0, so ergibt sich aus den K-T-Bedingungen x =y = %, was aber kein zuléssiger
Punkt ist. Wenn NB aktiv, so hat man zusétzliche Gleichung z+2y =1 & x = 1—2y.
Das jetzt mit der obigen Gleichung gleichsetzen, ergibt 1 — 2y = i + %y Sy = 1%.
Daraus z =1 -2y = % Der Lagrange-Multiplikator dazu ist p = 2x — 1 = —% <0,
also K-T-Bedingungen erfiillt (Maximierungsproblem, siche Bemerkung im Anschluss
an Satz 6.10 = vgl. S. 248). Wir haben einen kritischen Punkt (2,-3)7 mit Zielwert

f(2/5,3/10) = 11/20. 5170

Zum Randwertvergleich auf D = [0;00[?. Zuldssige Randpunkte mit 2,y > 0 und
x4+ 2y < 1 sind Punkte mit = 0 oder y = 0. Im ersten Fall x = 0 gilt also 0 < y < %
Die Zielfunktion lautet hierfiir (1 — ) + y(1 — y) = y(1 — y) und wird maximal fiir
Yy = % mit Zielwert 1/4. Im zweiten Fall y = 0 gilt 0 < y < 1. Die Zielfunktion lautet
hierfir z(1 — ) + y(1 — y) = (1 — z) und wird maximal fir 2 = 1, ebenfalls mit
Zielwert 1/4. Beide Randmaxima ergeben einen geringeren Zielwert als der kritische
Punkt, also liegt in (2/5,3/10)7 ein globales Maximum vor.

Aufgabe 19.

Aufgabe 6.a): Randvergleich fiir x — 0 bzw. y — 0 gibt unendlichen Zielwert. Deshalb
in beiden kritischen Punkten ein globales Minimum.

Aufgabe 6.b): Hier wird D = R? zunéchst auf D = [—7;7]? mit hinreichend groBem
r > 0 eingeschrankt, so dass die NB-Gerade x — 2y = 5t genau die Randpunkte
(—r,—r/2—5/2t)T und (r,7/2—5/2t)T hat. Beide liefern bei ausreichend grofiem r > 0
unbeschréinkte Zielwerte f(—r,—r/2—5/2t) = 2r? 4 Srt+ 2242 bzw. f(r,r/2—5/2t) =

%73 — %rt + %5752. Im kritischen Punkt muss daher ein globales Minimum vorliegen.

Aufgabe 6.c): Hier ist kein Randvergleich nétig, weil die NB (Kreislinie) in D = R?
randlos beschrinkt werden kann. Der kritische Punkt (—t,2t)7 ist dann globales Mi-
nimum, der kritische Punkt (¢, —2t)7 ist globales Maximum, wie der Vergleich der
Zielwerte zeigt.



Aufgabe 7.: Randpunkte fir x = 0,y = 3/2 (Zielwert 50 4+ In(5/2) ~ 50,91) bzw.
r = 3,y = 0 (Zielwert 10v/3 4+ 50 ~ 67,32. Im kritischen Punkte z = y = 1 liegt
Zielwert 10 +201n(2) 4 50 ~ 73, 86 vor, also ein globales Maximum.

Aufgabe 8.: kein Randwertvergleich erforderlich, weil zuldssiger Bereich (Kugelober-
fliche) in ausreichend groBen Quader ohne Randberiihrung eingebettet werden kann.
Also miissen nur die Funktionswerte der kritischen Punkte verglichen werden: globales
Minimum in (—1,2, —1)7 und globales Maximum in (1, -2,1)7

Aufgabe 9.: Randpunkte sind hier alle Punkte (z1,...,2,) mit z; € {0,1} fir ein
j €{1,...,n}. In jedem Fall ist wegen der Nebenbedingung 21 + --- + 2, = 1 eine
der Variablen Null und damit auch der Zielwert. Im kritischen Punkt mit Zielwert > 0
muss daher ein globales Maximum vorliegen.

Aufgabe 10.: Im kritischen Punkt (%, 1—18, 1—78)T lautet der Zielwert % ~ 0,847. Wegen
der Nebenbedingung = + y + 2z = 1 liegen Randwerte vor, wenn wenigstens eine der

Variablen Null ist: Das gibt drei Teilprobleme im Randwertvergleich

1. Teilproblem: = = 0. Das Gleichungssystem x+y+z = 1,92+ 7y+82 = 8,5,z =0
hat keine Losung mit z,y,z > 0

2. Teilproblem: y = 0. Das Gleichungssystem x+y+2z = 1,924+ 7y+82z = 8,5,y =0
hat die Losung (1/2,0,1/2)T mit Zielwert £ ~ 0,875

3. Teilproblem: y = 0. Das Gleichungssystem x+y+z = 1,92+7y+82z = 8,5,2 =0
hat die Losung (3/4,1/4,0)7 mit Zielwert 13 ~ 1,1875

Der Minimalwert wird hier also im kritischen Punkt angenommen. Die Bankkundin
sollte die Anlagen im Verhéltnis 10 : 1 : 7 wéhlen.

Aufgabe 20.
Aufgabe 12.:

Optimierungsproblem: G(z,y) = —%:ﬁ — %yQ — %xy + 600z + 1200y — 9200 < max
unter x4y < 240. Kritischer Punkt ergibt sich nach Lagrange-Methode fiir (60, 180)7".
Dass dort ein globales Maximum vorliegt, kann mit dem Satz von Kuhn-Tucker be-
griindet werden (—G hat positiv definite Hesse-Matrix, ist also konvex, NB ist lineare
Ungleichung, wird also durch konvexe Funktion beschrieben, Lagrange-Multiplikator
ist bei Formulierung des Problems via Minimierung von —G positiv, Slater-Bedingung
ist z.B. mit x = y = 1 erfiillt).

Aufgabe 13.:

2x —20 2 0 2 0 0
(o )l o o= (5) -0
Priife den Fall ,Nebenbedingung aktiv‘: VL = (22—20-+2),2y—10+3\)7 = (0,0)T =
x =8,y =2,\A=2>0. Die Voraussetzungen des Satzes von Kuhn-Tucker sind erfiillt
(Positiv semidefinite Hesse-Matrizen, daher konvexe Funktionen, Slater-Bedingung mit
x =y = 1), daher ist der kritische Punkt bereits Stelle eines globalen Minimums. Zur
NB 22 + 3y < 48 findet sich (12,8)” als Kandidat mit aktiver NB und negativem
Lagrange-Multiplikator; dort liegt also kein lokales Minimum vor. Der Punkt (10, 5)T

erweist sich als kritischer Punkt mit inaktiver Nebenbedingung und nach dem Satz
von Kuhn-Tucker somit als Stelle eines globalen Minimums.



Aufgabe 21. Es bezeichne V' (a) jeweils den Optimalwert des modifizierten Problems.
Vorgehensweise generell: Man berechnet die Lagrange-Funktion des modifizierten Pro-
blems, leitet nach dem Parameter a ab und setzt in das Ergebnis die Optimallésung
des Ausgangsproblems und dessen zugehorigen Parameter ein. Das Resultat hiervon ist
nach dem Envelope-Theorem die marginale Anderung des Optimalwertes, d.h. V'(1).
Hinweis zur Notation: Mit log ist auch hier der natiirliche Logarithmus gemeint.

ai) Lagrange-Funktion Ly (x,y, \) = zy® + M2 +y? — 1) = ze®198®) + \(z2 +¢% — 1)
2 Loz, y,A) = 2y*log(y)
V(1) = 2 Lo(z,y, ) :%bg¢g:f5%2zfaww9

8
Il
NI

W= o=

Y
A
a=1
aii) Da hier der Wert der Nebenbedingung veréindert wird, ist V/(0) = =\ = 1.
bi) Lagrange-Funktion L,(z,y,\) = z>t® + y?te £ Az +y — 1) = eCta)lose
eGra)logy L \(z 4y —1)
%La(:r, y,\) = 23t logz + yt9) logy

3
V(1) = aiLa(x,y,/\) -9 (%) ~log%

a 1
2

y=73

A=-—1

a=1

bii) Lagrange-Funktion L, (z,y,A) = 2% +y? + Maz +y — 1)
%La(xvyv )‘) = A

V(1) = 2La(ey.N), oy =4
2
y=13
A=—1
a=1

biii) Lagrange-Funktion L,(x,y,\) = 227 4+ y?*¢ + Nax +y — 1)
L Lao(z,y,\) = 2+ logz + y*T logy + Az

3
V/(l) = %La(xvyv)‘) =2 (%) IOg% - %

1
2
v=7
A=-—1
a=1

ci) Lagrange-Funktion L, (z,y, z,\) = log((zyz)®") + Az + 2y + 22 — 1) = alog(xyz) +
Az +2y+22—1)
2 La(2,y, ) = log(ay)

V/(1) = $pLa(z,y,2,2) =log(355) = —log 108

O= O o=

o >
\

—
w



cii) Lagrange-Funktion L, (z,y,z,A) = log((zy2)") + Mo + 2y + (1 + a)z — 1) =
alog(zyz) + A(z + 2y + (1 +a)z — 1)
2 Lo(z,9,2,\) = log(ay?) + Az

da
1) =21, = —log(108) — 1
V( ) da /('raya%)‘) T = % Og( 08) 2
1
i
Zzg
A=-3
a=1
Aufgabe 22.

a) Das Optimierungsproblem lautet f(x,y, z) = /8, Lat/4y/221/4 < max fiir Ty, 2 >

0 unter h(z,y,z) = 2z + 4y? + 82 — 1200 < 0. Dieses Problem erfiillt die Voraus-
setzungen des Satzes von Kuhn-Tucker, d.h.

—  Die Zielfunktion als CD-Funktion mit positiven Exponenten und Homogeni-
tédtsgrad 1 ist konkav (—f ist konvex), vgl. hierzu auch Satz 5.21 im Buch =
vgl. S. 214.

—  Die Nebenbedingungsfunktion h ist ebenfalls konvex, denn ihre Hesse-Matrix
ist positiv semidefinit (Eigenwerte 0 und 8)

—  Die Slater-Bedingung ist z.B. mit z = y = 1 erfiillt.

Nach dem Satz von Kuhn-Tucker gilt dann: (z,y,2)7 ist genau dann ein globales
Maximum von f (Minimum von —f) unter der NB, wenn es p < 0 (u > 0 bei
Minimierung von — f) gibt, so dass V f(z,y, z) + uVh(z,y, z) = 0 und ph(z,y,2) =
0. Diese Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten hier (beachten Sie bei der Berechnung
der partiellen Ableitungen von f die Eigenschaften, die fiir CD-Funktionen z.B. auf
Seite 193 formuliert wurden)

F@v2) g
4x

F@y2) g =0
2y

vz o
4z

(22 + 4y? + 82 — 1200) < 0

Dann ist zunéchst nur g # 0 moglich, d.h. die NB ist aktiv. Auflerdem kann ein
Maximum sicher nur fiir z,y, 2z > 0 realisiert werden. Multipliziert man dann die
erste Gleichung mit 4y und die dritte mit y, so ergibt sich

4y
2 4 8uy =0
f(w,y72)4x+ 1y

1
— +8uy =0
f(w,y,Z)Qer ©y

y
Z 4+ 8uy =0

fla,y,2) - +8uy

27 + 4y? + 8z = 1200



und durch Gleichsetzen der ersten mit der zweiten und der zweiten mit der dritten
Gleichung wird p eliminiert

4y 1 9
- ar=2
4 2y * 4
) 1 Lo
L= & —
4z oy T oY

2z + 4y? + 8z = 1200

Jetzt kann man z und y in der NB substituieren und bekommt

1
2(2y%) + 4y* + 8(§y2) =1200 < 12y% = 1200 < y = 10

Daraus dann z = 200 und z = 50, sowie f(z,y,2) = {/%-200-10260 =
V81000 = 30.

Der Lagrange-Multiplikator ist dann gegeben durch

30 9 3

S TE
Sein negatives Vorzeichen ist die letzte zu priifende Eigenschaft im Satz von Kuhn-
Tucker. Mit 200 Einheiten Rentierwolle, 10 Einheiten Pythagorasbaum-Holz und
50 Heinzelménnchen-Montagestunden wird die Ausbringung maximiert und betragt
30 Mengeneinheiten.

Der mit (—1) multiplizierte Lagrange-Multiplikator ist (auch in diesem Optimie-
rungsproblem mit Ungleichungsrestriktion) der Schattenpreis der Kosten. Die ma-
ximale Ausbringung erhoht sich daher, wenn die Gesamtkosten um bis zu 50 HEuro
steigen diirfen, um ndherungsweise

3 15
— = — & 5
0 150 16 0,9375

Mengeneinheiten.

Hier muss mit dem Envelope-Theorem argumentiert werden (wobei man davon
ausgehen darf, dass die NB in Gleichungsform vorliegt).

Die Lagrange-Funktion lautet hier
L(z,y,2,p) = f(2,y,2) + p(2x + 49> + (8 + a)z — 1200)

wobei momentan a = 0 und die Anderung zu a = 0,5 gepriift werden soll. Man
leitet die Lagrange-Funktion nach a ab (wobei dieser Parameter nicht in f auftritt,
so dass man nur den zweiten Summanden betrachten muss) und erhélt

0
%L(x7yyz7/‘l’) = Mz

Im aktuellen Maximum (fir ¢ = 0) wird dieser Wert zu —%. Mit der Anderung
a = % ist die ndherungsweise Anderung des Maximalwertes dann apuz = —% ~

—0,46875 Mengeneinheiten (d.h. eine Verringerung).



d) Hier liegt eine Modifikation der Kostenfunktion zu
h(z,y,z) = 22" P + 4y* 4+ 82 — 1200
und b = 0,1 vor. Wieder mit dem Envelope-Theorem erhélt man
L(z,y, 2z, 1) = f(x,y,2) + p(2z' T + 4y? + 82 — 1200)

9 L,y 2,m) = p20 ()

0b
(Beachten Sie, dass nach b abgeleitet wird, d.h. man sollte 2! T° = D) In(@) gehrei-
ben und die Kettenregel benutzen.) Setzt man nun die aktuellen Werte ein, also
b = 0 und die Maximalstelle, so ergibt sich die Anderungsrate 2 - (—%) - 200 -
In(200) = 22 - In(200) ~ 39,7. Mit b = 0,1 ergibt sich dann die néherungsweise
Verringerung um 3,97 Einheiten.

e) Treten alle drei Anderungen der vorangegangenen Teilaufgaben gleichzeitig ein, so
kann aufgrund der totalen Differenzierbarkeit der Optimalwertfunktion die Ande-
rung der Ausbringung ndherungsweise als Summe der Einzeldnderungen geschrie-
ben werden, sie betrigt also

0,9375 — 0,46875 — 3,97 =~ —3,5

Mengeneinheiten.
Aufgabe 23.
a) Vf(z,y)= (64x + 72y — 1712, 72z + 130y — 2220)T
Hy(z,y) = { (7;;1 17320 ] hat die Hauptunterdeterminanten 64 > 0 und 64 * 130 —

722 = 3136 > 0 . Also ist H(z,y) fiir alle z,y positiv definit. f ist also konvex.

b) Da f konvex ist, ist jeder kritische Punkt von f ein globales Minimum. Kritische
Punkte ergeben sich durch Vf(z,y) = 0, d.h. aus dem LGS

64z + 72y — 1712 =0 < 8z + 9y — 214 = 0 & 72z + 81y — 1926 = 0
72z + 130y — 2220 = 0

Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung liefert 49y = 294 < y = 6.
Fingesetzt in die Gleichung 8x + 9y — 214 = 0 ergibt sich

8z +54—-214 =04 8z =160 < = = 20

¢) Ansatz ist das Lagrange-Gleichungssystem

gyag = o0 64z + 72y — 1712420 = 0
SLagh = 0 dh T20+130y—2220+2% = 0
h(z,y) = 0 2(x+y) = 102

Gleichsetzen iiber 2\ ergibt das Gleichungssystem

64z + 72y — 1712 = 72z + 130y — 2220
r+y=>51



bzw. 8z + 58y = 508, =+ y = 51 bzw. nach Subtraktion des achtfachen der zweiten
von der ersten Gleichung 50y = 100 < y = 2 sowie z +y = 51 < = = 49. Der
Lagrange-Multiplikator hierzu lautet

1
2\ = — (647 + T2y — 1712) & A= — 2 (6449 + 2% 72— 1712) = T84

Nach ¢) ist z = 49,y = 2, A\ = —784 kritischer Punkt zum Problem

f(x,y) = (4o +y — 86) + (4z + 8y — 128)* + 1 = mi>n0
wy>

h(z,y) :=2(x +y) = 102

Diese Rechnung lédsst sich mit kleinen Modifikationen auf Optimierungsprobleme
iibertragen, bei denen die Nebenbedingung mit —1 multipliziert wird bzw. als Un-
gleichung vorliegt (Dabei dandert der Multiplikator ggf. sein Vorzeichen). Dann er-
gibt sich: # =49,y = 2, A = 784 > 0 ist kritischer Punkt zum Problem

Fz,y) == (4z +y — 86)2 + (4z + 8y — 128)2 + 1 = min
Yz

hz,y) =102 -2(zx+y) <0

In diesem letzten Problem erfiillt der kritische Punkt aber alle Voraussetzungen des
Satzes von Kuhn-Tucker:

[1] f ist konvex (s.0.). h ist linear, also konvex.

~

] Die Slater-Bedingung ist erfiillt, z.B. h(52,52) = —2 < 0

[3] Der Punkt z = 49,y = 2,A = 784 > 0 erfillt geméd Rechnung in a) die
Kuhn-Tucker-Bedingungen.

Er liefert also ein globales Minimum fiir das zuletzt genannte Optimierungsproblem.
Weil er zusétzlich fiir das urspriingliche Problem zuldssig ist, muss er auch ein
globales Minimum des Ausgangsproblems sein.

Die marginale minimale Schadstoffausbringung stimmt mit dem negativen Lagrange-
Multiplikator aus a) iiberein. Also erhoht sich die Schadstoffausbringung ndherungs-
weise um 784 Einheiten, wenn die Ausbringung des Hauptproduktes um 1 Einheit
erhoht wird (Hauptprodukt-Schattenpreis).



