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die ausfiihrlichen Losungen.

Klausur 1

l.a) Gleichungsmatrix:

1 0 3 0 1|38 1 0 30 1] 8
2 -1 8 0 1 6 11 —21 0 -1 2 0 -1 -10
5 -2 19 1 3|24 | IIT-5I1 [0 -2 4 1 -2 -16
_
1 0 3 0 1 8 10 3 0 1 8
Y -2 0 1 10 01 -2 0 110
. -2 4 1 -2 -16 | IIT+2I1 [0 0 0 1 04

"

spezielle Losung: (8,10, 0,4, O)T7 allgemeine Losung:
L ={(x1,...,x5)T €R®: 21 =8 —3x3 —a5,20 = 10 4 223 — x5, T4 = 4}

1.b) Substitution der allgemeinen Losung in die Zielfunktion
22 + 222 + @3 + w4 + 3w5 = (8 — 3wz —ws) + 2 (10 + 223 — 5) + 23 + 4 + 325
= 2x3 + 32

dieser Wert ist mindestens 32 (wegen x3 > 0), der Wert 32 wird durch z3 = 0 realisiert.
Der Wert ist zudem unabhéngig von xs5. Also ist die spezielle Losung schon optimal.

a

1
2.a) det | 1 a =a®—4a—a=a®—5a=a(a®-5)
2 0

L O N

H ist invertierbar, genau dann, wenn det(H) # 0, d.h. genau dann, wenn a ¢ {0, /5, —/5}

a 1 2 b1 1
Die erste Spalte von H~! ist Losung des LGS| 1 a 0 b | =10
2 0 a bs 0



1 1 2
det| 0O a O
Di 0 0 a a? a
ie Cramer-Regel besagt: b1 = L — 5~ s = 75
det | 1 a O
| 2 0 a |
1—AX 1 2
2.b) det(H — M) = det 1 1-X 0
2 0 1-A

=(1=A2 =41 =N —-(1=N) =0 =N((1=X2=5) =1 -NA2=2)x-4)
Nullstellen: A = 1 und
M2 —4=0eAre{l1+5,1-5}

Also hat H die Eigenwerte \; =1 >0, A2 =1++5 >0 und A3 =1 — /5 < 0. Da kein
einheitliches Vorzeichenverhalten fiir die Eigenwerte vorliegt, ist H indefinit.

_ 1 oo E_ 1 11 2 243z _ 243
3.a) f(x) =5+ Zk:o(%) =3z T -2 = 2z to5 = 21(2:2) = Tooos?

Dabei ausgenutzt: Geometrische Reihe konvergiert fiir |x| < 1. Die vorgegebene Reihe
konvergiert daher fiir [§| < 1, d.h. insbesondere fiir z €]0; 2].
3(4z—227)—(243z)(4—4
flz) = (4z 90(4)2_(2;)923)( z)
_ 122—62>—8—12x+8zx+1222
- (4o —2x2)2

_ 62°48z—8 _ 3z f4e—4 _ 32 4d4x—4
T (4w—22%)° T 22%(2—2)? T 227-8x%+8a?

(die drei letzten Ausdriicke konnen als Endergebnis gelten)

Alternativ iiber die Darstellung f(z) = 5= + 5>

/ 1 2 4z —(2—2)% _  3z°+44x—4
(@) =-—st+ o = a2 = misors?

(122+8) (4z—222)° — (622 +82—8)2(4x—222) (4—4x)
sb) () = (1m 20 (oo s)a(ue2e’)

(
_ (122+8) (42—22%) — (622 +8w—8)2(4—4x)
- (4x—222)3
_ (—242°+322%+322) — (—482° —162° +1282—64)
- (4x—2x2)3 ) )
— 242°4480° 960464 _ 3c’460’ 12048 _ 4 4 1 _ 4z’ 4+(2—=)*
- (4z—2x2) - (2z—x2)3 - (2—x) =¥ T Tz (2—xz)°

(Die letzten vier Varianten konnen als Endergebnis gelten.) Die Rechnung ist wesent-
lich einfacher, wenn man die Darstellung f'(z) = — 555 + (zi% der ersten Ableitung

verwendet und beide Summanden einzeln ableitet. Dann ergibt sich sofort die vorletzte
Darstellung oben.

Unter der Annahme, dass f” keine Nullstellen auf D hat, kann das VZ-Verhalten durch
Einsetzen eines Punktes ermittelt werden, etwa z = 1. Dann ergibt sich

f1(1) = H=gt =5>0

Damit ist f”(z) > 0 fiir alle z €]0;2[. f ist daher auf D konvex.
4234+ (2—x)®

z3(2—x)°

cher, denn dieser Wert ist sicher fiir x € Dy grofer als Null. Daher ist f auf Dy konvex.

Die Argumentation auf Basis von f”(x) = ﬁ + 4= ist ebenfalls einfa-

3.c) Wegen der Konvexitiit von f ist diejenige Lagermenge minimal, fiir die f'(x) = 0 gilt.



Durch Einsetzen der berechneten Ableitung ergibt sich auf Dy:

622 + 8z — 8
(4z — 222)?

4 4
=0e62°+8r—-8=0=2>+-2—-=0

3 3
4 4 2 16 2 4 2
F\gts= 3T\ o - 3rzel23

In Dy liegt nur z = % und liefert den Minimalwert von f

[SUIN )

ST =—

4 a) 9 100zy®  _ 100y*(x®42)—100zy>(3z2)
‘ Oz x3+2 - z3+2)2
_ 100z°y%4200y>—300z°y?
- (z3+42)2
_ 200y%—200z°y°
- (z%+2)2

= (ze}gg)z (2y2 - ngy)

9 100zy*  _ 200zy
Oy x3+2 — x342

= ﬁ%cyz(ﬁ +2)

4.b) partielle Elastizitdt nach x
Y 2_ .r31 2 - P
T 2(200y°—2002°y?)
100zy? -
342

(2y27213y2) 2928
100zy? (z3+2) =y (2*42) T 242

partielle Elastizitat nach y
2002y
Y3 2
100zy2 .
z3 42

= St i 2—16 _ 14 _ 3
Im Falle z =y = 2 ergibt sich{73> + 2 = -5+ 2= ¢.

Interpretation: Andern sich beide Preise um 1%, so dndert sich die Nachfrage um néhe-
rungsweise 0,6%.

4.c) Homogenitat bedeutet: Es gibt r mit f(Az, A\y) = A" f(x,y) fir alle A > 0 und fiir alle
z,y >0

Insbesondere gilt fiir die vorliegende Funktion aber

3
fex2y) =893
AF(2,2) = 80A"

Aus der Homogenitat von f wiirde folgen, dass fiir alle A > 0 gilt:

80023 _ D
g = SO & g = AT
Dann passt aber limy_, o % = % zu keiner der drei Grenzwertaussagen
oo fallsr >0
lmy oo A7 = 1 fallsr=0
0 fallsr<o0

Also kann die Funktion nicht homogen sein. Der Widersprich ergibt sich aber auch, weil

die Gleichung % = A" (oder eine dhnliche hergeleitete) nur endlich viele Losungen
haben, keinesfalls aber fiir alle A > 0 giiltig sein kann.

4.d) Gesucht ist die Substitutionsgrenzrate von z gegeben y. Nach Formel hat diese den
Wert

/ _ _Dof(zy)
YW = -5 | 5= (2) =2

y=2



mit den partiellen Ableitungen aus 4.a) gilt

20092 — 2002342 800 — 6400
Dif(2,2) = — T = ——— = —56
(z3+2) ey2 100
200xy 800
D2f(2,2) = =— =280
2f( ) .I3 + 2 =2, y=2 10
und damit 2’(y) = % = %. Der Preis muss sich also ndherungsweise um %Ay dndern,

um die Nachfrage zu halten
5.a) Lagrange-Ansatz:
Vf(z,y,2) + AV(z + 5y — 100) + uV(8y + 2z — 100) = 0
z+ 5y = 100
8y + z = 100

fiihrt zum Gleichungssystem

yz+A=0
2z +5A+8u =0
zy+p=0
z + 5y = 100
8y 4+ z =100

Substitution der ersten und dritten Gleichung fiir A und g in die zweite Gleichung ergibt
dort

xz —byz — 8xy =0
x + by = 100
8y + z = 100

Substitution der zweiten Gleichung fiir x und der dritten Gleichung fiir z in die erste
Gleichung liefert

(100 — 5)(100 — 8y) — 5y(100 — 8y) — 8(100 — 5y)y = 0
& 10000 — 1300y + 40y> — 500y + 40y — 800y + 40y> = 0
= 120y2 — 2600y 4+ 10000 = 0

& 3y — 65y +250 = 0
5 65 250

GV gyt =0

Dazu gehoren die Lésungen y = %2+ (665) 250 — 654, /42253000 — 68 4 | /1225

%:t 35 'd.h. die Losungen y = 3¢ = 5und y = 100 Letztere ist wegen z = 100 8- 100 <0
nicht zula551g Es bleibt

y=5

x=100—-25="75

z =100 — 40 = 60
Die Lagrange-Multiplikatoren lauten

A= —yz=—-300

w=—zy=—375



Der Funktionswert fiir diesen kritischen Punkt ist
f(75,5,60) = 75-5-60 = 22500

Zum Wertevergleich: Zulassige Randpunkte ergeben sich dort, wo entweder z =0, y =0
oder z = 0 und gleichzeitig die Nebenbedingungen erfiillt sind. Das ergibt aber stets den
Zielwert f(z,y,z) = xyz = 0. Also liegt im kritischen Punkt ein globales Maximum vor

5.b) Substitution der Nebenbedingungen sollte nach Auflésung
z = 100 — by
2 =100 — 8y
erfolgen. Das ergibt
fz,y,2) = £(100 — 5y,y,100 — 8y)
= (100 — 5y)y(100 — 8y)
= 40y — 1300y> + 10000y
Maximiere also g(y) = 403> — 1300y> + 10000y. Dabei ist y € Dy = [0;12, 5] zu wihlen,
damit die iibrigen Variablen > 0 bleiben.
Notwendig fiir lokales Maximum ist ¢'(y) = 120y* — 2600y + 10000 = 0, d.h. (wie in 5.a))

120y° — 2600y + 10000 = 0

< 3y% — 65y +250 =0
s 65 250

65 , 35
sy=—+2
V=% T 6

von den beiden Losungen liegt wie in 5.a gesagt nur y = % =5in Dy

Hinreichend fiir ein lokales Maximum ist ¢’ (y) < 0, d.h. 240y — 2600 < 0; mit y = 5
ergibt sich ¢g”(5) = 5 - 240 — 2600 = —1400 < 0. Es liegt also ein lokales Maximum vor.

Randwertvergleich: g(5) = 22500, g(0) = 0, g(12,5) = (100 — 5 - 12,5) - 12,5 - (100 — 8 -
12,5) = 0. Es ist also in y = 5 tatséchlich ein globales Maximum.

Dazu gehoren die Werte x = 100 —5-5 =75 und z = 100 — 8 - 5 = 60.

Vorteil der Lagrange-Methode ist, dass mit den Lagrange-Multiplikatoren Grofien zur
Verfiigung stehen, mit denen die marginale Anderung des Optimalwertes bei Anderung
der Soll-Mengen der Nebenprodukte angegeben werden kann (Schattenpreiseigenschaft
von A und p). Insbesondere gilt:

Andert sich die Sollmenge des ersten Nebenproduktes um 6; Einheiten, so dndert sich
der Optimalwert um néherungsweise —Ad1 = 3000;.

Andert sich die Sollmenge des zweiten Nebenproduktes um d2 Einheiten, so dndert sich
der Optimalwert um naherungsweise —ud2 = 37562

Bei einer gleichzeitigen Anderung beider Sollmengen um &1 bzw. d2 Einheiten dndert sich
der Optimalwert um néherungsweise 30001 + 37502 Einheiten.

5.c) In 5.a) wurde die Optimallosung fiir das Problem mit a = 0 geliefert.

Die marginale Optimalwertinderung bei Anderung dieses Wertes ergibt sich durch Ab-
leiten der Lagrange-Funktion des in a allgemeinen Problems nach a und anschlieBendem
Einsetzen der Optimalwerte fiir den Fall a = 0.



Lagrange-Funktion

L(z,y, 2, A pya) = z(y + 2a)z + Mz + 5(y + 3a) — 100) + u(8(y + a) + 2 — 100)

Ableitung nach a
2xz + 15X\ + 8

Einsetzen von z = 75, y = 5, z = 60, A = =300, p = —375 (und a = 0).
2-75-60 — 4500 — 3000 = 1500

Je marginaler Anderung &, ausgehend von a = 0 erhéht sich der Output niherungsweise

um 1500 Einheiten.

Der technische Parameter a sollte also grofler als Null sein, um die maximal mogliche
Produktion des Hauptproduktes marginal zu erhéhen.

Klausur 2

1.a) Esgibt die j-te Spalten von A jeweils an, wie viel Kilogramm der drei Rohstoffe zur Her-
stellung eines Kilogramms des der Lacksorte L; benétigt wird. Entsprechend beschreiben
die zwei Spalten von B die Zusammensetzung je eines Kilogramms der Endprodukte E1,
FE> aus den Lacksorten L1, L2 und L3. Das bedeutet

b

Il
S e e
Wi O wi=
= o= Lol =

ulwon O
— 1

1.b) Bei der zweistufigen Produktion sind die Verflechtungsmatrizen der beiden Stufen mit-
einander so zu multiplizieren, dass die Endprodukt-Verflechtungsmatrix rechts und die

101
Zwischenproduktverflechtungsmatrix links steht. Es ist also C = AB = ; g
3 T
1.c) Es bezeichne x die zusitzlich zu kaufende Menge des Grundstoffes Rz. Das Ausgangs-
1 1 | 3000
LGS % % ‘ 2000 beschreibt die Moglichkeiten, die Endprodukte zu den ge-
i & | &+4000

gebenen Grundstoffquantitidten von R1 und R2 sowie der um z aufgestockten Quantitat
von R3 zu produzieren. Mit dem Gauf3-Verfahren kann man das Problem auf Losbarkeit

untersuchen:

[N ST

1% | 12000

I— @71 | 3 % 2000

| 3 & | x+4000
212000
-2 | —1000
-1 | z—2000

212000

1 7500

—1 | 2 —2000
4| 12000 1 0 2000
1 | 7500 I+(=4)IT | 0 17500
0 x-500 | = [0 0 z-500



Lésbar ist das LGS fiir = 500, d.h. 500 Kilogramm R3 sollten hinzugekauft werden.

Als Losung liest man aus der obigen ZSF dann ab: Es werden 2000 Kilogramm FE7 und
7500 Kilogramm FEs hergestellt.

2. Auflésung nach x2 bzw. x3 ergibt
x3 =40 — 2x1
x2 =30 — 3x1
Substituiert man dies in die Zielfunktion, so ergibt sich

4x1 + 3xo + 43 = 421 + 3(30 — 3I1) + 4(40 — 2331)

=250 — 13z
Damit wird der Zielwert am kleinsten, wenn x; maximal wird. Weil aber sowohl zo als
auch x3 nichtnegativ sein miissen, ist min(%7 %) = 10 der groBtmogliche zu realisierende

Wert. D.h. 21 = 10, 2 = 0, 3 = 20 ist die Optimall6sung.

3.a) Nach Sarrus ist det(A(t)) = 4—4t>. A(t) ist invertierbar genau dann, wenn det(A(t)) #
0, d.h. wenn 4 — 4t> # 0, d.h. wenn ¢ ¢ {—1,1}

-1 2 2
3.b) Das charakteristische Polynom von A(1) = | 0 2 0 | ist
1 -1 -2
—-1-A 2 2
det| 02X 0 | =(=1-XN2-M(-2-X)-22-)
1 -1 —2—-A
=61 -2 = \°

Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
BA-=X =X =0 A6-1—2)=0
S -AN+A1-6)=0
S -2AA=2)(A+3)=0

Nullstellen sind A = 0, A = 2, A = —3. Der kleinste Eigenwert ist A = —3. Dazu gehort
als Eigenvektor ein vom Nullvektor verschiedener Vektor aus Kern(A + 313). Dazu

-1+3 2 2 2 2 2
0 2+3 0 =10 5 0
1 -1 —-243 1 -1 1
Umformung in ZSF :
-1 1
5
1 -1 1|22 2|~ 4 0

2 2 2 -1 1

05 0| I«Ir |0 5 0| IHI+(=2)1
1
0
0

1
I+ | o
0

o = O

1
0
0

Losungsvektor, d.h. Eigenvektor zum Eigenwert —3 ist z.B. (1,0, —1)7.



4.a) In der Ubergangsmatrix miissen spaltenweise die Wechsel- bzw. Bleibeanteile eines An-
bieters stehen, die zeilenweise an den Anbietern ausgerichtet sind, zu denen die Kunden
wechseln Fir Anakonda sind dies % (verbleibende Kunden) und i(zu Boah! wechseln-
de Kunden). Fiir Boah! sind dies 3 (zu Anakonda wechselnd) und 2 (verbleibend). Das

ergibt die Form P = [ }
:| —1

TN
EIISTEIE

4.b) Multipliziert man etwa P mit sich selber, so ergibt sich

pe [t 1) o[t 1] 1] [E o]t
-1 3]]o 1] |-1 2 -1 3|1{0 1]][-1
4 4 4

und die mittleren beiden Matrizen heben sich weg, daher ist

B[ =

[ 0
[ g0

Das geht fiir jede beliebige Matrix-Potenz genau so und ergibt
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+
(Hier reicht die Berechnung des ersten Ausdrucks im Marktanteilvektor, weil nur nach
Anakonda gefragt ist.)
Wann der Marktanteil den geforderten Wert von 50% iibersteigt, lasst sich durch Auflo-
sung der folgenden Ungleichung bestimmen:

DN LR ORISR WA AR TN
7 28 \ 12 2 7 2 28 \ 12 14 28 \ 12

n 2 lo 2

©<3> <-en> gg

12 9 logﬁ

~ 1,718

Nach zwei Quartalen ist also die 50%-Grenze iiberschritten.



4.d) Losung unter Verwendung von 4.c): Langfristig lauten die Marktanteile
lim, oo (2= 5% (35)") = 2 0,571

diese werden von unten approximiert, d.h. kénnen nicht iberschritten werden. Das Ziel
eines 60%-Marktanteils kann also nicht erreicht werden.

Loésung ohne Verwendung von 4.c): Langfristige Marktanteile entsprechen stabilen Markt-
anteilen, d.h. sind Lésung des Gleichungssystems Pz = x, d.h. (P — I)x = 0.

11 1 o] -1 1L 1 _4
§:| _ |: ] = |: A 31] lautet |: 3:| . Losung ist
27 o 1 PR 0 0

T = %xg & xo = %:m. Aus z1 + 22 = 1 (Marktanteile!) folgt z1 + %xl =lern ===
0.57143. Also kann das Ziel nicht erreicht werden.

N[N

Die Zeilenstufenform von |:

Lin(e+1)—(z+1) 5 In(z+1)—1
5.a) ['(#) = —mErnr o = MGernr
—5 (In(z+1))"—(n(z+1)-1)2(In(z+1)) =
f//(CC) — x+1 (ln(z+1))4 x+41
_ In(z+1)—2(In(z4+1)—1) _ 2—In(z+1)
= T GFDMGEID)T = @ADmETD)T

5.b) Notwendig ist f'(x) = 0. Das fiihrt auf In(z +1) —1 =0 n(z+1) =12+ 1
e xr=e—1=:Tmin
Hinreichend ist f'(z) = 0 und f”(z) # 0. An der angegebenen Stelle gilt 2—In(e+1—1) =
2—In(e) =2—1=1>0und (e—1+1)(In(e—141))*> = e > 0. Also ist f”(e—1) =1 > 0.
An der Stelle x = e — 1 liegt also ein lokales Minimum vor.

Lokale Maxima koénnen nur noch an den Réndern vorliegen. Da das Definitionsintervall
links offen ist, kommt nur noch die rechte Intervallgrenze z = 10 in Frage. Dort gilt
f(10) ~ 4,587 4 und f'(10) ~ 0.24312 > 0. Weil in z = e — 1 der einzige Vorzeichenwech-
sel von f’ vorliegt, ist f auf [e — 1, 10] streng monoton wachsend, deshalb ist in z = 10
ein lokales Randmaximum.

5.c) Wegen lim In(z 4+ 1) = In(1) = 0 und lim (z +1) = 1 ist lim % = 400. Damit
z—0 z—0 x—0

ist die Stelle xmin Stelle eines globalen Minimums und die Stelle = 10 nur Stelle eines
lokalen Maximums.

5.d) Das Vorzeichenverhalten von f” legt das Kriimmungsverhalten von f fest. Ersteres ist
aber durch den Zihler von f”, d.h. durch 2 — In(x + 1) bestimmt. Es ist 2 — In(z + 1) >
0ehnz+1l)<2sz+1< e e <e?—1x6,3891 =: z,. Da genau an dieser
Stelle ein Vorzeichenwechsel von + nach — vorliegt, ist f in |0; 2] (streng) konvex und
in [zw;10] (streng) konkav.

2
3

1 2 1
6a) 0 y3z3 _ _y3z23 _ _ f(zy,2)
: ox x - z? T z
102 2 2
9 Y323 _ 1y 323 _ f(z,y,2)
oy =z - 3 T - 3y
1 2 1 1
0 y3z35 _ 2y3z 5 _ 2f(x,y,2)
9z «x 3 z - 3z

6.b) Die Funktion f ist Null-homogen, d.h. es gilt

1 2 . 1,2 1 2
FOA, Ay, A2) = J Do)sOe)® - \/ 2SR 2O f(a,y, %)

Fiir homogene Funktionen ist aber der Homogenitatsgrad gleich der Summe der partiellen
Elastizitaten, letztere ist somit Null.

6.c) Die Nachfrage betriigt derzeit f(1,2,3) = {/ y;; =\ 2—2 = 4. Gesucht ist
x=2,y=8,2=8

fir f die Substitutionsgrenzrate von x gegeben y an der Stelle z = 1,y = 2,z = 3. Diese




. 2 f(2,y,2) 1
9y _ 6 1
betrigt 2 Fewo st -5 = 15, denn
_2 2 _2.2
1s] 1y 323 187383 1
gy’ (99 =3 2 =32 "6
Y z=2,y=8,2=8 z=2,y=8,2=8
F) 3.3 ]38%
. /
%f(z,y,z) =-¥ 2 == 22 =4
w=2,y=8,2=8 7 e=2,y=8,2=8

Das bedeutet, dass der Preis von P; auf z = 2 + %Ay verdndert werden muss, wenn
der Preis von P auf y = 8 + Ay abgeédndert wird und wenn dabei die Nachfrage von 4
Einheiten P; ndherungsweise gehalten werden soll.

5 _ 1
6.d) det Hy(z,y,2)2 = det (f(z,y,z> { 1 @,D = g <O

3z 9y7
Daher ist Hf(z,y, z) fir alle z,y,2z > 0 iyndeﬁni:. Mithin ist f weder konvex noch konkav.
7. Notwendig fiir ein lokales Extremum in (z,)7 ist, dass es A € R gibt mit
Vf(z,y) +AVg(z,y) =0
g(z,y) =0
Hier

wmw=@;%) wmw:G>

und damit lauten die Kuhn-Tucker-Bedingungen

y—2x4+A=0
z+A=0
z+y=1

Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich y — 2z = z < y = 3x. Eingesetzt in die
dritte Gleichung folgt 40 =1 < x = % und damit y = %.

Weil der zuldssige Bereich in Form des Geradensegmentes M = {z,y : = > 0,y >
0,z +y = 1} abgeschlossen und beschrénkt ist, hat das Problem ein globales Maximum
und ein globales Minimum, welche entweder der oben berechnete kritische Punkt oder
Randpunkt von M, d.h. einer der Punkte (0,1)7 und (1,0)7 sind. Der Wertevergleich
ergibt

z oy | flzy =ay—a
§;‘g; 2_1
4 4 16 16 16 8
10 -1
0 1 0

Damit liegt im bestimmten kritischen Punkt ein globales Maximum vor.

Der zugehorige Lagrange-Multiplikator lautet A = —z = —i. Er bedeutet, dass sich der
Optimalwert sich um ndherungsweise —A\Ag = %Ag Einheiten erhéht, wenn sich der
Sollwert 1 der Nebenbedingung um Ag erhéht.

Klausur 3

1.a) Die Ubergangsmatrix enthilt die Wechsel bzw. Bleibe-Anteile der drei Fahrer fiir den
Tages-Ubergang, in der ,von“-Richtung spaltenweise, in der ,zu“Richtung zeilenweise

1 3
3 0 5
sortiert. Es ist daher A = % 0 %
£ 10



19 3L o 2 11,31 3. 13 T3 3
2 5 2 £ 22 E 25 2 5 10
2 _ |1 2| |1 3| — | 11,31 2 13 |7 3 i

1.b) A° = 0 0 = + . =
* ? 5 ? 5 1312 06] 5 1335 5 350 5 \I)
g 1 0fj[g 1 O gztlg 1-1 g+l i 0 3

Die Matrix stellt das Kundenwechselverhalten fiir den 2-Tageszeitraum dar.
3
8-

1.c) Die Matrix hat die Determinante det(A4) = 12 =0, sie ist also nicht invertierbar

1
3
1.d) Diese Marktaufteilung muss die Eigenschaften Az = z < (A — I)x = 0 haben, wobei

z ein stochastischer Vektor ist. Das ergibt vier lineare Gleichungen in drei Unbekannten,

welche gel6st werden miissen.

1 3 6
3 0 —g\o 11 0 —g\o
3 1 =50 I—-@2r1 | 3 1 —g0
e e T I AN B S B B
11 1 |1 111 |1
1 -¢1o 1o =% o0
IT+(3)1 3 5
III+(22)I 01 =% 0| Hr+mIr | o 1 -% 0
1v+(61)1 0 -1 & o IV+(-1)II |0 0 0 0
- _
oo 2 003 |1
10 —%\0 10 —%\0
1 -4 1 -2
e |0 3|0 I — (3) 111 0 5‘?
oo 3 1| T80 o0 1
000 |0 000 |0
10 02
I+(&)rr o 1 0 &
I+ (3)rr o o 1 4
70000
ie im Zeitverlauf konstant bleibenden Marktanteile lauten also x1 = £, 0 = &, 23 = 5
Die im Zeitverlauf k bleibenden Marktanteile 1 1 2 & :
1.e) Das charakteristische Polynom von A lautet
1 3
z-A 05
det(A—XI) = det 1 -A 2
3 o=
= G-NEN 53RN -2
= “N+IN+i+Ea-1+2x
= AN +IN+1

Nullstellen sind A = 0 und die Lésungen von A% — %)\ — % = 0, d.h. —% und 1. Die
Eigenwerte lauten also 0, 1, —%.

Ein Eigenvektor z zum Eigenwert 1 bedeutet Ax = x; wenn es sich dabei gleichzeitig um
einen stochastischen Vektor handelt, so hat man eine stabile Verteilung gefunden (das
ist hier genau eine, die in 1.d) berechnet wurde)

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist ein Vektor z # 0 mit Az = 0. Da 0 Eigenwert ist,
muss es einen solchen Vektor geben. Daran kann man erkennen, dass A nicht invertierbar
ist, sonst wire x = 0, die einzige Losung von Az = 0.

1.f) Ein Marktanteilvektor (1, x2,23)T, der nach einem Tag zum Marktanteilvektor (a, b, ¢)T
fiihrt, muss zum einen ein stochastischer Vektor sein, d.h. die lineare Gleichung x1 +x2 +



x3 = 1 erfiillen. Zum anderen muss er die Gleichungen des Marktwechsels erfiillen, d.h.

1 a
Alxz | =1 b
T3 c

Es liegen also drei lineare Gleichungen fiir den Marktiibergang und eine lineare Gleichung
fir die Forderung vor, dass es sich bei (x1,z2,23)7 um einen stochastischen Vektor
handelt. Weiter miissen alle auftretenden x; > 0 sein. Es ist also zunéchst das LGS mit
der folgenden Gleichungsmatrix auf Losbarkeit zu untersuchen:

10 2 a 1 0 ¢2
1L 9 21 19 2
% 1 8‘0 [_>_(2ﬂ> z 1 8‘0
111 1 11 1)1
1o ¢ 2
I+ (o5)1 00 0 ba—2“
I+ (—3)1 0 1 7%‘07%3
IVH_I)I) 01 —%|1-2a
10 ¢ |2
01 —%c—%
eI | o OS‘b %a
01 —%|1-2a
10 ¢ |2a
_1 _e
IV 4+ (=111 8 (1) IR, A
—_— 3
000 | —%—c+1

Damit das LGS tiberhaupt losbar ist, muss gelten, dass b = %a und ¢ = 1 — %a. Jede
Losung hat dann die Form
6

xr1 = 2a752

- _a 1, _ 54y a1, _1_ 1
T2 = c 3—i—5z—(1 3a) stsz=1-2a+ 32
r3 = =z

mit einer zunéchst allgemeinen Zahl z € R. Alle drei Werte miissen grofier oder gleich
Null sein, daher muss gelten

2a—gz > O@ZS%CL
1-2a++42 > 0&2z>10a—5
z > 0

Damit es solch ein z iiberhaupt gibt, muss ga > 10a — 5 sein, d.h. a < %

Dann ist fiir 2 € [max(0, 10a — 5); Sa] der Vektor z = (z1,22,23)" = (2a — £2,1—2a+
12,2)" ein stochastischer Vektor mit Az = (a,b,c)”.

Die Losung ist also mit Ausnahme des Falles a = % nicht eindeutig.
. ad" 1 b3" n aer(%)n . . .
2.a) Fallsa > 0, soist a, = e —4 W, der zweite Faktor ist konvergent mit
4 4

Grenzwert a # 0, der erste Faktor ist divergent, daher ist die Folge (bestimmt) divergent.

Falls a = 0 und b > 0, so ist a,, = BZ3J:C = W — b
3 n—o0o

Falls a = 0 und b = 0, so ist a, = 0 und damit insbesondere eine Nullfolge.




2.b) Den geometrischen Faktor erhédlt man durch sukzessive Quotientenbildung aus ap =
675, a1 = 450, az = 300, az = 200

a; _ 450 _ 2 as _ 300 _ 2  ag _ 200 _ 2
ap 675 3’ a; _ 450 3 ay _ 300 _ 3
Damit a1 = %ao, as = %al, a3 = %ag. Das wird sinnvoll in Form von a, = %anfl,

ao = 650 fortgesetzt. Explizit lautet die Folge a,, = 650 - (%)n Fiir die ersten 10 Jahre
summieren sich die Tantiemen zu

>0 ,650- (2)" =650- (? ~ 1916,2

Die Summe aller - unendlich vielen - Tantiemen ist

S 650 (2)" = 5% = 1950

1—

3.a) Ansatz fiir f(z) = az® + bx? 4 ca + d: Die Funktion muss an den Randstellen 0 und
¢ glatt in die horizontalen Geraden y = 0 und y = 5 tibergehen, d.h. es muss gelten
£(0) =5, f(€) = 0und f'(0) = f'(¢) = 0.

Da f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢, lauten die Steckbrief-Gleichungen fiir f

f(0O) = 5&d=5
F'0) # 0e2c=0
f0) = 0ealP+b2+5=0
fl(0) = 0&3a?+200=0

Die letzte Gleichung besagt
b= —%Ea
Setzt man dies in die vorletzte Gleichung ein, so folgt
a€3—%a€3+5:0<:>a§:5¢>a:%
Damit Riicksubstitution
a=—r
Die Funktion lautet somit
flz)=Ra® - B> +5
mit dem Definitionsbereich [0; ¢].
Die Funktion hat damit die Ableitungen

f@) = Bt
f'e) = Bo-
@) = B

Die Rampe ist am steilsten, wenn f’(z) minimal wird. Das kann entweder an den Réndern
oder in einem inneren Punkt geschehen. Dort muss gelten (Notwendig ist, das die erste
Ableitung von f’, d.h. f” verschwindet)

f'@)=0eRr-R=0cz=24%

Hinreichend fiir ein lokales Minimum ist (zweite Ableitung von f’ gréfer Null) f”/(z) > 0.
Das ist hier aber erfiillt: f”/(z) = 5 > 0. Es liegt also in o = & ein lokales Minimum vor
mit dem Wert /(%) = 29 (g)Q ‘29 (é) = —12. An den Réndern ist f'(0) = f'(¢) =0,
daher ist das lokale Minimum auch globales Minimum.

Die kleinste Steigung betragt also genau in der Mitte der Rampe —5;. Diese Steigung

darf hochstens 25% betragen, d.h. es muss gelten
20
S 22>y s 0> 30

Die Rampe muss also mindestens 30m lang sein.




3.b) Das Volumen der Aufschiittung ergibt sich als Langsschnittsfliche unter der Rampe
multipliziert mit der Breite der Rampe, d.h. als

5~f0£f(x)dx = 5 fo (—? —%x2+5)d:ﬂ

= 5-[41;964fo +5a;] :é

= 5(30—50+50) =32

Fiir eine Rampe der Linge ¢ = 30m werden beispielsweise 375 Kubikmeter Fillmaterial
bendtigt.
— 1324 r—1 z —((z—L1y)242
4.a) %(z L)’ tety  _ (2e—3y)+1)( Zy) g( 1y)2+aty)

z+y (z+y)
2(z—1y)(z+y)—(z—1y)*
2

(z+y)
(z—Ly)(2(z+y)—(z— L))

(@tu)®

_ (=1 (=42 y)

= 7{x+
9 (@=3y)’+aty (2(=—1% y)(—*)+1)(l‘+y) ((z—Ly)*+2+y)
dy z+y - (z+v)2

_ (a—1iy)(- (r+y) (z—1y))

- oty

_ (z—éy)(—%—gy)

- (z+y)?

; —$y)’ 4t —1y)? —1y)?
4.b) Esist h(z,y) = f(z,y) — 1= WTM —1= (mzjg) +1-1= (mz_‘fs)
z—1 2 20012 212
Eaher ist h(Az, A\y) = (Am_i;s) =2 ;(wfyz) = <1+25)) = Ah(z,y). Somit ist h linear
omogen.
4.c) Die Hauptunterdeterminanten von Hy lauten 3 = + )g > 0 und

92 y? 2?2 y y _
(3) (<x+y) E—E x<x+y>3$<x+y)3> =0
Aufgrund des erweiterten Determinantenkriteriums fiir 2 x 2-Matrizen ist Hy fiir alle

x,y > 0 positiv semidefinit. Damit ist f auf ]0; co[x]0; co[ konvex.

4.d) Wegen der Konvexitiat von f sind alle Punkte mit V f(z,y) = 0 bereits Stellen eines
globalen Minimums. Oben wurde der Gradient

(z—3y)(z+2y)
(z+y)?
(z—3y)(—22—1v)
(z+y)?

berechnet. Seine Nullstellen liegen fiir x,y > 0 dort, wo der Zahler jeweils verschwindet,
d.h. dort, wo & — %y = 0 ist, d.h. dort, wo y = 2z. In diesem Fall hat die Funktion gleich
unendlich viele globale Minima mit dem Zielwert 1 auf der Gerade y = 2.

5.a) Der Lagrange-Ansatz lautet

l-A—==0& =2
wgz Ve
1

3-A =0 A=6
2v/z vz

V4 y+vz=11



Aus den ersten drei Gleichungen folgt durch Gleichsetzen tiber A
Vi=3VE e y= eV Vi = e

Setzt man dies in die Nebenbedingung ein, so ergibt sich
Vi+svr+ivr=1le L /z=11c2=36

Riicksubstitution ergibt dann y = 9,z = 4. Der Lagrange-Multiplikator lautet A\ =
2v/36 = 12. Der Zielwert dieser Losung ist f(36,9,4) = 66.

5.b) In dem genannten Problem sind beide Funktionen f und g konvex, denn f ist eine linea-

re Funktion und g hat den Gradienten (— %:c_ 2, — %y_% , f%z_ 3 )T und die Hesse-Matrix

1 3
T2 0 ) 0
[ 0 Ly7E o |.Fir z,y,z > 0 hat diese Matrix aber lauter positive Eigenwerte, ist
0 0 i

1
also positiv definit fiir alle z,y, z > 0. Daher ist auch g konvex.

Weiterhin ist die Slater-Bedingung erfillt, denn z.B. fir z = 121,y = 1,z = 1 gilt
g(x7y7z):117\/ﬁ,\/>,\/1:72<0

Insgesamt hat f genau dann ein globales Minimum unter g(x,y,z) < 0, wenn es A > 0
gibt, so dass

Vf(z,y,z)+ AVh(z,y,2) =0
g(z,y,2) <0
Ag(z,y,2) =0

In 5.a) wurde genau ein kritischer Punkt berechnet, fiir den die Nebenbedingung aktiv
ist und gleichzeitig A = 12 > 0 gilt. Dieser lost also auch das in 5.b) vorliegende Op-
timierungsproblem. Er ist dann aber auch eine Optimallésung fir das Problem in 5.a),
denn weil die NB aktiv ist, ist sie in Gleichungsform erfillt und das ist gerade die NB des
Optimierungsproblems in 5.a), welches ansonsten mit dem Problem in (b) iibereinstimmt.

5.c) Dies ist fiir das Ausgangsproblem der Randwertevergleich. Weil ndmlich die Wurzel-
funktionen in x = 0 bzw. y = 0 bzw. z = 0 nicht differenzierbar sind, kénnen mdogliche
Extrema mit der Lagrange-Methode dort nicht ausfindig gemacht werden. Man muss
nunmehr folgende Fille tiberpriifen:

i) x=0,y,2z>0mit /y+z=11

Wie in 5.a) bekommt man mit der Lagrange-Methode das Gleichungssystem

2 A —0sA=d4yp

2Vy
1
37>\2\7_0¢>>\_6\/2
Vi+Vz=11

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt 4,/y = 6z & /z = %\/gj Sz = %y.

Eingesetzt in die NB folgt: 5.5 = 11 & y = (3)” = 1989 — 43,56 und = =
4 (33\2 _ 484
3 (%) =% =19.36

Der kritische Punkt hat den Zielwert f(0, %, %) _ % — 145.9
ii) y=0,z,2>0mit /z+/2=11



Wie in 5.a) bekommt man mit der Lagrange-Methode das Gleichungssystem

l-A—==0&X=2
NG Ve
1
3—-A——==0&)X=6
2V/z vz
Vo +/z=11

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt 2v/z = 6/2z <> /z = /7 < z = g
Eingesctzt in dic NB folgt: =11 y=(3)" = 19 _ 68063 und z =
$(8) =1 =7.5625
Der kritische Punkt hat den Zielwert f(1%52, 0, £21) = 393 —90.75

iii) z=0,z,y>0mit Vo +,/y=11

Wie in (a) bekommt man mit der Lagrange-Methode das Gleichungssystem

17>\L:0<:>)\=2\/5

2V

1
2-A——=0X=4

2,y vy
Vo + .y =11

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt 4,/y = 2y/x < /y = %\/gj Sy = %x.

Eingesetzt in die NB folgt: 5v/z = 11 & z = (%)2 =195 — 7744 und y =
2
() = 105

o . 1936 484 2904
Der kritische Punkt hat den Zielwert f(=5z>, 55-,0) = %5~ = 116.16

iv) z,y =0, z = 121 ergibt den Zielwert f(0,0,121) = 363

v) x,z2=0,y =121 ergibt den Zielwert f(0,121,0) = 242

vi) y,z =0, x =121 ergibt den Zielwert f(121,0,0) = 121

Insgesamt kommen folgende Punkte mit folgenden Zielwerten in Frage

Nr. T Yy z f(l’, Y, Z)
1 0 1089 — 43,56 | 484 =19, 36 0 =145,2
1089 121 363 __

2 Eﬁ = 68, 063 - 0 6 — 77 5625 2904T = 907 75
3 B 7744 | 459,36 0 2904 _ 116,16
h 5 0 121 363
5 0 121 0 242
6 121 0 0 121

Man erkennt, dass der optimale Punkt bereits in 5.a) gefunden wurde.

5.d) Hier ist die marginale Anderungsrate des Optimalwertes fiir das Ausgangsproblem
(d.h. den Fall a = 0) gesucht.

Die Lagrange-Funktion des parametrisierten Problems lautet
Lo(z,y,2,\) =2+ 2y + 32 + )\(m%+a + y%"'“ + z%+a)
=z 4+2y+32+ )\(eln(Z)(§+a) + WGt 4 eln(Z)(énLa))



Leitet man diese partiell nach a ab, so ergibt sich

aLa (éi;yv Z) _ )\(ln(m)eln(z)(%+a) + ln(y)eln(y)(%+a) + ln(z)eln(z)(%+a))
= /\(ln(a:)x%+a + ln(y)y%+a + ln(z)z%"'a)

Setzt man nun die Werte z = 26, y = 9, 2 = 4, A = 12 und a = 0 ein, so ergibt nach
nach dem Envelope-Theorem die marginale Anderungsrate des Optimalwertes fiir das
Ausgangsproblem, d.h. der Wert

12(In(36)+/36 + In(9)v/9 + In(4)v/4) ~ 370,38 > 0

Durch marginale Verkleinerung des Exponenten, d.h a < 0 kénnen also die minimalen
Kosten verringert werden.
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