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Kapitel 1

Aufgabe 1.

a)

b)

e)

Der Zusammenhang kann nicht durch eine Funktion beschrieben werden,
weil zum Gewicht des Briefes noch die Abmessungen hinzukommen.

Der Zusammenhang kann durch eine Funktion beschrieben werden: die
Dauer hiangt von der Ablaufgeschwindigkeit ab, die wiederum vom ak-
tuellen Fiillstand abhéngt (feste Ablauféffnung am untersten Punkt des
GeféBles angenommen). Der genaue funktionale Zusammenhang héngt
von den weiteren Eigenschaften (z.B. von der Form) des Geféfes ab.

Der Zusammenhang kann nicht durch eine Funktion beschrieben wer-
den, zur Entfernung sind grundsétzlich weitere Angaben erforderlich,
beispielsweise die die Zugart.

Wenn man nur einen Teiler meint, so ist dieser noch nicht eindeutig
durch die Zahl festgelegt, der Zusammenhang kann also nicht durch eine
Funktion beschrieben werden. Wenn man die Menge aller Teiler meint, so
liegt zwar eine eindeutige Zuordnung vor, aber nicht in dem Sinne einer
reellwertigen Funktion.

Dies ist eine Funktion, denn die Menge {1,..., 2} hat 2 Teilmengen.

Aufgabe 2.

a)

b)

Fir z = 1 kann kein eindeutiger Wert y zugewiesen werden (laut Tabelle
sowohl y = 3 als auch y = 2. Daher kann es zu dieser Tabelle keine
Funktion geben.

Erhoht sich  um 1, so verringert sich y um 2. Der Funktionsterm sollte
den Bestandteil —2z haben. Mit dem Punkt (0|2) kommt man auf © —
—2x + 2. Jede beliebige reelle Zahl darf eingesetzt werden.

Die y-Werte sind jeweils um eins erhéhte Potenzen (£1)3, (£2)3, (43)3.
Man priift, dass = + 2% + 1 zu der Wertetabelle passt. Jede beliebige
reelle Zahl darf eingesetzt werden.

y ist jeweils negativer Kehrwert von z, also ist z +— —% der gesuchte
Term. Mit Ausnahme von x = 0 kann jeder Wert fiir  eingesetzt werden.



Aufgabe 3.

a)

f(3)=32+2=14

f(=5)=3-(-5)+2=-13
f(t)=3t+2
FG+1)=3((+1)+2=t+5
JG)=3-1+2=242
b) f(3)=-9(3 -1 +4=3
f(=5) = —9(—=5—1)2 +4 =320
fA)==9(t—1)24+4=—-9(t2—2t+1)+4=—9t2+18t—5
FE+1)=—9(+1-1)+4=-9(£)*+4=—-t*+4
_ _ 0= |, —9(-24+4% _ _9418t—9¢244s> _
{(5%2)+?8t__2(%_1)2+4 =% +td= t2 - 9+18tt29t =
t2
2y 3+1 - 5 _
C) f(§) - g,l - ,3% =-5
_ =541 _ -4 __ 2
f(75)* _5J_r1 — -6 — 3
f) =4
£4+1+41 £42
f(%""l): §+171 - 3% *#
1 it
F) =4 = =
Aufgabe 4.

a)

Der Definitionsbereich beinhaltet alle Werte, fiir die der Nenner ungleich
Null ist. Die Nullstellen des Nenners ergeben sich als Nullstellen von
z—1=0&zr=1und3z4+2=0c0=—-2 Alsoist D={zeR:z#1
und z # f%

Die Definitionsliicken bestimmt man, indem man den Ausdruck von innen

nach auflen auswertet und iiberlegt, fiir welche Werte die Berechnung

eines Bruch-Teilausdruckes nicht moglich ist. Zunéchst ist genau fiir x =

0 ist der Ausdruck 1 nicht erklirt. Anderenfalls gilt ﬁ = 5.
.

x

Dieser Ausdruck wiederum ist fiir x = % nicht erklart.

Insgesamt ist der Ausgangsterm fiir z € {0, 3} nicht erklirt. Als maxi-
maler Definitionsbereich kommt daher R\ {0, 1} in Frage. Sie sehen an
diesem Beispiel, dass sich durch Termumformungen der Definitionsbe-
reich eines Funktionsterms verdndern kann. In diesem Beispiel darf zwar
der Wert = = 0 nicht in den Ausgangs-Term eingesetzt werden, allerdings
ist der Ausdruck in x = 0 stetig ergdnzbar durch den Wert 1.



Aufgabe 5.

r 3x+2 = -9x—-12+4 =z I+l
-4 -10 | -3 —52,25 —4 3
-3 -7 | -1 —32 -3 1
-2 -4 | -1 —16,25 -2 3
-1 -1 0 -5 —1 0
0 2 3 1,75 0 -1
1 5 1 4 1 Definitionsliicke
2 3 1,75 2 3
3.1 2 -5 3 2
4 14 |3 —16,25 4 2

Aufgabe 6.

Unter der Annahme, dass alle Strecken jeweils samt ihrer Endpunkte zum
Graphen gehoren, gilt folgendes:

a) stellt keine Funktion dar. Beispielsweise liegen die Punkte (0]/0) und
(0]40) auf dem Graphen

b) stellt keine Funktion dar, denn die Punkte (5[3) und (5|5) liegen auf dem
Graphen.

c) stellt eine (stiickweise lineare) Funktion dar mit Definitionsbereich [1;9].

d) stellt eine (stiickweise lineare) Funktion dar mit Definitionsbereich [1;9].
Beachten Sie, dass die ,steilen” Verbindungsstrecken nicht vertikal sind,



f

so dass eine Funktion vorliegt (d.h. jedem Wert x ist genau ein Wert fur
y zugeordnet).

Fiir 8 # 0 stellt der Graph keine Funktion dar, weil er insbesondere die
Ordinate zwei Mal schneidet. Fiir o = 0 stellt der Graph eine Funktion
dar mit Definitionsbereich [0; 2] und 2 = 6+3+1.54+0.754++0.375 = 11.
625 (Summe der fiinf Halbkreisdurchmesser, welche den Graphen bilden).

stellt eine Funktion dar mit Definitionsbereich [1; 5] U [6;0].

Aufgabe 7.

a)

f([0;5]) = {f(z) : € [0;5]}. Damit ergibt sich die gesuchte Bildmenge
wie folgt:

r€[0;5]le0<r<5e0<2r<10& -1<2r-1<9«& -1<
flz) <9.

Also ist f([0;5]) = [—1;9]

FY[-2;0]) = {z € R: f(x) € [-2;0]}. Damit ergibt sich die gesuchte
Urbildmenge wie folgt:

@) €[-20] e 2< fla) <0 2<2-1<06-1<2r <1
o<k

Also ist f~1([-2;0]) =[5 3.

Bild(g) = ¢([0;1]). Damit ergibt sich die gesuchte Bildmenge wie folgt:
rellel<zr<le 5<-hr<0e-3<2-rx<2s-3<
g(x) <2.

Also ist Bild(g) =] — 3; 2]

und g 1 ([-4;—-1]) = {z € Dy, = [0;1] : g(x) € [—4;—1]}. Damit ergibt
sich die gesuchte Urbildmenge wie folgt:
—4<2-br<-1&-6<-br<-3o2<s<8

Also ist g7 1([~4; —1]) = [%, g] NDy, = [%, 1].

Die Rechnungen sind etwas miihselig, es sei denn, man nutzt gleich aus,
dass die Funktion h eine streng monoton wachsende Funktion ist (d.h.
fiir alle 21,22 € Dy, gilt 21 < 29 = h(x1) < h(xg)) dieser Begriff wird
gleich im néchsten Abschnitt besprochen, Sie sollten ggf. die Bearbeitung
dieser Teilaufgabe dann nachholen.

Wie kann man die strenge Monotonie von h erkennen? Indem man zu-
nachst den Term so umformt, dass man einfache Aussagen wie z.B.



0<z <29 = ;11 > ?12 oder x1 < 1o = —x1 > —xoverwenden kann.
Beispielsweise konnte man folgendermaflen die Monotonie nachrechnen:
falls 1 <z < 9 < 2, so gilt:

1 1

oz 1 1 1 _
h(z1) = z143  T1+3 3 + 3—x < 1+ 2 + “3—x5 h(z2)
1+ — —_——
R >—3—x2
3
TR <
5
>1+%
——
< 1
1+%

Mit Hilfe der strengen Monotonie folgt:
re[l;2lel1<zx<2sh(l) <h(zr) <h(2) <0< hx)<
Es ist also Bild(h) = h([1;2]) = [0; £].

5

Tt

Nach dieser Rechnung ist klar, dass nur Werte in [0; ] angenommen
werden konnen. Es gilt mithin h=1([0;1]) = h=1([0; £]) = Dy, = [1;2]

Aufgabe 8.
a) [ ist streng monoton fallend und streng konvex

b) f ist streng monoton fallend und weder konkav noch konvex. In (4|4)
liegt ein Wendepunkt (von rechtsgekriimmt nach linksgekriimmt) vor.

¢) [ ist streng monoton wachsend und sowohl konkav als auch konvex (dies
ist bei linearen Funktionen der Fall, vgl. das betreffende Kapitel

d) f ist streng monoton wachsend und streng konkav.

e) [ ist streng monoton wachsend und weder konkav noch konvex. In (4|4)
liegt ein Wendepunkt (von linksgekriimmt nach rechtsgekriimmt) vor.

f) f ist konstant und damit sowohl monoton wachsend als auch monoton
fallend (aber nicht streng monoton). f ist sowohl konkav als auch konvex
(aber nicht streng konkav oder streng konvex).

Aufgabe 9.

Alle Funktionen sind fiir z € [0; 1500] skizziert; dies wird als (6konomischer)
Definitionsbereich angenommen.

Die Kostenfunktion ist streng monoton wachsend, sowohl konkav als auch
konvex (linear) und hat den Ordinatenabschnitt (0/100). Sie nimmt ihr Ma-
ximum an fir x = 1500.



Die Erlosfunktion 1duft durch den Ursprung (einzige Nullstelle). sie hat ein
Maximum etwa bei z = 600 (der exakte Wert liegt bei 581,6) ein Minimum
bei x = 0 und eine Wendestelle bei x = 1000. Sie ist links von x = 600
streng monoton wachsend und rechts davon streng monoton fallend (wobei
der Bereich oberhalb von x = 1400 durch visuelle Uberpriifung nicht genau
zu entscheiden ist, tatsichlich wechselt die Funktion bei = 1418, 3 noch
von streng monoton fallend zu streng monoton wachsend und hat an dieser
Stelle ein lokales Minimum). In = 600 liegt ein Erlésmaximum vor. Die
Erlosfunktion ist links von der Wendestelle streng konkav und rechts davon
streng konvex.

Die Gewinnfunktion hat den Ordinatenabschnitt (0] — 100) und die unge-
fahren Nullstellen z &~ 1 und = ~ 1460, 75. Sie ist streng monoton wachsend
fir x < 500 streng monoton fallend fiir > 500. In x = 0 und = = 1500
liegt minimaler Gewinn (Verlust) vor, in = 500 maximaler Gewinn. Die
Gewinnfunktion hat eine Wendestelle in x = 1000, sie ist links davon streng
konkav und rechts davon streng konvex.

Die ungefihre Lage von Nullstellen, Extrema und Wendestellen ist mit Hilfe
von Geogebra oder einer anderen dynamischen Geometrie-Software zu fin-
den. Spéter werden wir Methoden besprechen, um diese Stellen auch rech-
nerisch ausfindig zu machen.

Aufgabe 10.
Tabelle der Verkettungen (f o g)(z):

_ z+1 1 1
g(xz) = | = - z z =1
flz) =
w41 AL 2241 | (c2)+l _ 1-a 141 _ 1 | et | =t
T z¥1 - T 41 T -z T =T + T 1 =z
x = z—1
_ _ ozl (=) = _1 _ _ 1
xr @ ( ‘T) =T x T x—1
1 1 x 1 1 1 1 1
1 L=z =1 T = = —=x—1
z T:ﬁ z+1 —x) z 1 z 4
z+1 o 1 1
€ x =T x € z—1
1 1, 1 1z 1 i |
z—1 zH g T (—z)—-1 7 =z+1 117 a1 z—1 “5-1"  z-2

Also ist f; Umkehrfunktion zu f5 (und umgekehrt), fo, f3 und f4 sind jeweils
zu sich selbst Umkehrfunktionen.

Skizze der Funktionen, aus der die Umkehrfunktionseigenschaften hervorge-
hen:



Aufgabe 11.

Eine Funktion f : D — R ldsst sich grundsétzlich umkehren, wenn jeder
Bildwert f(x) nur fir ein € D angenommen wird. In a) ist der Verlauf der
Funktion — auch im rechten Bereich — streng monoton wachsend, daher gibt
es eine Umkehrfunktion. In b) wird der Wert 3 zweimal angenommen, es gibt
also keine Umkehrfunktion. In ¢) ist der Verlauf streng monoton fallend, es
gibt also eine Umkehrfunktion.

Aufgabe 12.

a) Ry = ist die Relation zum Einheitskreis, d.h. dem Kreis mit Radius 1
um den Ursprung.

b) Zum einen gehort der Punkt (0|1) zu Ry. Nimmt man an, dass y # 1,
so lasst sich die Gleichung umformen zu z(y — 1) = y -1 < = = 1.



Also gehoren auch alle Punkte (1]y) mit y # 1 zu Ry. Also ist Ry =
{Om}u{(tly) : y #1}.

Die Betragsungleich 16st sich zu -1 <z -y <l z—-1<y<z+ 1
Die Relation besteht also aus allen Punkten zwischen den Geraden mit
den Gleichungen z =2 — 1 und z =z + 1.

gemifl Preisaushang der Deutschen Post von 2008 kosten Briefe mit ei-
nem Gewicht bis 20 Gramm 0,55€ (Standardbrief), bis 50 Gramm 0,90€
(Kompaktbrief), bis 500 Gramm 1,45€ (Grofibrief) und bis 1000 Gramm
2,20€ (Maxibrief). Sie miissen dabei jedoch gewisse Abmessungen ab-
hingig vom Gewicht einhalten, sonst fallen sie automatisch in die néchst
hohere Briefkategorie, deren Abmessungen sie erfiillen. Lasst man die
Abmessungen beiseite, so lautet die Briefportorelation

Ry = R4,1 @] R4,2 U R473 U R4,4 mit

R41 =10;20] x {0,55}, Ry 2 = [0;90] x {0,90}, R45 = [0;500] x {1,45},
R474 = [0; 1000] X {2,20}



Kapitel 2

Aufgabe 1.
a) a= S =-2,b=5-1-(-2)=7, f(x) -22+7=0&2=1
1_(_
b) a=ip =% 0= 4 - (-9-F) =-F.
97
fla)=-22-Y =0r=" =2

f(z) = 7 hat keine Nullstelle.

d) a= 3L =t b=3t—(-2)-(-t) = —t, f(z) = —tx —t =0.

Falls t = 0, so ist f(z) = 0 und jedes x € R ist Nullstelle. Falls ¢ # 0, so
ist flz) =0 2 =—1.

e) az%zlbzt—%,

f@)=2z+t-2s=0a=2"1t=5—

N+

2
. - o ttf*t% 2 tt—=1) ¢ ot t
f) Fir t 7é 1list a = 21(_3)1 = 5E—1) — 5(-1) — 5 b= —1 = (—3)5 =
5t4+3t(t—1) _ 31242t ot 3t% 42t
5(t—1) 5(t—1)° () = 52+ 5(t—1)

3t2 42t
Fiir t = 0 ist f(z) = 0. Fiir t # 0 ist x = —“‘(’T’” = —342 dje Nullstelle
von f.
Aufgabe 2.
Es ist az + 100 = 0 & 2 = —1% Fir 2 > —1% wird f(z) < 0, was

im Sachkontext einem negativen Preis entsprechen wiirde. Man wird die
Funktion also nur fiir x < —% interpretieren, eine gréflere Menge wird
nicht als Nachfrage berticksichtigt.

Aufgabe 3.
Mit einem linearen Ansatz f(z) = axz 4+ b und f(0) = 28000, f(5) = 0 ergibt
sich b = 2809-0 = —5600 und a = 28000 — 0 - (—=56000) = 28000, also

f(z) = 28000 — 5600.



Aufgabe 4.

Zunéchst wird der Verbrauch des Wagens im Leerlauf pro Stunde berechnet.
Ein Durchschnittsverbrauch von 6,7 1/100km bedeutet auf der bisherigen
Strecke einen Gesamtverbrauch von 170506 7 = 5,025 Liter. Nach 10 Minuten
ist der Gesamtverbrauch auf 1007 2 = 5,4 Liter angestiegen. Es wurden
also in 10 Minuten 5,4 — 5,025 = 0,375 Liter Benzin verbraucht, das sind

6-0,375 = 2,25 Liter pro Stunde.

Die Restmenge im Tank l&sst sich nun als Funktion der verstrichenen Zeit
schreiben: f(z) = 15 2,25z. Gesucht ist die Nullstelle dieser Funktion, d.h.

flxy=0s 2z = ﬁ = 6,6. Der Motor kénnte im Stau — bei gleich blei-

bendem Verbrauch — insgesamt 6 Stunden und 40 Minuten im Stau stehen,
abziiglich der bereits verbrachten Zeit also 6 Stunden und 30 Minuten.

Aufgabe 5.

a) f(x)=2@x—-1)—1=22-3

b) f(z)=-3(x—(-3))+4=—-3z+13
¢) fle)=2(x—5)+6=32x+2

d) f(z) = (2@ — (1)) —1=~20 +1
Aufgabe 6.

f(z)=3(x—t3) + (3t +2)

Aufgabe 7.

K(z) =0,2029(x — 3250) + 933 = 0, 2029z + 273, 575. Das konstante Glied
entspricht dem Grundpreis des Stromtarifs, d.h. dem verbrauchsunabhéngi-
gen Anteil der Stromrechnung (fixe Kosten).

Aufgabe 8.

Bringen Sie die angegebene Normalform y = tz + 12—1 in die Form einer
Geradengleichung —tz+y = 1—21 < —2tx+2y = 11. Wenn Sie nun anhand der
vorgegebene Geradengleichung 3x+sy = 11 einen Vergleich der Koeffizienten
zu x und y vornehmen, so sehen Sie —2t =3 &t = —% und s = 2.

Aufgabe 9.

a) y=3r+2<3x=y— Q@xffyfg Nach Tausch von  und y erhélt

man die Umkehrfunktion als f~(z) = 3o — 2

2
3
b) y=—tz—1& —tr=y+1eaz=-3y— 32 Also f'(z) = -3z — 2.

c) y=x < o=y Also f~1(x) =x.



d) Hier ist ¢ # 0, anderenfalls ist die Funktion nicht definiert. Dann gilt
y=5+@t-1) e $=y—(t-1) &z =ty—tt—1). Also gilt
f ) =te —tt—-1).

Aufgabe 10.

a) h(z)=8—1(z—2)=—1iz+ 2,

b) h(z) =14+ 8(x — (—16)) = 8x + 142,

¢) h(z)=9-3(@x-3)=322+2

Aufgabe 11.

Esist f(z) = fi (z) = +2—2. Jede Normale zu f(z) hat die Steigung a = —3.
Sie hat also die Punkt-Steigungsform g¢;(x) = —3xz + ¢ mit ¢t € R.

Aufgabe 12.

Eine solche Funktion kann es nicht geben. Die Normalform der genannten
Funktion lautet f(x) = ax + b mit b = yo — axg. Ihre Umkehrfunktion

lautet f~'(z) = 1z — 2. Thre Normale lautet h(z) = —1(z — zo) + yo =
—%x + 9o — %l‘o. Wenn f~! und h iibereinstimmen wiirden, miissten sie die
selbe Steigung haben, d.h. es miisste a = —é gelten, d.h. a®> = —1. Einen

solchen Wert a € R gibt es nicht.
Aufgabe 13.

a) Die beiden Funktionen f und g haben verschiedene Steigungen, daher

haben sich auch genau einen Schnittpunkt, den man durch Gleichsetzen
ermittelt: fgz + g =2r -4 & 71—5310 = —% S r= %

b) Die Geradengleichung wird in Normalform gebracht ¢tz + 5y = 10 — ¢t <
Yy = —%x + 2 — % Jetzt werden die Normalformen wieder gleichgesetzt:
—%m + % = —éx +2— é & %x = % Fiir t = 3 lautet die Gleichung
0 = 0 und ist allgemeingiiltig. Die beiden Geraden sind dann identisch.
Fiir ¢ # 3 ergibt sich genau ein Schnittpunkt z = —1.

¢) Fir t = 0 lautet die Geradengleichung « = 0. Es gibt dann genau einen
Schnittpunkt, ndmlich (0|Z). Fiir ¢ # 0 lautet die Normalform zur Ge-

radengleichung y = —%x — 1. Wieder werden die Normalformen gleich
gesetzt: —3x+ L= -S2 16 (-2 4+ 8z =—1-1T & =830, _ 12
Fiir t = 10 ist diese Gleichung unlosbar. In diesem Fall liegen die beiden

Geraden parallel. Fiir ¢ # 10 gibt es genau einen Schnittpunkt, ndmlich
fir x = —%ﬁw = %. Dies ist iibrigens auch fiir ¢ = 0 die oben

berechnete Losung.



Aufgabe 14.

a)

Skizze:

f4: y=-1.75x\ 7.25 fzz\yY 75X + 7.75

c(116
De715) (116)

H(-4.14% | 0)

a F(4.42910) | E(13|0)

-30

-25 -20 -15 -10

-45 -40 10
f31y = 0.125x + 5.875 B(5|-1)

fyiy =0.125x - 1.625

Gerade durch A und B: fi(z) = =2+ (z — (73))72_;(:51) —lg- 1

Gerade durch B und C: fa(z) =6 + (z — 1)671(_751) = —Tz 4 3Ll Gerade

durch C und D: f3(z) =5+ (z — 7)°=% = Lo+ 4. Gerade durch D

und A: fy(z) =5+ (2 +7) 2 = o - %

Diagonale durch A und C: hy(z) = 6+ (2 —1)° =(=2) _ 22+ 4. Diagonale

1—(— 3) =
durch B und D: ha(z) =5+ (x+7)" (= 1) = —12+ 2. Der Schnittpunkt
der Diagonalen ergibt sich durch Glelchsetzen: 2044 = f%:ch% & %x =

—2 & 2 = —1. Der Schnittpunkt ist also (—12).

Das Viereck ist ein Parallelogramm, weil die gegeniiberliegenden Seiten
jeweils parallel sind (erkennt man an der identischen Steigung der je-
weiligen Geraden). Der Fldcheninhalt des Parallelogramms ergibt sich
iiber folgende Dreiecksflichen. Dazu seien E(13(0), F(3'[), G(—47(0),
H(—22|0) die Abszissen-Schnittpunkte der Geraden durch A, B bzw.
B,C bzw. C,D bzw. D, A. Der Flacheninhalt des Parallelogramms ist
dann Summe der Dreiecksflichen A(GFC') und A(HAEFE) abziiglich der
Summe der Dreiecksflichen A(GHD) und A(BEF). Dabei wird durch
die y-Koordinaten der Punkte A, B,C, D jeweils die Hohe der Dreiecke
und durch Abschnitte auf der Abszisse jeweils die Linge der Grundseite
erklart. Die gesuchte Fléache ist dann

(B —(—47))-6+1 (13— (—2)-2— (-2 —(-47))-5—3(13—31).1 = 60.
Der Inhalt des Parallelogramms betréagt also 60 Flachenelnhelten

Aufgabe 15.
Fiir den ersten Wagen lautet die Weg-Zeit- Funktion s1(t) = 75t mit ¢ > 0, fur

den zweiten Wagen sq(t) = 80(¢t —

%) = 80t — 3 mit ¢ > 020 Der Zeitpunkt,

zu dem sich die Wagen treffen, berechnet sich als Schnittpunkt der beiden
Funktionen, d.h. fiir s1(t) = s5(t) < 75t =80t —§ <5t =§ <t =2 =32,

15 60



Die Zweite Wagen {iberholt den ersten also nach 32 Minuten. Dann hat er

s1(22) = 75 2 = 40 km zuriickgelegt. Neustadt und Althausen liegen also
mmdestens 40 km voneinander entfernt.
Aufgabe 16.

a) Der Schnittpunkt ergibt sich durch Gleichsetzen von f; und g;
—E+)r—(t+)=F+Dz+(t-1) 2+ )r= 2 r=0=
_t2:»1
Dann ist y; = fi(z;) = —(t2 + 1) (—#) — (t+ 1) = —1. Der Schnitt-
punkt ist also P(—zi| —1).

b) Die Nullstelle von f; ergibt sich zu

2 _ _ _ 1
P+ e -(t+1) =0 r=0;=—F%

Der Schnittpunkt von f; mit der Abszisse ist also Q(— tg'z_ll |0).

Die Nullstelle von g; ergibt sich zu

(t2+1)x+(t—1):0<:>m:xg=—%

—110). Das be-

Der Schnittpunkt von g; mit der Abszisse ist also R(— ttz i

trachtete Dreieck hat also eine Grundseite der Linge

| _t41 ‘ _ _2
t2+1 t2+1 t24+1
und die Hohe 1. Sein Fldcheninhalt betragt also
1 _
27 t2+1 1= t2+1

Dieser Wert wird maximal, wenn der Nenner t? + 1 minimal wird, also
fir t = 0. Der maximale Flacheninhalt ist dann 1.

Aufgabe 17.

flx) =m(z — 200) + 5 5 mit f(300) = 8, d.h. m(300 — 200) +55=8¢«
100m = 2,5 < m = 5. Die Funktion lautet also f(z) = j52 + 0,5. Der
konstante Term erfasst paketzahl-unabhanglge Riistzeiten, der Faktor E
entspricht dem durchschnittlichenb Abstand zwischen zwei Lieferungen. Da-
bei wird davon ausgegangen, dass alle Lieferungen den gleichen Zeitaufwand
(Fahrtzeit zwischen zwei Zielen und Abgabe des Pakets) erfordern.

Aufgabe 18.

Die Kunstschmiede muss mit der Erlésfunktion F(z) = 6502 rechnen. Damit
der Erlos die Kosten deckt, muss gelten E(x) > K(z), also

650z > 120x + 4500 < 530z > 4500 < = > 6,923

Es miissen also mindestens 7 Lampen verkauft werden.



Aufgabe 19.

a)

Genau dann, wenn t+1 = —3—1t < 2t = —4 & t = —2, liegen die beiden
Punkte vertikal iibereinander, es kann also dann keine Funktion geben.
Fiir t # —2 erhélt man die Punkt-Steigungsform fi(x) = (t - 2) (x —
(t+ 1))¢ Die Normalform hierzu lautet f(x) = 2t+41‘ + (t -

Hi-(—3-0"
2)—(t+1)53=8 = i-Tz‘r + (t72)(t+22+§t+1)(t 8 — o+ % Sofern im

folgenden die Funktion f; verwendet wird, muss man zwangsldufig davon
ausgehen, dass t # —2.

Fiir ¢ = 3 ist die Funktion konstant gleich 1 und hat keine Nullstelle.

2t—1
Fiir t # 3 ist * = — 453~ = — 2=} Nullstelle. Der Ordinatenabschnitt ist
1
durcfl f:(0) = t+2 gegeben. Damlt f+(0) = 0, muss gelten % =0&
t - b

Die Steigung der Funktion f; ist der lineare Faktor a = ZT-t < (2+t)a=

t—2&2a+2=t(l—a)=t= 21%22 Diese Umformung ist aber nur fiir
a # 1 moglich. Fiir a = 1 gibt es kein zugehoriges .

Betrachten Sie die Funktionen f; und f3 (letztere ist die einzige konstan-
te lineare Funktion in der Schar). Ein Punkt (x|y), der allen F; gemein-
sam ist, muss auf Fy liegen7 also muss gelten fi(x) = fs(x) = 1. Also
(=8, 4 201 _ _ 2t—1 _ —t43 _

Tt +t+72 1@1 r=1-— T@T_H—H_Q & ¢ = —1. Der
gemeinsame Schnittpunkt ist also N(—1/1).

Die Normale zur Funktion f;(z) = Q—_Hx + 2;_721 lasst sich nur in Normal-
form darstellen, wenn die Steigung von f; ungleich Null ist, d.h. fiir ¢ # 3.
Dann lautet die Punkt-Steigungsform der Normalen in N(—1|1) eben

ge(x) = 1 (a—(—1)) 25t = Py 1y 2o = 2ty dotider _ 2aty o,

3—t
Zuerst werden die Abszissenschmttpunkte von ft und g; berechnet. Fiir
ft ist dies (im Fall t # 3) die Stelle 7, = —2=1 fiir g, (im Fall ¢ # —2)

die Stelle z; = 2+t Ist also t ¢ {—2,3}, so hat das Dreieck die Eck-
punkte (72_5‘_t|0) (=25110) und (—1/1) und damit den Flicheninhalt

115 2t—1| _ —3)—(2+t)(2t—1)| __ —2t2492¢-13

sle — 331 = §| (t42)(=3) l = 2| Gio(i—3) |- Wir betrachten

diesen Ausdruck zunichst fir ¢ €] — 2; 3], dann kann man die Betrags-
2 5 5

striche weglassen und der Ausdruck wird zu %ﬁ:g"’ =—-1- %

Der Ausdruck wird minimal, wenn der Nenner (¢ 4+ 2)(¢ — 3) minimal
wird. Im Vorgriff auf das nédchste Kapitel ergibt sich der Scheitelpunkt
der Parabel t> —t — 6 = (t — )2 — 6,25, d.h. der minimale Wert fiir
t = % Auflerhalb des genannten Intervalls fir ¢ vertauschen F; und G,
nur ihre Rollen, es gibt keine weiteren Kandidaten-Dreiecke fiir minimale
Flécheninhalte.



Kapitel 3

Aufgabe 1.

Der Punkt wird jeweils in die Gleichung ax? = y bzw. 2% + ¢ = y eingesetzt.
Die Gleichung wird aufgelost. Nachstehend wird jeweils erst die Parabel az?
und dann die Parabel 22 + ¢ beschrieben.

a) a2 =7 a= % und 22 + ¢ = 7 < ¢ = 3 Dehnung bzw. Vertikalver-
schiebung nach oben.

b) a6® = —12 & a = —3 und 6%+c = —12 & ¢ = —48. Stauchung/Spiegelung
bzw. Vertikalverschiebung nach unten.

¢) a2’ =t a=%und 2>+ ¢ =t ¢ =t—4 Fir [t| > 4 Dehnung, fiir
|t| < 4 Stauchung, fir ¢t < 0 gleichzeitig Spiegelung. Vertikalverschiebung
um t — 4.

d) Firt # 0ist at? = 2 & a = t% Fir ¢ = 0 gibt es keine derartige
Funktion. Weiter ist t2 + ¢ = 2 & ¢ = 2 — t2. Fiir t? > 2 Stauchung, fiir
2 < 2 Dehnung. Vertikalverschiebung um 2 — 2.

e) Fiirt #0ist at? =2t < a = % Fiir t = 0 ist jeder Wert fiir a geeignet.
Weiter ist t2 + ¢ = 2t < ¢ = 2t — 2. Fiir |t| < 2 Dehnung, fiir [¢t| > 2
Stauchung. Vertikalverschiebung um 2t — 2

Aufgabe 2.

Man setzt jeweils die Punkt-Koordinaten z, y in die Gleichung y = az?+c <
¢ =y —ax? ein und erhélt zwei Gleichungen in den Unbekannten a, c. Durch

Gleichsetzen iiber ¢ bekommt man eine Gleichung in a.

a) c=0—a-1>= —aund c = 3—a-22 = 3—4a. Daraus —a =3—4a = a=1
und ¢ = —1.

b)c=2-a-32=2-9 und ¢ = -2 —a-(—1)? = -2 — a. Daraus
279a:727a@a:%undc:f%.
c) c=2—a-12=2—-agundc=t—a-22=t—4a. Daraus 2—a =t —4a &
8—t

3a:t—2<:>a:%undc:2—a:T.

dc=t—a-s>und ¢ = 2t —a- (2s)? = 2t — 4s%a. Daraus t — as® =
2t—4as? < 3as? = t. Fiir s = 0,¢ = 0 ist diese Gleichung allgemeingiiltig,



entsprechend gibt es unendlich viele Losungen fiir a, wobei jeweils ¢ = 0.
Fir s =0,t #0 ist die Gleichung unlésbar. Fiir s 75 0 hat die Gleichung
die Losung a = I Lounddazuc=t—as?=1t— 3g25 = 2t4

e) c=yo—a-z3und c = y; —a-z?. Daraus yp—a- x(z):ylfa 2?2 & a(x? -

— 2 Yi—Yo __ yO(Il xo) xo(yl Yo __
=y —yo & a= L% und c=1yg— = =
) y1=Yo - Yo xf—xo ]

. 5’-"1y0 onl
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Aufgabe 3. Es sind die drei Gleichungen y; = azi® + bx; +c¢ & ¢ = y; —
ax? —bx;, i = 0, 1,2 aufzustellen. Durch Gleichsetzen iiber ¢ erhilt man zwei
Glelchungen in zwei Unbekannten a, b, welche dann zu lésen sind.

a) c=1-a-02°~b-0=1,c=2-a-1>~b-1=a-b,c=10-a-3°-b-3 =
10 — 9a — 3b ergibt a +b =1 und 9a + 3b = 9.
Lost man die erste Gleichung zu b = 1 — ¢ auf und setzt das in die zweite
Gleichung ein, so ergibt sich 9a+3(1 —a) =9 6a=6<a=1.
Es folgt die Riicksubstition: b=1—a =0 und ¢ = 1.
Die Funktion lautet also f(x) = 22 + 1.

b)c=1-a-12~-b-1=1-a—-bc=2-a-22-b-2=2—4a—2b,
c=1-a-32-b-3=1-9a—3bergibt 1 —a—b=2—4a—2b < 3a+b=1
und1—a—b=1—-9a—3b< 8a+2b=0.
Lost man die erste Gleichung zu b = 1—3a auf und setzt das in die zweite
Gleichung ein, so ergibt sich 8¢ +2(1 —3a) =0 2a = -2 a= —1.
Es folgt die Riicksubstition: b=1—-3a=4undc=1—a—b=-2.
Die Funktion lautet also f(x) = —a2 + 4z — 2.

c) c=t—a-12-b-1=t—a—bc=4t—a-2>—b-2 =4t — 4a — 2b,
c=t—a-42—b-4 =t—16a—4b ergibt t —a—b = 4t —4a—2b < 3a+b = 3t
undt—a—b=t—16a —4b < 154+ 3b =10
Lost man die erste Gleichung zu b = 3t—3a auf und setzt das in die zweite
Gleichung ein, so ergibt sich 15a+3(3t—3a) = 0 < 6a = —9t < a = — 3L,
Es folgt die Riicksubstitution: b = 3t — 3a = 3t — _7% = % und ¢ =
t—a—b=1t—(-%)— 15t =5t
Die Funktion lautet also f(z) = —3fz? + 13tz — 5t.

d)c=0-a-1>-b-1=-a—bc=4—a-(-1)2-b-(-1)=4—a+b,
c=1t—a-3?-b-3 =t—9a—3bergibt —a—b=4—a+b < 2b=—4 < b= —2
und —a —b=t—-9a—-3b<8a=t—-2b=t+4 < a=TL
Es folgt die Riicksubstitution: ¢ = —a — b= — — % +2= %
Die Funktion lautet also f(z) = H%2? — 22 + 2%,

e) c=0—a-t?—-b-t=—t’a—thc=1-a-22-b-2=1-4a—20b,
c=1-a(-2)?=b(-2) = 1—4a+2b ergibt 1—4a—2b = 1—4a+2b < b =0

o)



und —t*a—th=1-4a—-2ba(t? —4)=-1+2- )b & a=—5.

Riicksubstitution ergibt ¢ = —t2a — tb = —% = t;—;. Diese Rechnung

ist aber nur korrekt fiir ¢2 # 4. Es ergibt sich dann die Funktion f(x) =

—pe® +

Falls t = 42, so gibt es keine Losung, weil der Punkt P(+2]|0) dann
zusammen mit einem der Punkte Q(2|1), R(—2|1) keine Bedingung fiir
eine Funktion angibt.

Aufgabe 4.
a) f(z) =222—a47=2(2?—10)+7 = 2(a*—Ja+15)+7—§ =2(z—1)2+32
b) f(z) =22 — 7= (x — 0)? — 7 ist bereits die Scheitelpunktform.

(
c) {(.;c) :25—3902 +5r=-3(a?-3z)=-3@a* -2z +2)+ 2 =3z -
¢ T 12
d) f(x) =22 — 4tz + 12 = (2% — 4tw + 4t?) — 3t? = (v — 2t)? — 32

e) f(x)=tx?+2t%x — 2t = t(a® + 2tw) — 2t = t(a? + 2w +12) — 2t — 3 =
tx+1)2 -2t —¢3

Aufgabe 5.

Scheitelpunkte lassen sich direkt ablesen. Daraus oben und unten links je-
weils: f(x) = a(z —3)?+2 und unten Mitte und rechts: f(x) = a(x —2)%2+3.
Offnung nach oben bedeutet a > 0, Offnung nach unten bedeutet a < 0. Ist
(zolyo) der Scheitelpunkt und liegt ein weiterer Punkt der Form (x0+1]yo=£c)
auf dem Graphen, so gilt |a| = |¢|. Aus den Graphen lassen sich so jeweils
die Streckungsparameter ermitteln:

—2(z—3)2+2 | 2(x—3)%?+2
(x—-32%+2 | —(z—-2)2%+3

Aufgabe 6.

a) 2 4+82-9=022+8r =9 22 +82+ 16 = 25 & (v +4)? = 25.
Losung ist t = —4—-5=-9undar=-4+5=1

b) dv —2—-22(3x —4) =4 & 622+ 122 -6=022-2r+1=0%
(x —1)2 = 0. Losung ist x = 1

(x—3)%+2
(r—2)2+3

ol

c) 2z-3)2=(@—-1)(r—-4) -9z 42> —1220+9 =22 - dr +4 &
3x2+2x+5:0<:>x2+%:c+§:0<:>x2+%:c+%:%—% Diese
Gleichung ist nicht 16sbar (Diskriminante —% < 0).

A 2 +tz+t+2 =00 2+tr+4 = —t+52 -3 & (z+1)? =

2 t—2)2—1
£ t-5 o (x4 b2 =210

5 . Die Diskriminante ist also D = 1 Fur



(t—2)2 < 1% |t—2| <1<« te€ll;3] hat die quadratische Gleichung also

keine Losung. Fiir ¢ € {1,3} hat die quadratische Gleichung eine Losung

T = —%. Anderenfalls hat sie zwei Losungen x = —% + 7”1‘/—22)2_1

©) —a?+(t+2r—(1+2) =06 2+ (i +2)z - (G LD T =) PN
(—t2)2 = G20 40y e (p—H2)2 = 224 Fire2 <4 et e] 2:2|
gibt es wieder keme Losung. Fiir t € {—2,2} gibt es eine Losung « = J§2

Anderenfalls gibt es zwei Losungen x = % + 7”22*4.

Aufgabe 7.

a) Gleichsetzen der Funktionen erglbt l2+r-1=224+3 & %xQ —r—4=
02?2 -22-8=0x (z—1)2 —9. Losungen sind 2 = —2 und z = 4.
Die Schnittpunkte sind also (—2| — 1) und (4[11). Die Gerade g ist eine
Sekante der Funktion f.

b) Die Funktion f ist nur fiir ¢ # 0 erklirt. Daher kann man sich bei der
Schnittpunktbestimmung auf diesen Fall beschriinken Gleichsetzen der
Funktion ergibt 2x2—3x—|—t— ly Lo 2y —7:v+5t—0<:>ac —
7t:v+5t2—0<:>( — It)? :43# 4§t2<:>(a: )2 =2t e x =
%t + 3t Schnittpunkte sind daher (3t|0) und (5¢|3¢). Die Gerade g ist
eine Sekante von f.

Aufgabe 8.

Damit g Tangente zu f ist, diirfen f und ¢ nur einen Schnittpunkt haben.
Bestimmen Sie also die Schnittpunkte von f und ¢ in Abhéngigkeit von .
o2 -2z +1 = Zert(:)éa:Q—Zx—t—Fl—O(:)a:—§x—2t—|—2—

0< (z— %)2 + 2t. Die Gleichung hat genau eine Losung dann und nur
dann, wenn t = . Der Beriithrpunkt ist dann (§]23).
Aufgabe 9.

Die gesuchte Normale hat mit g(x) einen Punkt (¢|2¢ + 3) gemeinsam und
daher die Punkt-Steigungsform h(z) = —3(z —t)+ (2t +3) = 3z + 3t +3.
Auflerdem ist xg so zu wihlen, dass h eine Tangente von f ist, d.h. dass die
Gleichung h(z) = f(x) genau eine Losung hat. Losen Sie diese Gleichung

auf 51‘ +m—1——§w+5t+3(:>x +3z =845t & a2 +3x+4 =

4 + 8+ 5t (:> (z+3)2 =4+ 5t Dlebe Gleichung hat genau eine Losung
in z, wenn + 5t =0 & t = —55. Die gesuchte lineare Funktion ist also
h(x) = f%x -

Aufgabe 10.

a) (z+2)(z—4)



b)
)
)
)

(x —VT)(z+ V7)

(z —0)(x+5)

T(x + 152+ 56) = 7(x + 7)(z + 8)
(x+4)(z+1)

Aufgabe 11.

Die betrachteten Funktionen werden zunéchst, falls erforderlich, in Schei-
telpunktform f(z) = a(x — x5)? + ys iiberfithrt. Dann ist mit dem Schei-
telpunkt (zs]ys) auch der zu bestimmende Bereich [z4;00[ gegeben. Fiir
a > 01ist f : [zs;00[— [ys;00] streng monoton wachsend, fiir a < 0 ist

f:

[s; 00[—] — 00; ys] streng monoton fallend. Die Umkehrfunktion erhalten

Sie wie folgt:

Stellen Sie die Gleichung y = a(x — z4)? + ys auf.
Losen Sie die Gleichung nach z auf. Sie erhalten » = z, + 1/%-#*. Von
den beiden Lésungen verwendet man x = x4 /%= im Fall ¢ > 0 und

r=1xs— /%2 im Fall a < 0.

Vertauschen Sie z und y. Der entstehende Term in x ist der Funktions-
term der Umkehrfunktion.

Hier liegt die Scheitelpunktform bereits vor. Der Scheitelpunkt ist (0]2),
der gesuchte Wert ist xy = 0. Auflésen der Gleichung: y = 2% + 2 &
22 =y —2 & x = £/y — 2. Die Parabel ist nach oben gedffnet. Die
Umkehrfunktion ist f=1 : [2;00[— [0;00[, f~1(2) = Vo — 2

Scheitelpunktform: f(z) = (x —2)? — 4 > —4, Scheitelpunkt ist (2| — 4),
also withle man z, = 2. Auflésen der Gleichung: y = (v — 2)? — 4 &
z = 2+ /y +4. Die Parabel ist nach oben gedffnet. Also lautet die
Umkehrfunktion f : [—4;00[— [2;00], f71(z) =2+ Vz + 4.

Scheitelpunkt von f ist (—2[4). Also ist z; = —2. Auflésen der Glei-
chung: y = —3(z + 2)2 + 4 & z = —2 £ /2. Die Parabel ist nach
unten gedffnet. Also lautet die Umkehrfunktion f=1 :] —oo;4] —] —00; 2],
f ) = -2 o

Scheitelpunktform f(x) = (x+%)2—(%+2). Scheitelpunkt ist (—%|— £ —
2), also ist z; = —5. Auflosen der Gleichung: y = (z + £)? — (% +2) &
T = —%:I:\ [y + % + 2. Die Parabel ist nach oben gedffnet. Also lautet die

Umkehrfunktion f~! : [—% — 2;00[— [—%;00[7 f(z) = % + \/@'



Aufgabe 12.
Die Nachfragefunktion hat die Punkt-Steigungsform p(z) = yo + L= (z —

xo). Die Gewinnfunktion ist dann jeweils g(x) = xp(x) — cox. Falls xﬁo< xo
und y1 > yo (bzw. 21 < xo und y1 < yo), so hat die Nachfragefunkti-
on negative Steigung und die Gewinnfunktion ist eine nach unten geéffnete
Parabel. Durch Ableiten der Gewinnfunktion und Nullsetzen der Ableitung
erhélt man den Abszissenwert x des Cournot-Punktes und daraus dann den

Ordinatenwert y = p(z).

a) Die Na!chfragefunktion ist p(z) = 120 + 25120 (1 — 100) = p(z) =
126 — 3.

Die Gewinnfunktion ist g(z) = 2(26 — 32) — 36z = 90z — 227 mit
Ableitung ¢'(z) = 90 — .

Nullsetzen und Auflésen nach z ergibt 90 — 2—?’593 =0 & z = 750. Dazu
ist p(750) = 81. Der Cournot-Punkt ist also C(750|81).

b) Nachfragefunktion ist p(z) = 64 + 2=0842 = 64 — ;Ta.
Gewinnfunktion ist g(z) = (64 — 3=2) — 502 = 142 — z=2? mit Ablei-
tung ¢'(z) = 14 — Joa.

Nullsetzen und Auflésen nach z ergibt 14 — %m =0 < x = 375. Dazu
ist p(375) = 57. Der Cournotpunkt ist also C'(750|81).

c¢) Nachfragefunktion ist p(z) = ¢t + <5 w

Gewinnfunktion ist g(z) = x(t + Sta) — cox = (t — cp)z — 5022 mit

Ableitung ¢'(z) =t — co — 52u.

Nullsetzen und Auflésen nach x ergibt ¢t — ¢y — tigox < x = 10. Dazu ist
p(10) = &2 Der Cournot-Punkt ist also C'(10[£52).

Aufgabe 13.
Die Scheitelpunktform ist p(z) = a(x — 0)? + 160 mit einer Zahl a € R, so
dass p(2000) = 30 < a - 20002 + 160 = 30 <> @ = — 7430

Die Nachfragefunktion ist also p(z) = 160 — ﬁx? Damit lautet die
Gewinnfunktion G(x) = xp(z) — K(2) = 160z — 5-29- 23 — 30z — 1000 =
130z — Jgoa0=a® — 1000

2000000
Aufgabe 14.

Man setze an mit einer Geraden y = g(z) = ax + b, die durch den Punkt
P lauft, d.h. fir die f(z¢) = axo + b gilt. Es ist dann b = f(z) — azy. Die
Geradengleichung lautet also g(x) = ax + (f(x0) — axo). Nun muss noch die



Steigung a bestimmt werden und zwar so, dass die Funktion f und die Gera-
de genau einen Schnittpunkt (d.h. Bertihrpunkt) haben. Dies fithrt zu einer
quadratischen Gleichung, die genau dann nur eine Losung hat, wenn ihre
Diskriminante D gleich Null ist. Aus dieser Bedingung an die Diskriminante
ergibt sich der gesuchte Wert von a, mit dem man schliefilich die Angabe
von ¢ vervollstiandigt. Der im folgenden jeweils berechnete Wert von a lésst
sich tibrigens auch mit den spéter noch behandelten Methoden der Diffe-
rentialrechnung als Ableitung berechnen. Der hier vorgestellte Weg ist aber
eine gute Ubung fiir das Losen parametrischer Gleichungen und Sie sollten
sich hier noch nicht durch vorschnelles Anwenden des Ableitungskonzeptes
um den Ubungseffekt bringen.

a)

fle)y=2% f()=1,g9(x)=ax+1—a-1

fle)=glx)er?=ar+1-as 21’ —ar+(a—1)=0

D= (3)" —at1= et = 00 D=0 [a=2]

Also g(z) =2z +1—-2=2z—1

fla) =2 -4z 47, f(4) =7, g(z) =ax+T7—a 4

fl)=gx) e —da+T=ar+7—4as 1’ (a+4)z+4a=0
2 2

D = (#4%)" —da = (HUZI00 = 28el6 = (7 D = 0 &5 [a=4]

Also g(z) =4 +7—-16 =42 -9

flx) = —222 -8z -5, f(-3)=1, g(x )—ax—|—1+3a

flx)=g(x) & —222 -8z —5=ax+1+3a < 22 —&—%*8374—%:0
_ (a+8\2 _ 3a+6 _ (a+8)®—8(6+3a)) _ a%-8a+16 _ (a—4)? _
D= (47)" - 350 = ¢ 6 =t =, D=0«
a=4
Also g(z) =4+ 1+ 12 =4z + 13
flz) =42 +tx +2, f(2) =18 + 2t, g(z) = ax + 18 4+ 2t — 2a
f(@)=g(z) & da? +tx+2 =ar+18+2 —2a & 2? — 2z =8 —
D= (t;)2 a+t—8 _ (t—a)?—32(a+t—8) _ a®—2(t+16)a+(t+16)> _ (a—(t4+16))?
=3 = 64 = 64 = 64
D08 (=10
Also g(z) = (t—l— 16)x + 1842t — 2(t + 16) = (t + 16)x — 14
flay=—a2?>—a+1, ft)=—t*—t+1,g(x)=ar —t>*—t+1—a-t
fx)=g(r) & —2?—2+1 = ar—t>—t+1—ta & 2?+(a+1)z—t2—t—ta =
0
2 2 2 2
D= (a21)2 L2t ta = (a+1) +4f1 +dtt+dta _ a +2(2t+1ia+(2t+1)
(a+(2t+1)

A @ED p— g fa=—(2+1)

Also g(z)=—(2t+ D)z —t2 —t+ 1+ (2t + 1)t =—(2t+ Dz + 2 +1
Obervoraussetzung: ¢t # 0 (sonst ist f nicht quadratisch)
flx) =tx® =20 -5, f(—t) =t3+2t —5.g(x) =ar+t3+2t —5—a- (—t)



— 2 _ 3 2_a¥2,. 42 _
f(x) =g(z) & tr*—22—-5 = ax+t°+2t—5+ta & 2°— 4= —1°—a—2 =0

_ (a+2)2 | ;2 _ (a+2)2+4t% (P +a+2) _ (a+2)2+4(at2)t2 4t
D_(22t2) +t +a+2_ - 4t2 : = 4?2 -
@220 D=0 |a=—2(1+1¢%)

Also g(z) = —2(1+ )z +t3 +2t =5 -2(1+ 12t = —2(1 + )z —t3 -5

Dieses Ergebnis stimmt iibrigens auch fiir ¢ = 0, dann stimmen f und g
iiberein.

Aufgabe 15.

Die Aufgaben lassen sich mit der Scheitelpunktform f(z) = a(x — z5)? + ys
16sen.

)

Gesucht ist y; = £(0). Mit S,P wird zunichst der Offnungsparameter a
bestimmt. Mit S ergibt sich f(z) = a(z — 2)? — 1. P einsetzen: f(1) =
lea(l—22-1=1%a=2 Alsoist f(z) = 2(x —2)? — 1 und
y1=[f(0)=20-22-1=7.

Hier liegen P und @) symmetrisch zum Scheitelpunkt, d.h. es muss ys =
f(6) = f(2) = 3 gelten. Man kann aber auch wie in a) vorgehen:

f(@) =a(z—4)2+1,a(2-4)?+1 =3 a=1.y1 = f(6) = 1(6—4)*+1 =
3

Gesucht ist ys. Setzen Sie P und @ sowie z in die Scheitelpunktform
ein. Sie erhalten zwei Gleichungen, aus denen Sie a eliminieren kénnen
und so schliellich ys erhalten.

a(0-2P2+y;=1lwa=1(1-y) unda(l -2 +y, =0 a=—y,.
Gleichsetzen iiber a ergibt (1 —y,) = —y, <y, = — 3.

Gesucht ist x5. Weil S offensichtlich keiner der beiden Punkte P, sein
kann, kann man bei allen Rechnungen davon ausgehen, dass z; & {0, 3}.
Gehen Sie nun wie in ¢) vor, zum Schluss ergibt sich eine Gleichung in

Ts.
a0 —z5)> -3 =1&a=

v

unda(3flfs)2*3:5<:>a:ﬁ'

ﬁ ¢ 2(3 — x5)? = 8z2. Es gibt

zwei Losungen, x5 = 1 oder zz; = —3. Bei der Kehrwertumformung ()
handelt es sich unter der Oberannahme xz; & {0,3} tatsichlich um eine
Aquivalenzumformung, so dass fiir die Lésungen keine Probe erforderlich
ist.

Wenn ¢t = 0 oder ¢t = 1, so stimmt S mit P oder mit @ iiberein. Im Fall
t =0 = x( folgt also ys = yg = 1, im Fall t = 1 = z folgt ys = y1 = 0.
Wenn ¢t € R, t ¢ {0,1}, geht man wie in c) vor, allerdings ist jetzt
variabel, s = t.

2
s

N B

Gleichsetzen iiber a ergibt = =



t2
Gleichsetzen iiber a ergibt 1;2?”5 = —(137;)2(@(1 —ys)(1—=1)? = —y,t? &
(1= )2 =y (1= )% = —yt & y, (1= 1% —12) = (1—1)? & y,(1 - 2t) =
(1—-t)2. Fiir t = % hat die letzte Gleichung keine Losung, es gibt also keine

quadratische Funktion f. Fir ¢ # % ergibt sich die Losung y, = (tg):.

Diese Formel erfasst dann sogar die Fille t = 0 und t = 1.

a0 =) +ys =1=a="5 und a(l — )2 +y, = 0 = a = — ;%5

Weil P,(Q symmetrisch zur Achse z = 4 liegen, muss der Scheitelpunkt
auf dieser Achse liegen oder das Problem ist nicht 1osbar. Konkret 16st
man die Aufgabe wie in e) durch Gleichsetzen.

a-t)?+ys =3 a2-t)? =3 —-ysund a(6 — 1) +y; = 3 &
a(6 —t)? = 3 — y,. Beim Gleichsetzen verschwindet die Variable y,, d.h.
es ergibt sich a(2 — )2 = a(6 — t). Diese Gleichung ist wahr fiir ¢ = 4
und falsch fiir ¢ # 4. Fiir ¢t = 4 ist also jeder Punkt S(4|ys) ein passender
Scheitelpunkt, fir ¢ # 4 gibt es keine Funktion zu diesem Scheitelpunkt.
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Kapitel 4

Aufgabe 1.
a) (8a®)(4ab?) + (2ab)(—5a%b) = 32a*b? — 10a*b? = 22a*p?

2,2,,4

b) u2v?w* —u?(vw?)? = u= 22wt —uvPw? = (v —u? 2wt = (S i

u2

¢) (75+5x)(z7° —5z) = (75)2 + (5a)z=® — 2~ °(5x) — (5z)(5x) = 2710 —
2522
r72) = 2dr 20003420272 = 2222+ 2% = 2 (1-22+22) = 2(1—2)?

e) a®" —18a" + 81 = (a™)? — 2a"™ -9+ 9% = (a" — 9)?

f) 3xty? — 623y3 + 1202y* — 24a9® = 3xy?(2® — 22%y + 4wy® — 8y3) =
3ay?(x — 2y)°

g) ab*(2a* —b)® —a(8(a®b)? — b°) = ab?®(8a’® — 12a*b + 6a%b* — b3) — 8a"b? +
ab® = 8a7b? — 12a°b> + 6a3b* — ab® — 8a"b? + ab® = —12a°b® + 6a3b* =
6a3b3(—2a? + b)

Aufgabe 2.

a) V18 —4v/8 =29 —8V/2 =682

b) 3VT —2VT +5vT = 3VT VT—2V/T +5VT VT = 21T 14424517 =
2661/7 — 14
¢) V96210 = /3. 25(22)5 = /3V/255/(22)5V/25 = 2223
3

d) 3/4a b _ 4a _ b _ 4a®—5b>
5b a ~ 5b a 5ab

e) Vit — 15VuBv + 15vVuPv? — 125vVund = Ju(yu® — 3 - 5’V + 3 -
52/uv/v?) — 5%/0° = V(v — 5/)

8 3 4
[ VRVEVIVE= YV VTN = W0 R T <
t



Aufgabe 3.

a) t2—2t _ V223 _91-v2 _
S PR V2-1 V2-1
3 2
3,2 _\/3 3. /3.3 3
b t°—t _ 2 _2V272 2 (\/g_ ) =3,/2 -3
) -3 Vi1 3-1 3 2
c) t(t?—t)+2(a —a{tf Valya® = \Ja) + 242 — 2a = Ja' — Ja* +
2a° — 2a = 3a® — 3a = 3a(a — 1)
d) t—z‘ _ z(z+l)—x _ Paz—x 22 _ =z
t lt=z(z+1) = z(z+1) z(x+1) — a(x+1) T a+1
€) 2U+5Y| = 9oE | 5YAE _ gVSVE | 5YWE _ 9t 45\ f5
2t+45s
BV
f) 1—y* 122 _ 1-(01—2®? _ 1-142:2-2% _ 2z2-24
e I—Viz2?  1=(=2?) — T 1-1+422 T a?
2
L(2—a?) =2—2a?
Aufgabe 4.
a) b) c)
-1 2 -1 7 30 -1 1 10 t 0 -2 t
-3/0 3 —15 48 -3,0 -9 27 —-78 231 3,0 =3t 9 6 — 27t
-1 5 —16 55 3 -9 26 —77 221 t =3t —24+9t 6—26t
-1 2 -1 7 30 -1 1 -10 t 0 -2 t
-2/0 2 -8 18 20 —6 12 —22 42 20 -2t 4 4—8t
-1 4 -9 25 3 —6 11 —21 32 =2 244t 4Tt
-1 2 -1 7 30 -1 1 —10 t 0 -2
-1/0 1 -3 4 10 -3 3 -2 1 10 —t ¢ 2t
-1 3 —4 11 3 -3 2 -1 -9 to—t -2+t
-1 2 -1 71 30 -1 1 —10 0 -2 t
00 00 0 00000 00 0 00 0
-1 2 -1 7 30 -1 1 —10 0 -2 t
-1 2 -1 7 30 -1 1 -10 0 —2 t
10 —-11 0 1033 23 1 t ot —24t
-1 1 7 3 3 2 3 =7 t -2+t —-2+2t
-1 2 -17 30 -1 1 =10 0 -2 t
210 -2 0 -2 20 6 12 22 46 2 2t 4t —4+ 8t
-1 0 -1 5 3 6 11 23 36 2t —24+4t —4+9¢
-12 -1 7 30 -1 1 =10 0 -2 t
310 -3 -3 -12 30 9 27 78 237 3 3t 9t —6 4 27t
-1 -1 -4 -5 39 20 79 227 3t —2+9t —6+28t




In ¢) zuséatzlich

t 0 =2 t t 0 =21
t o 2 8 —2t+t* wnd 5 0 VI 1 -
t 2 243 —tt4 t oVt -1 —%th
Aufgabe 5.
1 —12 45 —54

r+3 0 z+3 22—-6x—27 23—322+54

1 2—-9 22—6x+18 23 — 3z

Also ist h(x) = f(x + 3) = 2% — 322. Anhand der Festlegung von h(x) hat
h dieselben Funktionswerte wie f, allerdings zu einem jeweils um 3 Ein-

heiten verschobenen Argument. Dies entspricht einer Linksverschiebung des
Funktionsgraphen.

Die Nullstellen von f miissen demzufolge durch eine Rechtsverschiebung aus
den Nullstellen von h berechnet werden. Die Nullstellen von h sind aber
leicht zu berechnen: h(x) = 2® — 322 = 2%(z — 3) und h(z) = 0 fiir x = 0
und x = 3. Die Nullstellen von f miissen daher x = 3 und = = 6 sein. Wir
machen die (eigentlich nicht notwendige) Probe mit dem Horner-Schema:

1 —-12 45 —54 1 =12 45 —54
3/0 3 =27 b4 60 6 —36 54
1 -9 18 0 1 -6 9 0
Aufgabe 6.

a) Esist f(7) =9, d.h. der genannte Punkt liegt auf dem Graphen von f.
Weiter ist g(x) = f(x+7) =9 =2(x+7) —5— 19 = 2z. Dies ist eine
ungerade Funktion. Also ist f punktsymmetrisch zum Punkt P(7]9).

b) Esist g(z) = f(x +3) = —4(x + 3) + 7 = —4x — 5. Diese Funktion ist
nicht gerade, denn das lineare Glied ist vorhanden. Die Funktion f ist
also nicht symmetrisch zu x = 3

c) Esist g(z) = f(x +4) = 3(x +4)? — 24(x +4) — 41 = 322 — 89. Diese
Funktion ist gerade, also ist f symmetrisch zur Gerade = = 4.

d) Gesucht ist ein Wert ¢, so dass g(x) = f(z + t) eine gerade Funktion
ist. Es wird g berechnet: g(z) = —6(x +t)? — 24(z +t) — 9 = —6t% —
12tx — 24t — 622 — 24z — 9 = —622 — (12t + 24)x — (61> + 24t + 9). Diese
(quadratische) Funktion ist genau dann gerade, wenn das lineare Glied
verschwindet, d.h. wenn 12t + 24 = 0 < ¢t = —2. Die Funktion f ist also
symmetrisch zu z = —2. Sie kénnten die Symmetrieachse hier auch aus
der Scheitelpunktform von f erkennen.



Zunéchst priift man z.B. mit dem Horner-Schema nach, dass f(4) = 50.
Zu priifen ist weiter, dass die Funktion g(x) = f(z+4)—50 eine ungerade
Funktion ist. Es ist g(z) = (v +4)% — 12(z +4)? + 50(z + 4) — 22 — 50 =
23 4 2z offensichtlich eine ungerade Funktion

f) Es muss zunichst einmal b = f(a) = —a®+6a? —2a+ 7 sein. Weiter muss
g(z) = f(z+ a) — f(a) eine ungerade Funktion sein. Hier errechnet man
flata)—f(a) = —(a+2)°+6 (a+ 2)* —2(z+a)+7— (—ad 464> —2a+
7) = —a + (6 — 3a) 2> + (12a — 3a® — 2) z. Diese Funktion ist ungerade
genau dann, wenn 6 — 3a = 0 < a = 2. Hierzu lautet b = f(2) = 19. Der
gesuchte Symmetriepunkt ist also P(2[19).

Aufgabe 7.

a) f(z)+g(x) =522 — 62 +2
f(@)g(z) = — (z — 2?) (42® — 5z + 2) = 4a? — 923 + T2? — 22

b) f(z)+g(x) =2*+323 -5
f(@)g(z) = (2* +2) (32® = 7) =327 — Ta* + 62° — 14

o) fl@)+g@)=@—-22@—-3)+(@—1)(z+3) =23 — 622+ 18z — 15
f@)gz) = (z—1)(x—2)° (x —3) (z +3) = 2 —ba* —a3 + 4122 — T2+
36

d) f(@)+glx)=tad—(t—z)(z+2)—22+T=ta®+ 22 —to — 2t +7
f@)g(z) ==t — =) (x+2) (ta® — 22+ 7) = —t2z* -2t 23 +ta°+ 22t +
2tx? — 3tw — 14t — 22° + 322 + 1z = ta® + (2t — ?) 2? — (22 +2) 2% +
(2t +3) 22 — (3t — 14) z — 14t

Aufgabe 8.

Die Polynomdivisionen werden hier mit dem Horner-Schema durchgefiihrt:

1 -3]2

a) 5.0 5 |10

1 2 12

also ist f1(z)/g1(x) =z + 2+ 22 g1 ist kein Teiler von fi.

1 =312
170 1 -2
1 =210

also ist fi(x)/g2(x) = & — 2. gy ist Teiler von fi.



1 -8 17 -10
510 5 —-15 | 10
1 -3 2 0

also ist fa(z)/g1(z) = 2% — 3z + 2. g1 ist Teiler von fo.

1 -8 17  —10
110 1 -7 110
1 -7 10 |0

also ist fa(z)/ga(x) = 2% — Tz + 10. go ist Teiler von fo.

1 =817 -10
510 0 -5 10
6 0 6 -12 0

1 =210 0

also ist fa(x)/ga(x) = & — 2. g4 ist Teiler von fs.
1 3 =13 =39 36 108

170 1 4 -9 48 | —12

1 4 -9 —-48 —12 96

also ist f3(x)/go(z) = 2* + 423 — 922 — 48z — 12+ 25 g5 ist kein Teiler
von f3.

1 3 —-13 -39 36 108
-5/0 0 =5 —45 | —180 —660
6 0 6 54 216 | 792 0
1 9 36 132 | 648 —552
also ist f3(x)/ga(x) = * + 922 + 36z + 132 4+ G2 g, ist kein Teiler
von f3.
1 -3 2
t o0t (=3 + )t
1 =3+t 2—-3t+¢

also ist f1(x)/g3(x) = x+t—3+ % g3 ist Teiler von f; genau dann,
wenn ¢ Nullstelle von fiist.

1 -8 17 —-10

t10 ¢ —8t + ¢ 17¢ — 8t 413

1 —8+t 17—8t+1? | —10+ 17t — 8% +¢3




also ist fo(z)/g3(z) = 2% + (t —8)x +t(t —8) + 17+ tg—&?r#.

gs ist Teiler von f; genau dann, wenn ¢ Nullstelle von fiist.

1 -8 17 —10

t1 0 0 t —8t

0/0 0 0 0
1 -8 17+t —-10-8t

also ist fo(x)/gs(x) =2 — 8+ w. g5 ist kein Teiler von f,
1 5 4—-t =5t —4t
e) 1.0 1 6 10—t | 10— 6t

1 6 10—t 10—-6¢t | 10— 10¢

also ist f1(z)/g2(x) = 2% 4 622 — (t — 10) & — 6t 4 10 — 12%=10,

g2 ist genau dann Teiler von fy, wenn ¢t = 1.

1 5 4—t | =5t —4¢
t 0 0 ¢t 5t 4t
00 0 O 0 0
1 5 4 0 0
also ist f. )
Aufgabe 9.

4(x)/gs(x) = 2% + b + 4. g5 ist Teiler von f,

a) Nullstellen von p(z) sind 2 und —4 (p-¢-Formel oder Vieta). Beides sind
auch Nullstellen von f, z.B. nachzurechnen mit dem Horner-Schema:

2 4 =20 -2 44 —48 2 4 =20 -2 44 —48
20 2 8 —4 =101 24 -4 0 2 -4 -4 14 —12
2 8 -4 —-10 24 |0 2 -4 -4 14 =120
p ist Teiler von f, was man mit dem Horner-Schema zur Polynomdivision
iiberpriift.
2 4 —-20 -2 44 48
8 0 0 16 0 —-32 48
-2/0 -4 0 8 —-12 0
2 0 —4 6 0 0

b) x = 3 ist einzige Nullstelle von p. Mit dem Horner-Schema ergibt sich,
dass dies auch Nullstelle von f ist.

1 -3 —4 12
30 1 0 —4
1 0 -4 10




p ist aber kein Teiler von f:

1 -3 -4 12
910 0 -9 =27
6 0 6 18 0

1 3 5 —15

Dass p kein Teiler von f ist, liegt hier daran, weil 3 eine doppelte Null-
stelle von p, aber nur eine einfache Nullstelle von f ist.

Nullstellen von p sind ¢ und 0. Diese werden in f eingesetze

1 —t ¢t -0 1 -t t —t*0
00 1 —t ¢ —t? t101 0t 0
1 -t t -2 0 10 ¢ 0 |0
Beide Nullstellen sind also auch Nullstellen von f. p ist ein Teiler von f,

wie Polynomdivision zeigt:
1 -t t —t* 0

0/0 0 00 0

t10 ¢t 0/t 0
10 ¢t 0 0

Fine Nullstelle von p ist © = —1. Mit Horner-Schema ergibt sich

11 22
110 =1 0] -2 ,alsop(z) = (z+1)(z +2).
10 20
r = —1 ist also die einzige Nullstelle von p.
x = —1 ist auch eine Nullstelle von f, sogar eine doppelte Nullstelle:
12 2 2 1
-10 -1 -1 —1| -1 Also f(z)=(z+1)(23+ 22+ 2+ 1) und
11 1 1 0
11 1]1
weiter —1 0 —1 0| —1 . Es gilt also f(z) = (z + 1)?(2% + 1) und
10 110

f hat keine weiteren Nullstellen.

f und p haben also dieselben Nullstellen, p ist aber kein Teiler von f.
Anderenfalls wire auch 2242 ein Teiler von (z+1)(2%+1) = 23 +22+2+1.
Das allgemeine Horner-Schema zeigt aber, dass dies nicht der Fall ist:



1 1
-2 =2
0 0
-1 -1

= o O
= o O =

Also gilt %j‘;“ =z+1-— ;21127 d.h. bei der Division bleibt ein Rest.

Aufgabe 10.

a)

Eine nichtganzzahlige Nullstelle muss hier geraten werden, z.B. z = %

Nach Abspalten des Faktors (x — %) verbleibt ein quadratischer Term,
dessen Nullstellen —3 und 2 mit p-g-Formel errechnet werden kénnen.
Weiter ist 5 — 2z — 20:17 +8x =(z—1)(-10—-162+82?) = (2 — 3)(z +
DBz —20) =4(z — L) (z + ) (= — 2).

Hier erraten Sie die Nullstellen +1, 3 und —8 als Teiler des konstantes
Gliedes 24.

Zuerst den Faktor % abspalten und Nullstellen 3 und —5 erraten. p(x) =

4(2° — 2t — 1823 + 5022 — 47z + 15). Mit Polynomdivision erhilt man
% 4(x® — 322 + 3z — 1) = 4(x — 1)3. Die letzte Umformung
leiten Sie entweder aus der binomischen Formel ab, oder Sie erraten die

Nullstelle = 1 und spalten sie (wenigstens) einmal ab.

Die erste Nullstelle x = 4 lesen Sie direkt ab. Die anderen Nullstellen

sind Losung der quadratischen Gleichung 2 + %x - 7T=0&2= —% +
,/% +7 = :I: 11 . Also sind die weiteren Nullstellen x = —% und
T =2.

Faktorisiere 3. Dann ist 52° + 352% — 402° = 23(522 + 35z — 40) =
523(2% + Tz — 8) = 5a®(x — 1)(z + 8).

Durch Ausprobieren erhélt man die Nullstelle x = —7. Nach Polynomdi-
vision verbleibt p(z)/(z +7) = 5+ 622 + x*. Mit der Substitution 2z = x>
ergibt sich der Restterm 2% + 6z + 5 = (2 + 1)(z + 5). Also lautet die
Faktorisierung p(z) = (z +7)(2? +1) (22 +5). Weitere (reelle) Nullstellen
hat p also nicht.

Substituieren Sie z = 2. Dann verbleibt der Term 422 — 104z — 108 =
4(22 —262—27) = 4(z —27)(2 + 1) = 4(2® — 27) (2 + 1). Sie konnen jetzt
die Nullstellen z = 3 und z = —1 erkennen. 3 — 27 und z3 + 1 lassen
sich dann noch weiter faktorisieren: z® — 1 = (z — 3) (2% 4 3z + 9) und
(B+1)=(@+1) (2> —z+ 1)) (mit Polynomdivision)

Substitution von z = 2?2 in 2m — 22?4 3 3=0 erglbt 122 otz + 2 =
0 & 22 — 4tz + 5 = 0. Diskriminante: D = 4t? — 5.



Falls D < 0, so hat diese Gleichung keine Losung, damit hat auch die
Ausgangsgleichung keine Lésung. Das ist der Fall fiir t2 < %, also fiir
—5 < VB

Falls D = 0, d.h. fir t = i§ hat diese Gleichung genau die Losung
2z =2t =++/5. ImFallt = ? hat die Ausgangsgleichung dann die beiden
Loésung z = :t\/ﬁ =+v/5. ImFall t = —§ hat die Ausgangsgleichung
dann keine Losung.

Letzter Fall D > 0 < t2 > %. Dann hat die Gleichung 22 — 4tz +5 =0

die zwei Losungen z = 2t ++/4t2 — 5. Jetzt muss fiir diese Losungen noch
die Gleichung 22 = z aufgelost werden. Diese hat zwei Losungen, wenn
z > 0, sie hat eine Losung, wenn z = 0 und sie hat keine Losung, wenn
z < 0.

—  Fall 1: t > % und z = 2t + v/4t?2 — 5. Dann ist 2z > 0 und die

Ausgangsgleichung hat die zwei Losungen x = ++/2t + V412 — 5

- Fa112:t>%undz=2t—\/4t2—5.Dannistz>O<:)2t>
VA2 —5 & 4t > 4t2 — 5 & 0 > —5. Also hat auch dann die
Ausgangsgleichung zwei Losungen © = +£1/2t — /412 — 5

~ Fall3: ¢t < —¥% und z = 2t + V42 — 5. Dann ist 2 < 0 & —2¢ >
VA2 — 5 & 412 > 412 — 5 & 0 > —5. Also hat die Ausgangsglei-

chung hat keine Losung

—  Fall4:t < —% und z = 2t — v/4t2 — 5. Dann ist auch z < 0 und
die Ausgangsgleichung hat keine Losung.

Aufgabe 11.
Lagrange-Polynome fiir P, Q:

P Q r Q
a)‘l—x x d)‘%(l—&—t—x) s1—t+x)
b) TE A(31m) o L2+a)
olf la
Lagrange-Polynome fir P, Q, R:
P Q R
a) 1(1-z)3-2) 1(3—a) -1+
b) 2%(7—36)(24—&:) 3—16(—3—0—:5)(24-@ 4%(3—:5)(7—31:)
(—14z)z ~ (A=z)(=t+x) z(—t+x)
c) (—1+i)t t I—t
d)  tQ+t—z)B+t—2) 3B8+t—a)(1—t+z) f(-1—-t+az)(1-t+x)
e) %(5—30)(1—!—@ 1—18(—2—0—30)(14-x) 1—18(2—37)(5—x)




Lagrange-Polynome fir P,Q, R, S:

| Q R S
a) ‘ Hl-2)2-2)B3-2) (2-2)B-2) H-2+2)(-1+a) 1B-z)(-1+a)
b) ‘ S(7T—2)2+2)B+12) z5(-3+2)2+2)B+2) £B-2)(T-2)B+1) &H(-2—2)3—2)(T— 1)
Bioye(1te) ) 10y tra) 2(Lta)(—t4x) P )a(—ita)
<) ‘ [ESEm I E=) G 2(1—%) 3(—1—%)
) ‘ (It—a)(3+t =) (B+t—a)a(1—t+z) a(—1—t+a)(1—t+z)
S(—1+1) (110 3(3+1)
e) ‘ (5 —z)a(l+ ) 5 (—2+2)z(l+2) —52-2)5—2)

Setzt man die Lagrange-Polynome dann iiber die Funktionswerte an den
vorgegebenen Punkten zusammen, so erhélt man die gesuchten Polynome

P’Q P7Q7R PyQ,R,S
a) 5— 3z 5 — 4z + 22 5 — 13z + 1322 — 323
19 = 23 11z 7z 23 11z 7z
b) T ot~ 60 ot 13— 60
c) t—x t—(1+t)z + 22 t—x—tax? + 23
d) 3t—=1 =z 3t—=1 =
P 2 2 2
o) 7t3—2 T 1—32t3j % i 8t9—4$+ 1—92t$2

Beachten Sie, dass die Lagrange-Polynome zu n Punkten jeweils Polynome
n — 1-ten Grades sind, dass aber durch das Zusammenfassen gegebenenfalls
auch Polynome geringeren Grades entstehen. Beispielsweise ist die quadrati-
sche Funktion in b) auch schon Losung fiir die Anpassung an die vier Punkte

PQ.R,S.
Aufgabe 12.

a) I8 — o8 __ A4 | B _ A(@=6)+B(z+1)
z2—5x—6 ~ (x+1)(z—6) ~ z+1 z—6 —  (z+1)(z—6)
Einsetzen der eigentlich verbotenen Werte x = —1 und = 6 in den

Zahler und Vergleich mit = + 8 ergibt die beiden Gleichungen A - (—7) =
7< A=—-1und B-7=14 & B = 2. Die Partialbruchzerlegung lautet

g z+8 2 1
also z2—-5x—6 = x—6 z+1
b) 8g=16 _ _B8a—16 _ _ A 4 B _ Alt+d)+B(z—4)
z2—16 ~ (z—4)(z+4) = z—4 Tz4+4 T (x—4)(z+4)

Einsetzen der eigentlich verbotenen Werte © = +4 in den Zahler und
Vergleich mit 8z — 16 ergibt die beiden Gleichungen 84 = 16 < A =

2 und —8B = —48 & B = 6. Die Partialbruchzerlegung lautet also
8z-16 _ 2 6
z2—16 r—4 r+4

c) 20-3t—3 _ _ 20-3t=3 _ A 4 B__ A(z+3)+B(z—t)
2—(t—3)z—3t = (z—t)(z+3) = z—t z+3 T (z—t)(x+3)
Einsetzen der eigentlich verbotenen Werte x = ¢ und x = —3 in den

Zahler und Vergleich mit 2z — 3t — 3 ergibt die beiden Gleichungen (3 +
1) A =—-t-3e A= —-1und B(-3—-1t) = -3t -9 & B = 3. Die

Partialbruchzerlegung lautet also: % =—-L 4+ %Jrg



d) #r0 = (Qf:;)lz =A 4 @ 133)2 = A((”;:?);’B. Zéhlervergleich fir 2 = 0

und = = 3 ergibt die Gleichungen —3A4 + B = —11 und B = —5, also

—3A = —6 & A = 2. Die Partialbruchzerlegung lautet also % =
2 5
z—3 (m—3)2
—18x+5 2-18z+5  _ _A B c :
©) i1 = (3271)(;1)2 = 31 T z-1 T G-z Als ein Bruch

A(z=1)’+B(3z—1)(z—1)+C(3z—1 "
(el (3(95_1)&(_1)2) ( ). Zum Zihler-

vergleich werden nun die Werte = = %, x =1 und x = 0 eingesetzt. Das
ergibt die drei Gleichungen %A = —% SA=-"2und-12=C-2<C=
—6und 5=A+B—-C < B=(C+5—A = 1. Die Partialbruchzerlegung

22— 18x45 2 + 1
3_T7x245x—1 3z—1

schreibt sich dieser Term als

6
lautet also 5 =1~ (@=1)2

f) Weil der Zihlergrad grofer oder gleich dem Nennergrad ist, muss zu-
néchst eine Polynomdivision durchgefiihrt werden:

204507902 9y 7 - 22 _9p 7 242 _9p 74 Ay B

z?—x z2—x z(z—1) —
20 + T+ %. Zéhlervergleich fiir x = 1 und = = 0 ergibt —4 =
B< B=—-4und -2 = A-(-1) & A = 2. Die Partialbruchzerlegung
lautet also % =204+ 7+ 28 =247+ 2 - L

Aufgabe 13.

Der Ordinatenschnittpunkt wird durch Einsetzen von x = 0 ausgerechnet.
Die Nullstellen werden nacheinander geraten, durch Polynomdivision abge-
spalten und ab Grad 2 werden die Nullstellen dann mit p-g-Formel oder
Vieta oder quadratischer Erginzung bestimmt.

a) f(x) =5z — 80z = bx(x? — 16) = bx(x — 4)(x + 4)

b) f(z) =—22%462% — 30 =%(4a? + 1220 —5) = — 3z (2z — 1) (2z — 5)

o) f(z)=223462—-4=2(x+1) (2% +22—2) =2(z+1)(z—V3+1)(z+
V3+1)

d) f(z) =32t — 222 = 12%(2? - 3) = L2% (2 — V3)(z + V3)

e) flz)=a*-3*+dx =2(2® -3 +4) =2 (z+1)(2* —22+4) ==



f) f(z) = 8z* — 2823 — 6222 + Tz + 15 = (v — 5) (82 + 122% — 2x — 3) =
(x—5)(z — 2)(82® + 16z + 6) = (z — 5)(2z — 1)(4a® + 8z + 3) =
(x=5)(2x—1)(2z+3)(2z+1)

Aufgabe 14.

Ansatz fiir die ungerade Funktion f(x) = ax + bx®, Ansatz fiir die gerade

Funktion g(z) = a + bz? + cz?
a) Ungerade Funktion durch P,Q: f(2) =0 und f(1) = —2, d.h.

2a+8=0,a+b=-2<a=—-b—

2
2(—b—2) 4 8y = 0, Losung ist: b = 2. Damit a = —3. Also ist f(z) =
2y — 823
3

. Einsetzen in die erste Gleichung:

Gerade Funktion durch P,Q,R: g(2) = 0, g(1) = —2 und g(—3) = 10,
dh.a+4b+16c =0, a+b+c = —2 und a + 90 + 81lc = 10. Die
zweite Gleichung wird zu a = —b — ¢ — 2 umgestellt und in die erste und
die dritte Gleichung eingesetzt. Das ergibt —b — ¢ — 2 + 4b + 16¢ = 0
und —b — ¢ — 2 + 9b + 81c = 10 bzw. vereinfacht 30 4+ 15¢ = 2 und

8b+80c=12 b= % — 10c. Dies wird nun in 3b 4 15¢ = 2 eingesetzt:
3(% —10c) +15¢ = 2, Losung ist: ¢ = %. Riicksubstitution: b = %— 10%
—gunda=-b—-c—-2= % % — 2 = —2. Die gesuchte Funktion lautet

also g(z) = =2 — Ltz 4+ tat

b) Ungerade Funktion durch P,@: f(2) = 0 und f(1) = ¢, d.h. 2a + 8b =

0 a=—-4bund a+b =1, dh. 74b+b:t@b:f%t.Damit ist

a = 5t. Die gesuchte Funktion lautet also f(z) = 3to — Lt

Gerade Funktion durch P,Q,R: f(2) = 0, f(1) = t und f(-3) = ¢,
dh.a+4b+16c =0 < a = —4b— 16¢c, a+b+c =t und a + 9b +
81lc = t.Setzt man die erste in die zweite und dritte Gleichung ein, so

ergibt sich —4b —16c+b+c =t < —3b—15c =t < b = —56—%?5

und —4b — 16¢ 4+ 9b + 81c = t & 5b + 65c = t. Eingesetzt erhélt man

5(—5c — $t) 4 65c = t, Losung ist: ¢ = {t. Riicksubstitution b = —5¢ —
3t = .—5(%& - ét =—2tund a = —4b— 16c = —4(—3t) — 16(:5t) = £t
Also ist g(z) = St — 2ta? + Lta’.
Aufgabe 15.
a) Ordinatenabschnitt: f(0) =0

Abszissenabschnitt(e) bekommt man durch die Nullstellen von f: f(z) =

0Oezd+22-2tr=0&z(@®+2-2t)=0

Also ist auf jeden Fall z = 0 eine Nullstelle. Weitere Nullstellen bekommt
man durch Losen einer (parametrischen) quadratischen Gleichung: Mit

D = i + 2t gilt:



- D>0st > —é: Dann hat die q.G. zwei Loésungen, nédmlich

1 / 1
- D=0st= —%: Dann hat die q.G. eine Losung, ndmlich —%

- D<0&t< f%: Dann hat die q.G. keine Losung.

b) f(z) = g(z) & 2® + 22 —2tw = —tx +t & 2® + 22 —tx —t = 0. Eine
Nullstelle errdt man als x = —1. Der erste Schnittpunkt ist also (—1|2¢).
Polynomdivision ergibt

x3+9;2+—1tx—t — 1.2 —t
Falls ¢ > 0 so gibt es zwei weitere Nullstellen, nimlich x = 4/t mit
den zugehérigen Schnittpunkten (—+/#[t(1++v/#) und (V#[t(1 —/t). Falls
t =0, so gibt es einen weiteren Schnittpunkt, ndmlich (0|0). Falls ¢ < 0,
so gibt es keinen weiteren Schnittpunkt

Aufgabe 16.

. : 2x _ x 2T _ x 3x _
Schreiben Sie c) als T T T d) als T = 4T und e) als Tyl =
xXr

L. Dann haben alle Ausdriicke denselben Zéhler, alle Nenner und Zahler

sin(3:1 grofer als Null, also ergibt sich die Anordnung geméf der umgekehrten
Anordnung der Nenner-Werte:

T x T T T
PESTRN +1 < y—1% < y—3% <y
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Kapitel 5

Aufgabe 1.

Die Exponentialfunktion zur Basis e ist streng monoton wachsend. Im Ge-
gensatz hierzu ist f; eine streng monoton fallende Funktion. Die anderen
beiden Funktionen sind ebenfalls streng monoton wachsend, wobei f; we-
niger stark und fo starker ansteigt als die Exponentialfunktion. Dieses An-
stiegsverhalten spiegelt sich auch in der Anordnung % <l<2<e<3
wieder.

Aufgabe 2.
Das Schaubild lautet

Aufgabe 3.

a) Mit der Funktionalgleichung folgt f(z + 1) = f(z)f(1) = 2f(z)

b) Mit der Funktionalgleichung folgt wiederum g(x+1) = g(z)g(1) = 5g(x)
und h(z + 1) = h(z)h(1) = 0,3h(z).

¢) Allgemein gilt fo(x + 1) = fo(z)fa(1) = afu(z)

Aufgabe 4.

Mit den Punkten P(p1|p2) und Q(q1|g2) muss jeweils gelten: ca?' = ps und
ca®* = qo. Es liegt also ein Gleichungssystem in zwei Unbekannten c, a vor,
welches zu 16sen ist.



a) cal =6und ca® =2,dh.c=2und2a =6 < a =3

b) ca? =1 a=14a=c?und ca? = 27. Substitution von a ergibt
co(c)2=2Ts 3 =2Tsc= 1.

c) ca?=tund ca =2
d) ca® =t und ca’ =2
Aufgabe 5.

Mit Zinseszinsen muss sich das Endkapital als 15000 = 10000 - (1 + 55)°
ergeben. Nach p aufgelost berechnet sich daraus der Jahreszinssatz zu p =

100({/ 12508 — 1) ~ 8,45.

Aufgabe 6.

Nutzen Sie die Ungleichung 1 + 2 < e*, indem Sie x durch passende Terme
ersetzen:

a) Esist 1+ 2z <e?® = (e2)® = a® mit a = €2.

b) Esist 1 =22 =1+ (—27) <e 2 = (¢72)? = a® mit a = e 2.
Aufgabe 7.

a) logy(gr) = logg(37") = (—4)logy(3) = —4

) log,(64) = log,(2°) = 6log,(2) = 6

) logg ;10 =1log;(0,171) = (~1)logg,(0,1) = —1

) log,(1) =0 fiir alle a > 0

e) logy(243) =logy(3°) = 5logy(3) =5- 3

) logya(t) = logga (t9°%) = loga()%) = & loga(t*) =
Aufgabe 8.

o o

o,

Zunéchst ist gemaB Rechenregel [2] des Logarithmus log,(y)r = log,(y")
und log, (y)/r = log, (y'/"). Weiter gilt = log,.(y) & (a")* =y & a™ =
y < re =log,(y) < x = log,(y)/r. Also gilt log,.(y) = log,(y)/r. Daraus
folgt log,1/-(y) = log,(y)/(1/r) = log, (y)r-

Aufgabe 9.
a) 3% =27 3° = 3% & o = 3. Die Losung ist z = 3 = log;(27).

b) 0,1% = 0,0001 < 0,17 = 0,14 < z = 4. Die Losung ist z = 4 =
logy,1 (0,0001)



c) 196% =14 & (14%)* = 14 & 14?* = 14! & 2z = 1 & z = 3. Die Losung
ist = § = logyg6(14).

d) 477 =256 & 477 = 4* & 24+ 7 = 4 & x = —3. Die Logarithmus-
schreibweise bekommt man z.B. durch die Umformung 4**7 = 4747 und
damit 4% = % 47 =473 =L &z =logy(1/64)

¢) 5-1,8" = 29,16 < 1,8" = 5,832 < 1,8 = 1,83 < x = 3. Die Losung
ist » = 3 = log; 3(5,832).

Aufgabe 10.
a) Es muss gelten log,(100) = 2 < = 100 < a = 10. Die gesuchte
Funktion ist f(z) = logyo(z) = lg(= )

b) Es muss gelten log,(0,125) = 3 < a® = 0,125 & a = {0,125 = 0,5. Die
gesuchte Funktion ist f(x) = log, 5(z).

¢) Es muss gelten log, (t) = t2 < a' =t < a = Y/t = t*/*". Die gesuchte
Funktion ist f(x) =log,./ ().

Aufgabe 11.

Man fiihre die jeweilige Exponentialfunktion jeweils auf e” zuriick und ver-
wende die Ungleichung e® > 1 4 x.

a) Bsist 22 = e™®)* > 1 4 In(2)x. Die Ungleichung 2% > 1 + cx gilt also
fiir ¢ = In(2).

b) (3)* =e(/27 > 1 4 1n(1/2)z =1+ (In(1) — In(2))z = 1 — In(2)z. Die
Ungleichung gilt also fiir ¢ = —In(2).

¢) a® = e™@? > 1 4 1In(a)z. Die Ungleichung gilt also mit ¢ = In(a).
Aufgabe 12.

Nach z Jahren hat sich das Kapital auf f(z) = K - 1,025% vermehrt. Wenn
sich das Kapital verdoppelt hat, so gilt 2K = K -1,025%. Also (nach Division
durch K) muss 1,025% = 2 gelten. Losung ist x = log; g95(2) = %

00’062%137 = 28,07. Wenn man beriicksichtigt, dass die Zinsen erst zum Ende

eines Jahres dem Kapital zugeschlagen werden, ergibt sich, dass das Kapital
nach 28 Jahren noch nicht verdoppelt ist, sondern erst am Ende des 29.
Jahres.

Aufgabe 13.

a) Gesucht ist eine Cobb-Douglas-Funktion f(z) = cax® mit ¢ > 0 und
a > 0 und den Eigenschaften f(2550) = 850, f(3150) = 1000. Also gilt



¢-2550% = 850 und ¢-3150* = 1000. Die Gleichungen werden jeweils nach

= 850 __ 1000 Ty . .
c aufgelost und magl erhilt ¢ = 55R07 = 3im0e - Diese letzte Gleichung wird
nun nach a aufgelost:
850 __ 1000 3150% __ 1000 3150\ __ 1000 21\% _ 20
35507 — 31500 < 25507 — 850 (2550) = R0 < (17) = 17

Es ergibt sich

In(20/17 In(20)—In(17
a = 10gy1/17(20/10) = 1nE21§17; = 1nE21;—1nE17; ~ 0,7691

Diese Losung wird zur Berechnung von ¢ verwendet:
_ 850 _ 850 ~
¢ = 35508 = — Teoman ~ 2,0391
2500 (2D~ (17)
Die Funktion lautet also f(x) = 2,0391 - 20:7691,

b) Zunéchst muss eine lineare Funktion f(x) = cx bestimmt werden, fiir die
£(2550) = 850 gilt, d.h. die Gleichung ¢-2550 = 850 ist zu losen. Es ergibt
850

. _ _ 1 . . . _ 1
sich ¢ = 55 = 3. Die Produktionsfunktion lautet dann f(x) = s.

Bei Erhohung des Rohstoffeinsatzes um 600 Einheiten werden dann f(3150) =
% - 3150 = 1050 Einheiten hergestellt, das sind 200 Einheiten mehr als
beim genannten geringeren Rohstoffeinsatz von 2550 Einheiten.

Aufgabe 14.
1

Fir x = § gilt § — 2 = % und daher sin(g) = cos(3) = 5 und cos(§) =

—x = —% und daher sin(2F) = cos(—%) = cos(§ = 5 und

3 3 2
sin(—%) = —sin(3) = —@
r 0 — 2% und daher sin(ZF) = cos(—2F) = cos(& = —

3

und cos(%F) =sin(—2F) = —sin(3f) = —@
U o — 2 = —% und daher sin(1*

sin(—4F) = —sin(4f) = @

N

) = cos(—4F) = cos(¥ =

Aufgabe 15.

Es ist vollig ausreichend, sich die
Giiltigkeit des Additionstheorems fiir 1
Winkel-Argumente = € [0; 5[ anhand

einer Skizze im Einheitskreis zu tiber-

legen. Y C
Das Dreieck AABC ist ein rechtwink- 05 cos() :
liges Dreieck mit Hypotenusenldnge 1 1 :
(Radius des Einheitskreises) und Ka- sin(x);
thetenldngen sin(z) und cos(z) (laut
Definition der beiden trigonometri- 0 . X
schen Funktionen).




Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann sin?(x) + cos?(z) = 1.

In den anderen drei Quadranten, d.h. fiir z € [F;2n[ ldsst sich das Additi-
onstheorem auf genau die gleiche Weise herleiten. Fiir > 27 bzw. z < 0
kann man aufgrund der Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen das
Additionstheorem auf den Einheitskreis zurtickfiihren.

Aufgabe 16.

a)

Setzen Sie y = sin(x), so erhalten Sie die quadratische Gleichung —y? +
y—1=0& —(y—3)?=0<% y =1 Esmussalso gelten sin(z) = 1.
Anhand der in der vorletzten Aufgabe gewonnenen Funktionswerte =
vgl. S. 246 folgt z = & oder z = %” Weitere Losungen hat die Gleichung
nicht.

Die Gleichung sin?(z) — cos?(z) = sin(z) wird durch Substition der Glei-
chung sin?(z) + cos?(z) = 1 < cos?(z) = 1 —sin?(x) (Additionstheorem,
vgl. vorangegangene Aufgabe) zur Gleichung 2sin?(z) — sin(z) — 1 = 0.
Jetzt substituiert man y = sin(z) und erhélt die quadratische Gleichung
292 —y — 1 = 0. Diese hat die beiden Losungen y = 1 und y = —
Die Gleichung sin(z) = 1 hat im Intervall [0; 27[ nur die Losung © =
Die Gleichung sin(z) = —3 hat im Intervall [0; 27| (unter Riickgriff auf
die Funktionswerttabelle der vorletzten Aufgabe) genau die Losungen

_ T _ lixw
T =4 undyc——6 .

MBI

Quadrieren Sie die Gleichung 1 — sin(z) = cos(z). Das ergibt die Glei-
chung 1 — 2sin(z) + sin?(x) = cos?(z) & 1 — 2sin(z) + sin’(z) =
1 — sin?(z) & 2sin?(z) — 2sin(z) = 0 < sin(z)(sin(z) — 1) = 0. Also
gilt sin(z) = 0 < z € {0, 7} oder sin(z) =1 &z = 7.

Weil die Losungen durch Quadrieren der Ausgangsgleichung gewonnen
wurden, wodurch sich die Losungsmenge einer Gleichung vergréfiern kann,
muss man alle drei Werte noch der Probe durch Einsetzen in die Aus-
gangsgleichung unterziehen.

— 1—sin(0) =1 = cos(0)

—  1—sin(m) =1# —1 = cos(m)

— 1-sin(5)=1-1=0=cos(3)
Also sind = 0 und z = § die einzigen Losungen der Gleichung.

Aufgabe 17.

a)

Man liest aus dem Graphen von f folgende Informationen ab:

—  Wertebereich ist [—i; %] Im Vergleich zu einer Sinusfunktion, die
1

gleichen Ausschlag nach unten und oben hat, ist der Graph um 3
nach oben verschoben worden. Es gilt also d = i.



—  Die Amplitude a der Funktion ist die Hilfte der Intervalllinge des

3_(_1
Wertebereichs, also a = % =1

—  Die Funktion ist offensichtlich 7-periodisch. Es muss daher gelten:

27”:71'(:)1):2.

—  Gegentiber dem Graphen einer Sinusfunktion ist der vorliegende
Graph um 7 Einheiten nach rechts verschoben, es gilt also ¢ = —7.

Insgesamt lautet die Funktion f(z) = 1 sin(2z — F) + §.

b) Wie in der vorangegangenen Aufgabe erhélt man die Parameter wie folgt:

—  Um Symmetrie zur Abszisse zu erreichen, muss der Graph um 1
Einheit nach unten verschoben werden, also d = 1.

5 3
. . B S S |
—  Amplitude ist a = 45+ = 3.

—  Die Funktion ist 2m-periodisch, es ist b = 1.

—  Vergleicht man mit dem Ordinatendurchlauf der Cosinusfunktion,
so ist der Graph der vorliegenden Funktion um 7 Einheiten nach
links verschoben. Es gilt also ¢ = 7.

Insgesamt lautet die Funktion g(z) = } cos(z + ) + 1.

Aufgabe 18.

Weil sin(r) = sin(27) = 0, ergeben sich aus den gegebenen Punkten die
Gleichungen

a+bf +sin2})=neatbi=nma=1—-0bF

a+br +sin(27) = 47 & a = 47 — br.
Gleichsetzen tiber a ergibt m — b5 = 4w — br < b5 = 3w & b =6.
Riicksubstitution ergibt a = 47 —br = —27. Die Funktion lautet also f(z) =
—2m + 6z + sin(2z).

Aufgabe 19. Bei der Modellierung ist zu beachten, dass die tatséchlich
zuriickgelegte Strecke immer auf volle km aufgerundet wird. Dies kann man
mit der ,Aufrundungsfunktion h(z) = [z] darstellen, welche jedem x € R
die nédchst grofere ganze Zahl [2] zuordnet.

a) Bei dem Taxitarif in Munster handelt es sich um eine lineare Kostenfunk-
tion auf Grundlage der Aufrundungsvorschrift mit variablen (km-)Kosten
1,6 und fixien Kosten 2, 5. Die Funktion ist daher f(z) =1,6[z] + 2, 5.

Beim Taxitarif in Dortmund handelt es sich um eine zusammengesetz-
te Funktion. Fir z > 1 werden [z — 1] Kilometer mit dem Tarif 1,45



beriicksichtigt zuziiglich der Beférderungspauschale und den Kosten des
ersten Kilometers. Die Kosten sind dann g(z) = 1,45[x — 1]+ 1,75+ 3 =
1,45[x — 1]+ 4,75 = 1,45[x] + 3, 3. Diese Formel ist auch fir 0 < z <1
korrekt.

Die Beforderung auf einer Strecke von x Kilometer ist in Miinster giins-
tiger genau dann, wenn gilt 1,6[z] + 2,5 < 1,45[z] 4+ 3,3 < 0,15]z] <
0,8 < [2] < L& & [z] < 5 Bis fiinf Kilometer ist also die Beférderung in
Miinster giinstiger, ab fiinf Kilometer ist die Beférderung in Dortmund
giinstiger.

Aufgabe 20.

)

b)

Falls z > t?, so ist \/z > t = fi(z).

Falls = < t2, so ist Va <t also % < ﬁ, also fi(z) = % <L =/z.
Fiirz > t? gilt f(z) =t < /2. Fir 0 <z < t? gilt f(z) = V2 & 2 = /z.
Das ist genau dann der Fall, wenn = 0 oder  # 0 und (jetzt darf man
durch /x dividieren) @ =1« x = t2. f; hat also genau in (0/0) und
(t?|t) Schnittpunkte mit der Quadratwurzelfunktion.

Rechts sehen Sie eine Planskizze zur Aufgabe.

Der Winkel a zwischen den beiden y
Teilabschnitten betrdgt laut Pro- /K

blemstellung o = %’T. . LV
Die Steigung des linken Abschnitts a
der Funktion errechnet sich aus dem v
Tangens des Winkels im Steigungs- p
dreieck. Dieser Winkel stimmt aber / T
mit dem Komplementarwinkel zu

« iiberein. Die Steigung ist also x

tan(§ —a) = tan(}) = 1. '

Uber das Steigungsdreieck mit den Koordinaten (0[0) und (¢2|t) lautet

die Steigung 1 = t% = % Es ergibt sich ¢t = 1.

Aufgabe 21.

a)

b)

T+ 3 falls t4+3 >0 T+ 3 falls x > —3
frmiesoi=) -

—2-3 fallsz+3<0 |-z-3 fallsz < —3

g(w) = |z { 243 fallsz <0

T falls x > 0 T+ 3 falls x > 0
—x fallsx <0



c) h(%)=|w|+w={

Aufgabe 22.

Machen Sie sich zunéchst ein Schaubild der Funktionen (z.B. mit DGS-
Programm).

T falls x > 0 _J2z fallsz >0
—x fallsx <0 )0 fallsx <0

y

0.5

0 05 /1 "B670) 2 25

[1] Auflosung des Betrags: Fir > 5/3 ist f(z) = 3z — 5. Fiir ¢ < 5/3 ist
f(z)=5-3z

[2] Schnittpunkte von f und g: Fiir den ersten Fall der Betragsauflosung:
3z —5 =12 —1 ¢ x =2 Der Schnittpunkt ist (2|1). Fir den zweiten Fall
der Betragsauflosung 5 —3x =z — 1< o = % Der zweite Schnittpunkt
ist also (3]3).

[3] Die Fldche, die von g, der Abszisse und den Vertikalen durch die beiden
Schnittpunkte begrenzt wird, Trapez mit dem Flicheninhalt (2 +1)(2—
§) — 3
2

[4] Der Graph von f hat die einzige Nullstelle fiir xg = %

[5] Vom Trapezinhalt sind jetzt noch die Flacheninhalte der Dreiecke
A((210), (315) (510)) (Wert: 53(5 = 3) = 37) und A((5]0), (2]1), (2/0))
(Wert: ) zu subtrahieren.

[6] Der gesuchte Flicheninhalt ist also 2 — & — 1 =1

8 24 6 6
Aufgabe 23.

Der Nachweis kann mit Hilfe einer so genannten Wahrheitstafel erfolgen, bei
der alle Kombinationen, in welcher Menge/welchen Mengen x liegt, unter-
sucht werden. Wenn die Ausdriicke 14(z)1p(x) und 14np(z) in jeder Zeile
der Tabelle iibereinstimmen, stimmen auch die Funktionen iiberein:

x €A yeB | 1a(x) 1p(z) 1la(x)lp(x) z€ ANB lanp(x)
j j 1 1 1 j 1
J n 1 0 0 n 0
n J 0 1 0 n 0
n n 0 0 0 n 0




Aufgabe 24.

a) Abszissenschnittpunkt ist jeweils (1]0), denn f;(1) = 0 fiir alle ¢t € R und
weitere Nullstellen hat f; nicht.

Ordinatenschnittpunkt ist (0]e~*").

b) Mit den ausgewéhlten Graphen wird deutlich, wie unterschiedlich die
Funktionen sind, obwohl sie zur selben Funktionenschar gehoren.

10 0:

2 4 8 6 4 2 0\ 2 4

¢) Man priift, welche Punkte die Graphen G und G; mit ¢ # 0 gemeinsam
haben. Jeder derartige Punkt, der von ¢ unabhéngigen ist, stellt dann eine
Losung dar. Man setzt also fi(x) = fo(x) und 16st die Gleichung nach z.
Wenn die Lésung von ¢ unabhéngig ist, fiihrt dies zu einem gemeinsamen
Punkt auf allen Graphen Gy. Es sei also ¢ # 0:
fullw) = fola) & (Lma)ets 007 = (1) & (1) (et +O-07
1)=0
Losung ist also z = 1 (mit dem ersten von ¢ unabhéngigen Punkt (1]0)
bzw. jede Losung von et®” H(1-te—t" _ 1 — o & ete’+t(1-ta—t* — | &
tr2 +t(l -t -2 =022+ (1 —t)x —t =0.

Die Losungen sind z = 1;tﬂ: a-y? +t= %i\/ (14:)2 _ =9y

4 2
(1—1)£[1+]
s

Der Betrag im letzten Ausdruck wird je nach Vorzeichen von (1—t) durch

+(1 4 ¢) ersetzt. Es ergibt sich daher z = w e {—1,—t}. Als

weiteren gemeinsamen Punkt aller Graphen findet man (—1|2).
Aufgabe 25.

a) Schnittpunkte von f; und f_; werden durch Gleichsetzen der Funktions-
terme und Auflésen nach x bestimmt: fi(z) = f_¢(z) & tsin(x) — 2 =



—tsin(z) — (—t)? & sin(z) = —sin(z) < sin(z) = 0. Losung sind also
alle Nullstellen der Sinusfunktion, also x = kr mit k € Z.

b) Es gilt fs(x) = fi(z) & ssin(z) — 5% = tsin(x) — 2 & (s — t)sin(z) =
s2 —t2 = (s—t)(s+1t). Weil s # t, darf man durch (s —t) dividieren und
es ergibt sich y = sin(x) = s+t

Aufgabe 26.

Sie kénnen die Kontrollergebnisse verwenden, um wie in der fritheren Aufga-
be zur Darstellung der Schnittmengen-Indikatorfunktion jeweils eine Wahr-
heitstabelle aufzustellen. In den letzten beiden Teilaufgaben sollten Sie aber
auch versuchen, diese Regeln durch Umformungen herzuleiten:

a)
z€A | 1-1a(z) lac(x)
w0
oo 1 !

b)
€A z€B z€AUB ) lp(r) max(la(e),1p(2)) baw.  laup(e)
‘ 1a(x) +1p(x) — 14(x)1p(x)
Ca ja ja 1 1 ! !
Ca n ja 1 0 ! !
‘ n ja ja 0 1 1 1
L on n n 0 0 0 0

c) Mit den bisher ermittelten Rechenregeln gilt 14\ p(7) = lanp:(z) =
1a(z)1pe(x) =14(x)(1 — 1p(z)) = 1a(z) — 1a(2)15(x).

d) 1aap(@) = Laup)n(anp) (@) = laup(z)(1 — 1a(2)1p(z)) = (Qa(z) +
1g(z) — 1a(2)1p(2))(1 — 1a(x)1p(x)). Wenn man jetzt die Klammern
ausmultipliziert und dabei beriicksichtigt, dass 14(2)? = 14(x) und 15(z)? =
15(z), so ergibt sich der Ausdruck.

1a(z)+1p(z) —1a(x)lp(x) —1a(z)1p(z) —1p(x)1la(z) +1a(z)1p(z) =
1a(z) +1p(z) —2-1a(c)lp(z)



Kapitel 6

Aufgabe 1.
an b %TH)” (%LT%L’L) i bn, — an
11 2 3 3.375 1
2, 1 3 2 1.95313 1
305 3 1 259961 L
40 2 2L 996099 L
505 2 4 2.1033 =
6 2 # 8 202729 .
72 & 16l 798998 .-
g ol 8L 32 500857 ko

Aufgabe 2.

a)

Es sei I =]a;b[ ein Intervall mit 0 € I (d.h. es gilt a < 0 < b). Es ist zu
begriinden, dass (3)" ¢ I fiir hochstens endlich viele n € N gilt. Weil das
Intervall dabei klein sein soll, diirfen Sie ohne weiteres annehmen, dass
b<1.

Damnist (3)" €I < a< (3)"<bs (3)" <ben>logy(b) = %ﬁ% =
In(1/b) :
In(2)

Also liegt (%)" in I genau dann, wenn n > lrllr(iéé’). Das ist also nur fiir

hochstens endlich viele Werte von n nicht der Fall.

Wie in der vorangegangenen Teilaufgabe priift man die Ungleichung p™ <

b< In(p™) < In(b) < nln(p) < In(b). Diese Ungleichung 16st sich nur fiir

In(b)

0 < p <1 in der richtigen Form n > auf. Fir p < 1 ist n — p™ also

eine gegen Null konvergente Folge.




Aufgabe 3.

a)

b)

WEeil 1 keine Nullstelle des Nenner ist, darf man den Grenzwert hier durch
;p+3 _ 3 _ _3

Einsetzen ermitteln: lim =5 =-3
z—1 T~ -

Fir  # 2 gilt (Polynomdivision) I;%QS = 22 + 22 + 4. Der Grenzwert

darf igl dieser Form durch Einsetzen berechnet werden:
2 -8 — lim2(x2 +2z+4) =12
T—

z—2 T2

Der angegebene Bruch kann im Zéhler und im Nenner mit Linearfaktoren
dargestellt werden:

224 (t—2)x—2t _ (x—2)(z+t)

r24x—12 — (z=3)(z+4)
Fir ¢ = —3 kann man den Bruch kiirzen und der Grenzwert kann durch
FEinsetzen ermittelt werden: hm T?L = %

Fiir t # —3 liegt in @ = 3 eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor, der
Grenzwert existiert also nicht.

2
st (t—2)x—2t
31:1_% x2+4+x—12

Falls s # 0, so liegt keine Nullstelle des Nenners vor, der Grenzwert ergibt
sich durch Einsetzen als 0. Falls s = 0, so faktorisiert der Bruch fir x # 0

;;:Tz = igfig = ﬁii Falls nun » = 0, so liegt eine Polstelle mit

Vorzeichenwechsel vor, der Grenzwert existiert nicht. Falls aber r # 0,

wird der Nenner beim Grenziibergang nicht Null, daher errechnet sich

der Grenzwert durch Einsetzen von 2 = 0 zu 1.

zu

Der Bruch wird umgeschrieben. Fiir x # 0 gilt

61_621 e'ri( 7)2 B Em(lfem) _

er—1 —  er—1 T er—1

6&3

Hier kann man zur Grenzwertbestimmung x = 0 einsetzen, es ergibt sich
der Grenzwert —1.

Aufgabe 4.

a)

b)

c)
d)

322 +7 __

—r+2

lim
xr—r0o0
tient der Leitkoeflizienten ist negativ.

= —o0, denn Zéahlergrad ist grofler als Nennergrad und Quo-

lim s ® sl = %, denn Zéhlergrad ist gleich Nennergrad und der

rvoo 22T —xb4x—1
Grenzwert ist Quotient der Leitkoeffizienten.

lim Ztl
xTr—r0o0 4+2

= 0, denn Zéhlergrad ist kleiner als Nennergrad.

Es muss nach den moglichen Werten fiir r, ¢ unterschieden werden:



—  Fallr # 0,7t > 0: Zéhlergrad grofer als der Nennergrad, der Grenz-
wert ist also oo

—  Fallr # 0,rt < 0: Zahlergrad grofer als der Nennergrad, der Grenz-
wert ist also —oo

—  Fall » = 0, st # 0: Zdhlergrad gleich Nennergrad, der Grenzwert ist

t

—  Fallr =0,s =0,t = 0: Zéhlergrad 1, Nennergrad 0, Grenzwert ist
03

—  Fallr=0,s =0,t # 0: Zéhlergrad 1, Nennergrad 3, Grenzwert ist
0;

—  Fallr=0,s > 0,t = 0: Zéhlergrad 2, Nennergrad 0, Grenzwert oo;

—  Fallr =0,s < 0, = 0: Zéhlergrad 2, Nennergrad 0, Grenzwert —oo

e) 4e™ 245 _ Ale”")" 2T —2(e”")?
3e2r—2 - 3—x(e—*)?

Fir n > 2 ist der Grenzwert co. Fir n = 2 ist der Grenzwert 4. Fir
n = 1 ist der Grenzwert 0.

Aufgabe 5.

Es wird jeweils eine Polynomdivision durchgefiihrt. Der ganzrationale Teil
stellt die Asymptote dar.

Zur vorletzten Aufgabe:

43 __ 5
a) r—2 I+ T—2

b) L8 — 424 20 44

224 (t—2)x—2t (t—3)x+12—2t
©) e =1t T

d) [ S 1+ (1—r)z+s

x2+raxts r24rr—s

e) ist keine gebrochen-rationale Funktion

Zur letzten Aufgabe:

32247 _ 9. 19
a) e =36+ 5
7 1,6 1, 1
__=x'—-1 _ 1, 3% 75%T75
b) 2eT—x6+x—1 — 2 + 207 —x6+x—1

) ;4':12 hat Zéhlergrad < Nennergrad. Asymptote ist dann Null.

o

[N

) Fiir t = 0 ist der Nenner konstant, es liegt also bereits eine ganz-rationale
Funktion vor, die dann auch ihre eigene Asymptote ist. Fir ¢ # 0 be-
trachtet man folgende Fille:



3, .2 +(1-2)zr—2—22
_ . . re’+sx+xr—2 _ r s ( t ) t
Fir r # 0 ist "5 35— = o + § + P~ .

. . 240 —2—2s
_ _ sr”4x—2 __ s z 3
Fir r =0,s # 0 ist s = 1T o

— Firr =0,s = 0 ist
Polynomdivision.

t$2+2 =0+ ﬁ bereits das Ergebnis der

e) Hier liegt keine gebrochen-rationale Funktion vor.
Aufgabe 6.

Es ist jeweils die stetige Ergénzbarkeit in den Nullstellen des Nennerpoly-

noms zu prifen. Dazu sind Zahler- und Nennerpolynom zunéchst zu fakto-

risieren:

a) Fir z # 5 ist f(z) = ””;:g‘% = (m_fl(;%) = x + 5. Fiir # = 5 ist also
x + 5 = 10 die stetige Ergdnzung.

b) Esist f(z) = 24 —r—1 — (@D (@1 _ ] falls ¢ # 1. Fiir o = —1

z24+2x+1 (z+1)
ist also x — 1 = —2 die stetige Ergédnzung.
2 2
o) flw) = trgir—tesd _ SerlCtl) _ 32D fiyr o4 —1. Hier ist keine
stetige Ergdnzung moglich.
3 2_ 3 —8 . . . .
d) f(x) = +x§f_(;2fs)x§i$6m = x(xfg”)”(x_gm. Stetige Erginzung ist in z = 0,

r =2 und x = —2t zu priifen.

—  Priifung fiir z = 0:

Falls t # 0, so ist fir x # 0 der Ausdruck gleich % Der

2(2t)

Falls t = 0, so ist fiir z # 0 der Ausdruck gleich 2872% und somit

Ausdruck ist fiir x = 0 dann stetig ergdnzbar zu

in = 0 nicht stetig ergdnzbar.
—  Priifung fir z = 2: Der Ausdruck ist nicht stetig ergdnzbar.

—  Pritfung fir x = —2¢: Falls t = —4 (Ergénzung in = 8) so ist
der Ausdruck fiir z # 8 gleich % und damit stetig erginzbar zu
2=y

Falls t # —4, ist der Ausdruck nicht stetig ergénzbar.
Aufgabe 7

V/2 ist Nullstelle der Funktion f(x) = 23 — 2. Hierfiir wird die Regula falsi
ausgefiihrt:



(2% bn, Ty = Qn — f(an)m f($n) bp — an

11 1.0000000 2.0000000 1.1428571 —0.50728863 1.0000000

2 | 1.1428571 2.0000000 1.2096774 —0.22985549 0.85714286
31 1.2096774  2.0000000 1.2388370 —0.098735647  0.79032258
4 1 1.2388370 2.0000000 1.2511599 —0.041433057  0.76116300
5 1 1.2511599 2.0000000 1.2562955 —0.017215830  0.74884013
6 | 1.2562955 2.0000000 1.2584233 —0.0071239280 0.74370447
7 | 1.2584233 2.0000000 1.2593028 —0.0029428600 0.74157666
8 | 1.2593028 2.0000000 1.2596659 —0.0012148235 0.74069722

Aufgabe 8.

Bei allen Grenzwertiibergédngen darf man davon ausgehen, dass x # 0 und =
so nahe bei 0 liegt, dass x > —1.

a)

Fiir alle = # 0 ist e” Zl+;ﬂ¢>(em)% >(1+z)r e>(1+a)r. Fir
alle x > —1 gilt weiter e” =1 > 1 — ILH = %H Daraus folgt 1+ x >
14z

et o e< (1+x) = = (1+2z)(1+z)=. Das bedeutet (14 z)= > T

Insgesamt bekommt man die Abschéitzung £ < (1 + z)= < e, womit

man den gesuchten Grenzwertiibergang erhalt.

Weil der Logarithmus eine stetige Funktion ist, so ist auch die Verkettung
2 — In((1 + )*%) eine stetige Funktion, und der Grenzwert fiir z — 0
ergibt sich nach Satz 6.10 =vgl. S. 143 als

lim In((1 + z)7) = In(lim (1 + 2)%) =1In(e) = 1.

Mit der Logarithmusregel [2] folgt zudem In((1 + )= ) = Iin(1+2) =
w7 woraus sich der Grenzwert lim w = lim In((1 4 2)*) = 1
z—0 z—0

ergibt.
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Kapitel 7

Aufgabe 1.

Die gesuchte Tangente lduft durch den Punkt (2|3), sie hat also die Form
g(z) = m(x—2)+%. Ihre Steigung m ist so zu bestimmen, dass f und g genau
einen gemeinsamen Punkt haben. Also werden die Terme gleich gesetzt und
die Gleichung nach z gelost bzw. ein Kriterium gesucht, dass diese Gleichung
genau eine Losung hat.

f(@)=g(x) &L =m@-2)+1 & me(z-2)+iz =1 ma’—(2m—1)z =
laog2_ Mz, 1

m

Diese quadratische Gleichung ist genau dann eindeutlg l6sbar, wenn ihre Dis-
(2m— 2)2 4m+(2m7 )32

kriminante D gleich Null ist, also fir 0 = D = — —|— (2m)2 T2
4m-+4m®—2m+1 4m®+2m+ 1 2+1 .

mt TZ”LQ mity _ Am :1: mty _ ™ +73l"21+ 16— (mT:Q) . Die Diskriminante
wird genau fir m = Null.

Die gesuchte Tangente ist also g(z) = —3(z —2) + 3 = -1z +1

Aufgabe 2
" f(x)—f(z0) _ az+b—(azo+b) _ az—azy _ alz—x9) —a.

T—To T—To - x—x0 T—To

Fir o # ¢ is

Der Wert ist also unabhéngig von z. Also gilt f'(x¢) = lim f@)=f=o) _

T—x0 T—Zo
Aufgabe 3.

Die Funktion ist in x = 1 differenzierbar genau dann, wenn sich fir den
Differenzenquotienten linksseitig und rechtsseitig derselbe Grenzwert ergibt.

Fiir x > 1 lautet in x9 = 1 der Differenzenquotient: f(wj)::{(l) = t$+501:1t)—1 —
L’_lt = t. Der Grenzwert fiir x — 1 muss also t sein.
Fiir z < 1 lautet in 29 = 1 der Differenzenquotient f(””:g:{(l) = x;:ll =

(x—1)(xz+1)

rx—1

=z + 1. Der Grenzwert fir x — 1 muss also 1 + 1 = 2 sein.

Insgesamt ergibt sich nur dann ein (einheitlicher) Grenzwert, wenn t = 2.



Aufgabe 4.

h h
fO+R)—f0) _ @m0 mm .
a) A = =5 — = "5 = 527 Der Grenzwert ist 1.
—24h-+41 —241 h—1 1
f(=24+h)—f(=2)  —S3h-32 —5-3 _ ”h-d_1 __ 3h _ 3
b) n = 7 = T T m(hea) — gy Grenzwert

. . 3
fir h — 0 ist —15

) fA4+h)—fQ) _ Ifh—1 _ (VIFhA-1)(VI+th+1) _  14h—1  __
h h

1
h(v/1+h+1) T h(V1+h+1l)  V1+h+1T
Grenzwert ist 1. Fiir allgemeines z > 0 ist

Hath)—f(e) _ YETR-VE _ (JoFh—yD(/eFhtyD) _

h _ 1
h(Vz+h+yx)  Voth+yz®

h(Vz+h++/T) o
Grenzwert fir A — 0 ist dann ﬁ
d) feth=f@) AT s _ (b (@t —a(ethtl) _ g?thetoth-a’—ho—x _
hl - h - h(m+1)(w+hl+1) - h(z+1)(z+h+1)
m. Grenzwert fur h — O ist W

Aufgabe 5.
) L@
44+ 23h + b, Also f'(2) = lim SR F@) _ 44,

—0

a

4(24h)% —(24h)2—(4-2°—2%) _ 30448ht24h>+h®—4—ah—h®—3244 _
7 = 7 =

Zudem ist f(2) = 28. Die Tangentengleichung lautet daher g(z) = 44(z —
2) 4 28 = 44z — 60.

by {A-FD) TEOE? 2 _ 204h)-(+(+h)?) _ 242h-1-1-2h—h? _
h N h o 2h(14+(1+h)?) - 2h(1+(1+h)?)
L S — i A=)
sy Also /(1) = lim S=5=22 =0,

Die Tangentengleichung ist also g(z) = f(1) = 1.

) [Un2th)=/(n2) _ el“H};_elnz = elnth_l. Also ist der Grenzwert f/(In2) =

h
}llirrb w = e"2 = 2. Die Tangentengleichung ist also g(z) =
—
2 —In(2))+2=2x+2—-2In2=2x+2—1n4
Aufgabe 6.

Zunéchst ist fiir x €]ay; x5[ die Funktion f differenzierbar mit f/(z) = ﬁ
(vgl. die Losung zur vorletzten Aufgabe). Es ist nun jeweils der Differenzen-

quotient m = % zu berechnen und dann eine Stelle x €]x1; z2] zu

finden, fir die f/'(z) = ﬁ =m.

2_
i—2 = 1. Damit ist (H}ﬁ)g) =i @+1)??=6c2=-1£V6.Da

der gesuchte Wert zwischen 1 und 2 liegen soll, folgt = v/6 —1 ~ 1, 449.

ol

a) m=



1+t 1
b) m =2 = 2(t1+2). Damit ist 7(1+11)2 = 72(t1+2) & (z+1)2 =2(t+2) &
x = —1++/2t 4+ 4. Da der gesuchte Wert zwischen 1 und 1+t liegen soll,

bleibt nur der Wert x = /2t +4 — 1.
Aufgabe 7.

Wenn die Funktion f konstant ist, so ist f’(x) = 0 fiir alle = €]a;b[, denn
schon alle Differenzenquotienten w sind Null.

Wenn umgekehrt die Ableitungsfunktion f’ die Nullfunktion ist, so gibt es fiir
beliebige 1, 22 €]a; b] mit x1 < x2 nach dem Mittelwertsatz ein xg €]xz1; 2],
so dass %ﬁfl) = f'(xg). Weil aber f'(xq) = 0, folgt f(xz1) — f(a2) = 0.
Die Funktion ist also konstant.

Aufgabe 8.
1

Bereits in einer fritheren Aufgabe wurde berechnet, dass f'(z) = 3oz Bs

wird nun die zweite Ableitung mit dem Differenzenquotienten auf Basis von
f/(z) mit der h-Methode bestimmt.

1 1
(4etn)? (402 _  (4z)*—(+z+h)?
R —  h(14z)2(1+z+h)?
(1+z)?>—(1+x)>—2h(1+x)—h> _  —2(1+2)—h
- h(1+z)?(142+h)? T (1+x)2(14+z+h)?

Der Grenzwertiibergang h — 0 darf nunmehr durch Einsetzen von h = 0

bewerkstelligt werden. Das ergibt die zweite Ableitung f”(z) = —(?Srl;-)a:) =
Aufgabe 9.
a) f'(z) =42 -3,
f(z) =8z
b) f(x) = 22(xz+1)2=5)(4(x+1)) =8(x +1)(22% + 42 — 3) ,

8(223 + 42? — 3z + 222 + 4z — 3)
8(22% + 622+ — 3)
f(z) = 8(62% + 122 + 1)
c) fl(x)=ana" ! —(a—1)(n— 12" 2 =2"2(anz — (a — 1)(n — 1)))
f'(x) = an(n—1)2"2—(a—1)(n—1)(n —2)a"3
= (n—1z"3(anz — (a — 1)(n — 2))

z2(z—1)—(z°— 3 _342
d) f,(x) =@ ((mi)l)g L — Zx(rff);_l

22 —6x)(z—1)%—(22° —322 2% —6x)(x—1)— (22> —32°
f”(x) — (6 6z)( (i)_l)ELZ 3z°+1) — (6 6z)( (;21)(32 3z°41)

(binomische Formel)




Danach l&sst sich vermuten, dass man auch f’(x) vereinfachen kann. In
der Tat ergibt sich durch Polynomdivision f’(x) = 2z+1. Auch f(z) ldsst
sich schon (durch Polynomdivision) vereinfachen zu f(z) = 22 + o + 1

und dann sind die Ableitungen sehr einfach zu berechnen.
f/( )_nxn 16 + et = g 1 ($+n)

f'(x) = (nn—1)z"2e® + nz" te®) + (nz" le® + ame®)
2" 2e% (22 4 2nz +n(n — 1))

f/(l') _ ealn(:c)% — ax% — ama—l

Mit Anwendung dieser Ableitungsformel auf z%~! erhélt man f”(x) =

ala —1)x¢=2
f(2) =@ (In(z) + 2 - 1) = 2"(In(z) + 1)
f'(@) = (@*(In(2) + 1))(In(z) + 1) + 27 - L = 2*((In(2) + 1)* + )

f'(x) = cos 3cos(x) + sin(z)2 cos(z) (— sin(z))

i
=
=
N—
I
N
o
o
wn

s(2)%(— sin(z)) + 2sin(x)
= 9(1 —sin(z)?)(—sin(x)) + 2sin(z)

= 9sin(x)® — Tsin(x)
f’(x) _ ((L— 1)xa 2, —x + @ 1( efw)
= (a—1)2% % xole®

= xa—Qe—ac(a 11— l‘)
P = (o Dl 2ates (0 Dt
—((a— 1)1‘“726*96 _ xaflefz)
= xaf?»e*w((a —1D(a—=2)—2(a— 1)z + x2)

~1 1
fi(w) = ZOFZ T 4y g)- 322D 1y g g)dey

2 -
@) = Ya+3)"izit iy 3)iei=2e(er)
= e+3)7 3 4 f(a 4 3) s
_ %(x_i_?)) %l(l+6)+2§(§+3)($+12
_ %(erg) sz +12a:+24
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w) (@) = ~ ey (-e77) = ey

(z) = fe’m(1+e’$)2;5;_22(41+671)(*87"")

—e *(14+e %)+2(e ®)?

0) f'(z) = =25 (22) = F5

xT — 2T xT 7(172
i) = 2eten _ 20y

p) f(z) = In((ar?)(as?) = In(r?sa?)
J'(@) = 2?5’ = B5s =
['@) =~

Aufgabe 10.

a) f(z)=g(x) ==z, f(x)/g(x) =1 hat Ableitung 0, aber der Quotient der
Ableitungen f'(x) = ¢'(z) = 11ist 1

b) f(x) = x,g(x) = 2%, dann f(g(x)) = 22 hat Ableitung 2z, aber f'(z) = 1
also auch f/(¢'(z)) = 1.
Aufgabe 11.

a) Die Aussage ist falsch: f(z) = 0, g(x) = 1 haben die gleiche Ableitung,
sind aber verschieden. Richtig wire, dass die Funktionen bis auf eine
additive Konstante iibereinstimmen.

b) Die Aussage ist richtig.

Wenn f ein Polynom ist, so ist auch f’ ein Polynom, wie bei der Sum-
menregel erldutert wurde.



Wenn f’ ein Polynom ist, etwa f'(z) = a,z" +a,_12" 1+ -+ a1z +ao,
s0 ist p(x) = ;Zepatt 4 f=ia ... Gg? 4 90 ein Polynom, dessen
Ableitung mit f’(x) iibereinstimmt. Also ist f/'(z) — p’(z) = 0. Das be-
deutet (vgl. Aufgabe 7 des vorangegangenen Abschnitts), dass f(x)—p(z)
konstant ist. Dann muss auch f(z) ein Polynom sein.

¢) Die Aussage ist falsch, beispielsweise hat die Logarithmusfunktion f(x) =
In(z) die Ableitung f’(z) = 1. Der Logarithmus ist aber keine gebrochen-
rationale Funktion.

d) Die Aussage ist richtig: Wenn ¢ ein Teiler von p ist, so ist f(z) =
p(z)/q(x) ein Polynom, dann ist auch die Ableitung f’(x) ein Polynom.
Wenn umgekeht f/(z) ein Polynom ist, so auch f(x) (siehe vorletzte Tei-
laufgabe). Das bedeutet aber, dass ¢(z) ein Teiler von p(x) ist.

Aufgabe 12.

In allen Fillen wird beim Grenziibergang x — xq der Zahler und der Nen-
ner gleichzeitig Null. Wenn die Grenzwerte der Quotienten von Zéhler- und
Nennerableitung existieren, so stimmen diese mit dem gesuchten Grenzwert
iiberein.

iy sin(x) . ocos(z) _
a) ;ILI%] == alclg% == =cos(0) =1

. cos(x)+1 _ 1. —sin(z) _ —sin(0) _
b) ;EBT sin(x) 7;12}}7 cos(z) ~ cos(0) =0

. n(2z2-1) 1. 28T _ g Aw(327420-4) _ 4(342-4) _ 1
c) 311_>ml m(322+22—4) }cl_,ml e T 3131_>ml (227—1)(6212)  (2-D1)(6+2) _ 2

d) todo

Aufgabe 13.
_ 1

: —1y\/ _ 1 _ 1 _ 1
Bs gilt (/7)) = 770m) = &7 T@ T Ymmmamwr - A

wobei im vorletzten Schritt das Additionstheorem sin?(z) + cos?(z) = 1
ausgenutzt wurde, vgl. Aufgabe 15 = vgl. S. 121. Die Arcussinusfunktion hat
also — iiberraschenderweise — eine verhiltnisméBig einfache Ableitung.

Aufgabe 14.

Man berechnet eine Nullstelle der Funktion f(x) = 2% —2. Mit dem Startwert
xo = 2 gilt:

oz f@) ['@) y=x—f(2)/f(2)
12 2 4 3
203 1 3 3
3| L u s
12 144 6 408



Der nach drei Schritten gewonnene Wert x4 = % ~ 1,4142 ist bereits so
genau wie die mit dem Intervallhalbierungsverfahren bzw. der Regula falsi

erst nach etwa 8 Schritten gefundenen Nédherungen.

Aufgabe 15.

1] Definitionsbereich: D = R.

2] Symmetrieverhalten: f ist weder gerade noch ungerade.

3] Ableitungen: f’(z) =) — 622 + 62 — 1, f"(2) = =122 + 6, f"'(x) = —12
4] Randverhalten: Als Polynom dritten Grades mit negativem Leitkoeffizi-

enten Funktionsgrenzwerte f(z) — oo fir £ — —oo und f(z) — —oo fiir
r — oo. f hat keine lineare Asymptote.

[5] Polstellen: keine

[6] Nullstellen von f: f(x) = z(—22%+ 32 —1). Also f(z) = 0 fiir x = 0 und
fiir Losung von —2x2 4+ 3z — 1 = 0. Diese quadratische Gleichung hat die

Losungen z = % und z = 1.

[
[
[
[

[7] Nullstellen von f’ und Monotonieverhalten: f'(x) = —62% + 62 — 1 =
2 1 1 11 —1+v1/3 :
—6(2® — x + 5) hat Nullstellen z = 5 £ /7 — 5§ = ——=——. Da die

Ableitung eine nach unten gedffnete Parabel ist, liegt um die Nullstellen
folgendes Vorzeichenverhalten von f’ vor: —/ 4+ /—. Die Funktion f ist

also links von der kleinsten Nullstelle 71% V1/3 1nd rechts von der grof-

ten Nullstelle _1% V1/3 streng monoton fallend und dazwischen streng
monoton wachsend.

[8] Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten: f”(z) verschwindet genau
1

fir 2 = 5. Das Vorzeichenwechselverhalten von f” an dieser Stelle ist
+/—. Links von 3 ist f konvex , rechts von % konkav.
[9] Lokale und globale Extrema:

f’(%l/?’) = 0 und f”(%l/s) > 0, also lokales Minimum in z =

—1—4/1/3
—.
f’(_l%l/g) =0 und f”(_l%l/?’) < 0, also lokales Maximum in =z =
—1-4/1/3
—.
Globale Extrema hat f aufgrund seines Randverhaltens nicht.
[10] Wendestellen: f”(3) =0 und f"(3) # 0, also Wendestelle (mit Wechsel

von Links- nach Rechtskriimmung, s.0.) in x = %



[11] Wertetabelle und Graph:

x f(z) .
~0,2 0,336 1
-0,1 0,132

0 0 02]
0,211325 | —0,096225

0,4 —0,048

0,5 0 02

0,6 0,048

0,788675 | 0,096225

1 0

1,2 —0,336

Aufgabe 16.

[1] Definitionsbereich: D = R
[2] Symmetrieverhalten: f ist achsensymmetrisch
[3] Ableitungen:

<

=

[9]

Fl(x) = —2ze™" ) f"(z) = 2 (222 — 1), f"(z) =

Randverhalten: f(z) — 0 fir z — £o0

—de"" g (23:2 — 3)

Polstellen: keine

Nullstellen von f: keine, weil die Exponentialfunktion keine Nullstellen
hat.

Nullstellen von f’ und Monotonieverhalten: z = 0. Vorzeichenwechselver-
halten von f’ um die Nullstelle gemafl Vorzeichenwechselverhalten von
—x: +/—. Fiir x < 0 ist f streng monoton wachsend, fir > 0 ist f
streng monoton fallend.

Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten: f”(z) = 0 fir = = :I:\/g .
Vorzeichenwechselverhalten von f” um die Nullstellen geméfl Vorzeichen-
wechselverhalten von 222 — 1: +/ — /+. f ist also in [—\/g; \/g] konkav

und links sowie rechts dieses Intervalls konvex.

Lokale und globale Extrema: f'(0) =0, f”(0) = -2 < 0. In « = 0 liegt
das einzige lokale Extremum (Maximum) vor, welches schon ein globales
Maximum ist (Randverhalten s.o.)

[10] Wendestellen: f’(i\/g) =0 f”(i\/g # 0, also liegt jeweils Wendestelle

vor. Wechsel der Kriimmung an diesen Stellen s.o.



[11] Wertetabelle und Graph:

T f(@)

0 1 1
0,1 0,99005

0,2 0,960789

0,4 0,852144 4
0,6 0,697676

0,707107 | 0,606531 ,
0,8 0, 527292 s u Tos . Ts n T
1 0, 367879

1,25 0,209611 o5
1,5 0,105399 1

Aufgabe 17.

[1] Definitionsbereich: stimmt mit Definitionsbereich des Logarithmus tiber-
ein: D =]0; ool.

[2] Symmetrieverhalten: aufgrund des Definitionsbereiches: keine Symme-
trieeigenschaften
[3] Ableitungen: f'(x) = —2E=L 0 pr(g) = 2@=8 - ey - SIn(m)711

x4

[4] Randverhalten: Fur z — 0 folgt f(z) — —oo aus dem Randverhalten

von In(z) und % Fiir ¢ — oo kann man mit der Regel von L'Hospital
1
schliefen: lim ™) = lim ¥ =0.
Tr—r 00 Tr—r00

[5] Polstellen: keine
[6] Nullstellen von f: sind Nullstellen des Logarithmus, also nur z = 1.

[7] Nullstellen von f’ und Monotonieverhalten: geméafl Darstellung oben f/(x) =
0 fiir = e mit Vorzeichenwechselverhalten +/—. f ist also fir z < e
streng monoton wachsend und fiir x > e streng monoton fallend.

[8] Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten: gemafl Darstellung oben
f"(z) = 0 fiir £ = 2 mit Vorzeichenwechselverhalten —/+. f ist also fiir
3 . 3
r < ez konkav und fiir x > e? konvex.

[9] Lokale und globale Extrema: geméfi Monotonieverhalten liegt ein lokales
und globales Maximum in x = e vor.

[10] Wendestellen: Gemafi Kriimmungsverhalten liegt eine Wendestelle mit
Rechts-Links-Kriimmungswechsel in x = e vor.

[11] Wertetabelle und Graph:



05]

x f(z) ’

0,1 —23,0259
0,2 —8,04719 . x

0,5 —1, 38629 3 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0,8 —0, 278929

1 0 -05]

1,25 0,178515

1,5 0,27031

2,71828 | 0, 367879 2l
4,48169 | 0, 334695
10 0,230259

Aufgabe 18.

[1]

2]

3]

[4]

Definitionsbereich: Weil a > 0 ist, hat der Nenner keine Nullstelle, daher
ist der (maximale) Definitionsbereich D = R.

Symmetrieverhalten: Die Funktion ist weder achsen- noch punktsym-
metrisch, denn weder die Gleichung f(z) = fo(—2) noch die Gleichung
fa(—z) = —fo(x) ist jeweils fiir alle x giiltig.

Fiir die Funktion f; ldsst sich allerdings nachrechnen, dass sie symme-
trisch zum Punkt P(0[3) ist (vgl. auch Aufgabe 6 aus Kapitel 4 = vgl.

s. 75), denn g(z) = f(z) — 3 = ﬁ ist eine ungerade Funktion:
et oef(eTtol) L 1—e®
g(—x) = 2(eefw+1) = 20+l 2(1+eew) =—g(z).
@ @+1In(a) .
Aus der Umformung f,(z) = tfo= = 11;11“@) = fi(x +1In(a)) ergibt
sich dann: f, ist eine zum Punkt P(—In(a)|1) symmetrische Funktion.
. T (1+ae®)—ae® x
Ableitungen: f'(z) = °° ('((;ia)emlig tac)
ae”
— (14ae®)? ,
" _ ae®(14ae”)*—ae”2(14ae”)ae”
@) = s
 ae®(1+ae®)—2a%e*"
= (I4aet)®
_ ae®—a?e*”
- (14+ae®)3
_ ae®(l1—ae”)
—  (I+aem)3
" _ (ae®—2a%e®*)(14+ae”)® —(ae” —a?e?*)3(atae®)%ae
f (x) - (1+aem)6
_ (ae®—2a%e*™)(1+ae”)—3(ae” —a’e*®)ae”
- (1+aex)4
o a6172a262z+a262172a383m73a2e2m+3a3631‘
- (14-ae*)*
_ ae®(1—4ae”+ae?™)
(14ae=)?
Randverhalten: Es ist f, = gq o exp mit g.(z) = ;. Da lim e* =
Tr—r 00

oo und lim e* = 0, stimmen die Grenzwerte lim fq(z) mit den
T——00 r—Foo



Grenzwerten lim g,(x) bzw. lilrbga(x) iiberein. Fir a > 0 ist g, eine
T—>00 xr—r
gebrochen-rationale Funktion mit lim g,(x) = 1 und lim g,(x) = 0.
T—00 z—0

Daraus ergeben sich die Grenzwerte lim f,(z) =1und lim f,(z) =0.
T—00 Tr—r—00

[5] Polstellen: Da f, keine Definitionsliicken hat, liegen auch keine Polstellen
vor.

[6] Nullstellen von f,: Die Funktion hat keine Nullstellen, denn die Expo-
nentialfunktion im Zéahler ist nullstellenfrei.

[7] Nullstellen von f; und Monotonieverhalten von f,: Auch f/ hat keine
Nullstellen, es gilt stets f.(z) > 0. Also ist f, streng monoton wachsend.

[8] Nullstellen von f und Kriimmungsverhalten von f,: Nullstellen von f
ergeben sich aus der Gleichung 1 —ae®” = 0 < ae® = 1 < 2z = —In(a).
Auch das Vorzeichen von f”(x) stimmt mit dem Vorzeichen von 1 — ae”
iiberein. Fir < —1In(a) ist also f/(z) > 0, fir x > —1In(a) ist f/(z) <
0, also ist f, auf | — oo; —In(a)] streng konvex, auf [—In(a);oo[ streng
konkayv.

[9] Lokale und globale Extrema: Aufgrund der strengen Monotonie von f,
hat die Funktion weder lokale noch globale Extrema.

[10] Wendestellen: Fiir ¢ = —In(a) liegt eine Wendestelle mit Wechsel von
Links- zu Rechtskriimmung vor.

[11] Wertetabelle und Graph: Da f,(x) = fi(x+1n(a)), ist das Werteverhal-
ten von f; exemplarisch fiir das Werteverhalten jeder andern Funktion
fa- Es reicht also, eine Wertetabelle fiir f; anzugeben:

0 0,5 12

0,1 0,524979 !

0,2 0,549834 o8

0,5 0,622459 Zs/

0,8 0,689974 /

1 0,731059 ) i
1,25 0,7773 m s @ 4 2 [0z @ 5
1,5 0,817574

10 0,999955 "

Abschliefende Bemerkung: Fir a = 1 ist f die Umkehrfunktion der soge-
nannten Logit-Transformation 2 + In(1%=). Mit dieser Funktion ldsst sich
in der Statistik jede Wahrscheinlichkeit aus dem Intervall |0; 1] einer Zahl
aus R zuordnen und umgekehrt; man macht sie Wahrscheinlichkeiten so sta-
tistischen Techniken zugénglich, welche die Beschrédnkung auf ]0;1[ nicht



vertragen (z.B. Regressionsrechnungen). Die Ergebnis der Analyse logit-
transformierter Wahrscheinlichkeiten bzw. Haufigkeiten werden anschlieend
mit Hilfe der Funktion f wieder nach |0; 1] zuriicktransformiert und dort in-
terpretiert.

Aufgabe 19.

Diese eigentlich harmlos anmutende Schar gebrochen-rationaler Funktionen
hat es in sich, denn je nach Wert von a haben die f, recht unterschiedliche
Eigenschaften. Mit Hilfe einer dynamischen Geometrie-Software sieht man
sehr schon, wie die Polstelle von f, ,,durchgereicht wird“ und die verschie-
denen Auspréigungen von f, erzeugt. Die Rechnungen sind wegen der vielen
verschiedenen Félle dementsprechend ziemlich umfangreich, wenn auch meist
nicht schwierig:

[1] Definitionsbereich: Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind Definitions-
liicken, d.h. D =R\ {a}.

[2] Symmetrieverhalten: Aufgrund der (fiir a # 0 nicht hebbaren, s.u.) De-
finitionsliicke a liegt weder Achsen- noch Punktsymmetrie im strengen
Sinne vor. Wenn man allerdings den Begriff der Punktsymmetrie geeig-
net auf Funktionen mit Definitionsliicke Gibertrégt, so ldsst sich (nurl)
fir die Funktion f_; nachrechnen, dass sie symmetrisch zum Punkt

P(—1| — 2) ist (vgl. auch Aufgabe 6 aus Kapitel 4 = vgl. S. 75), denn
z—1)3+(2—1)2 2 . .

gx) = fai(x—1)+2 = % +2 = 2 st eine zu (0]0)

punktsymmetrische Funktion.

3] Ableitungen: f!(z) = (32 +22)(z—a)®— (2 +2%)2(z—a)

(x—a)?
(322 42x)(x—a)—2(2z>+x?)
(z—a)?
3m3+212 —3ax’—2ar—2z°—2x°
(z—a)?
_ 2% —3az®—2azx
- (x—a)3
z(2° —3ax—2a)
(z—a)?

" (3z%2—6az—2a)(z—a)® —(2® —3az>—2az)3(z—a)>
fd (z) (@—a)0
(3z%—6az—2a)(z—a)—3(z*—3ax>—2ax)

=)
3z° —6ax? —2aw—3aw2+6a2m+2a2 —3$3+9aw2+6aw
(z—a)?

(6a2+4a)z+2a2
(e—a)t
" _ (6a%44a)(z—a)*—((6a>+4a)z+2a2)4(z—a)®

[ (@) (z—a)®
(6a°+4a)(z—a)—((24a*+16a)x+8a?)

(z—a%s’
(6a*+4a)x—6a° —4a” —(24a*+16a)z—8a>

(x—a)®
(—18a°—12a)z—6a>—12a>
@




[4] Randverhalten: f,(x) = AT gt eine gebrochen-rationale Funktion,

x2—2ax+a?
deren Zéahlergrad um 1 hoher als der Nennergrad ist. f, hat eine lineare

Asymptote, die durch Polynomdivision erhalten wird. Das zugehorige
Horner-Schema lautet:

11 0 0
—a? 0 0 —a? —a® — 2a3
2a 0 2a 2a + 4a® 0
1 1+2a 2a+3a> —a®—2a3
Es ist also fy(x) = 2 +2a+ 1+ %, und die Asymptote
lautet g,(x) = = + 2a, sie hat das gleiche Grenzwertverhalten wie f,. Es
gilt also gChl& fa(z) = 0o und mEIEloo fa(z) = —00.

Polstellen: Nur die Definitionsliicke z, = a ist eine Polstelle von f,(z) =
x(i(fi)lg) Fiir a ¢ {0, —1} liegt jeweils eine Polstelle ohne Vorzeichenwech-
sel vor. Fiir a = 0 ist die Nullstellenordnung von z = 0 im Zahler 2
und im Nenner ebenfalls 2. Die Polstelle ist dann hebbar. Durch Kiirzen
ergibt sich die stetige Fortsetzung fo(z) = « + 1. Fir a = —1. ist die
Nullstellenordnung von z = —1 im Zéhler 1 und im Nenner 2. Es liegt
dann eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor.

Nullstellen von f,: Diese sind Nullstellen des Z&hlerpolynoms x> +x2, also
die Stellen x = 0 und x = —1. Funktionen f, fiir a = 0 und a = —1 stellen
dabei Sonderfille dar. Fir a = —1 lautet die (gekiirzte) Darstellung
foi(z) = f—jl und hat nur die Nullstelle z = 0. Fiir a = 0 lautet die
stetige Fortsetzung fo(z) = x + 1 und hat nur die Nullstelle z = —1.

Nullstellen von f/ und Monotonieverhalten von f,: Nullstellen von f/
ergeben sich aus den Nullstellen des Zahlerpolynoms von f/ d.h. aus

x(z? — 3ax — 2a) = 0. Sie sind also 7o = 0 und die Nullstellen von
2?2 — 3ax — 2a, also x; = da=v9a*+8a W und z, = 3etv9ai+t8a V92a2+8“, wobel die

tatsichliche Anzahl der Losungen von a abhéngt (s.u.). Die erste Ab-
leitung hat mit diesen Nullstellen die faktorisierte Darstellung f!(x) =
re-zieoa)

Zusammen mit der Polstelle z,, = a zerlegen die Stellen zy = 0, z; und
x5 den Definitionsbereich in Intervalle mit einheitlichem Monotoniever-
halten. Es ist noch zu beachten, dass

fir a = 0 und a = —g die beiden Nullstellen z; und x9 zusam-
menfallen, fiir @ = 0 zudem noch mit der hebbaren Definitionsliicke
xp =0,



fiir a = —1 die Nullstelle zo = —1 mit der Polstelle x, = —1 von
f—1 zusammenfallt,

fir a €] — 3;0[ nur « = 0 eine Nullstelle des Zahlers ist.

Die Intervallzerlegung beginnt bei —oo und endet bei 400 jeweils mit
einem uneigentlichen Intervall. In diesen beiden Intervallen ist f, streng
monoton wachsend, die Funktion ,erbt® in diesen Randintervallen das

Monotonieverhalten der Asymptote g,(x) = « + 2a + 1.

Bei aneinander angrenzenden Teilintervallen wechselt das Monotoniever-
halten, wenn die Intervallgrenze als Nullstelle der Ableitung eine unge-
rade Ordnung hat und es verdndert sich nicht, wenn die Nullstelle der
Ableitung eine gerade Ordnung hat.

Mit diesen Uberlegungen lisst sich nun das Monotonieverhalten zusam-
menfassend fiir verschiedene Werte von a in sieben Féllen beschreiben:
Sofern nicht ausdriicklich anders dargestellt, sind alle auftretenden Null-
stellen von f/ hier einfach, fithren also zu einem Wechsel im Monotonie-
verhalten.

[a] Fall a < —1: Die Nullstellen von f liegen hier wie folgt: —oco <
T <Tp < T2 < Ty < O0.

Links von der Polstelle ist f, auf | —o0o; 21] streng monoton wachsend
und auf [zq; zp[ streng monoton fallend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,; 2] streng monoton wachsend,
auf [x9; x| streng monoton fallend und auf [zy; co] streng monoton
wachsend.

[b] Fall @ = —1: Die Nullstellen von f’; liegen hier wie folgt: —oco <
T < Tp < xo < O0.
Links von der Polstelle ist f_; auf | — co; z1] streng monoton wach-
send und auf [z1; z,[ streng monoton fallend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,;xo] streng monoton fallend
und auf [zp; oo streng monoton wachsend.

[c] Fall =1 < a < —3: Die Nullstellen von f; liegen hier wie folgt:
—00 <721 < T2 <Tp < xp < 0.

Links von der Polstelle ist f, auf ]—oo; z1] streng monoton wachsend,
auf [x1; z2] streng monoton fallend und auf [xs; z,[ streng monoton
wachsend.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,;xo] streng monoton fallend
und auf [zg; oo streng monoton wachsend.



[d] Fall a = —3: Die Nullstellen von f_s liegen hier wie folgt: —oo <
T1 =22 < Tp < Ty < 00. T =Tg = —% ist eine doppelte Nullstelle
von f/, in der sich das Monotonieverhalten nicht &ndert.

Links von der Polstelle ist f, auf | — oo;xz,] streng monoton wach-
send.

Rechts von der Polstelle ist f, auf |z,;xo] streng monoton fallend
und auf [zg; oo streng monoton wachsend.

[e] Fall -8 < a < 0: Die Nullstellen von f, liegen hier wie folgt: —oo <
Tp < xp < 0.

Links von der Polstelle ist f, auf | — co;x,| streng monoton wach-
send.

Rechts von der Polstelle ist f, auf ]z,;zo] streng monoton fallend
und auf [zo; oo[ streng monoton wachsend.
[f] Fall a=0: fo(r) =« + 1 ist streng monoton wachsend.
[g] Fall a > 0: Die Nullstellen von f, liegen hier wie folgt: —oo < 1 <
Ty < Tp < X2 < O0.
Links von der Polstelle ist f, auf |—oo; 1] streng monoton wachsend,
auf [x1; zo] streng monoton fallend und auf [zg; z,[ streng monoton
wachsend.
Rechts von der Polstelle ist f, auf Jz,;x2] streng monoton fallend
und auf [z9; 0o streng monoton wachsend.
Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten: Nullstellen von f/(z) =
2 2
% sind Nullstellen des Zihlers von f/(z) d.h. Losungen von
(6a® + 4a)xr + 2a% = 0 < 2a((3a + 2)x + a) = 0. Falls a = 0, so ist
"(x) = 0, wir hatten bereits gesehen, dass in diesem Fall fo(z) =2 + 1

eine lineare Funktion ist. Falls a = f%, so hat f”, keine Nullstelle. In
3

allen anderen Féllen ergibt sich die Nullstelle 3 = — %= # a = 2}, und

f/ hat die Faktorisierung f2(x) = (2a(3aJ(rj)7)(Ea)cj czz=2l

Der Faktor 6a® + 4a = 2a(3a + 2) legt das Vorzeichenwechselverhalten
des Zéahlers von f und damit das Vorzeichenwechselverhalten von f/
fest. Der genannte Faktor ist positiv fiir a < —% und a > 0 sowie negativ
flir —% < a < 0. Damit erhélt man das Kriimmungsverhalten von f, aus

dem Vorzeichenwechselverhalten von f! wie folgt:

[a] Fira < —2ist —o0 < —3%5 < a < oo. Der Faktor 6a® + 4a =
2a(3a + 2) ist positiv, die zweite Ableitung hat in x3 also einen
Vorzeichenwechsel von — nach +.



Also ist f!/(x) < 0 fiir alle €] — co; 23] und > 0 auf ]zs; co[. Auf
] — o0y ist f)/(x) > 0. Die Funktion f, ist daher auf | — oco;z3]
streng konkav und auf [z3; z,[ sowie auf |x,; 0o streng konvex

.. _ 2 1" _ 5
Fiir a = —% hat f_g(x) = GrD

Vorzeichen. Die Funktion f_2 ist also auf | — 0o;ap[ und [z;;00]
streng konvex.

einheitlich positives Vorzeichen

Fir —% <a<0ist —co<a< —ﬁ < o0. Der Faktor 6a® + 4a =
2a(3a + 2) ist negativ, die zweite Ableitung hat in x3 also einen

Vorzeichenwechsel von + nach —.

Also ist f(z) > 0 fur alle z €] — co;a] und alle x €]a;x3[. Fir
x> xg ist f!/(z) < 0. Die Funktion f, ist daher auf | — oo;z,[ und
auf Jx,; z3] streng konvex und auf [x3; 0o[ streng konkav.

Fir a = 0 ist fo(x) = = + 1 linear, also sowohl konvex als auch
konkav.

Fiir a > 0 ist —00 < 73 < a < oo. Der Faktor 6a® + 4a = 2a(3a + 2)
ist positiv, die zweite Ableitung hat in x3 also einen Vorzeichen-
wechsel von — nach +.

Also ist f//(z) < 0 fir alle z €] — oco;a3]. Fir > x3 ist f7(z) > 0.
Die Funktion f, ist daher auf | — co; 3] streng konkav, auf [x3; )]
streng konvex, und auf |z,; oo[ streng konvex.

Lokale und globale Extrema: Wegen der Asymptote g,(x) = x+2a+1 hat
die Funktion f, keine globalen Extrema. Mit dem Monotonieverhalten
von f, erhdlt man folgende lokale Extrema in den Stellen zg = 0, z1 =

3a—+v9a2+8a
2

9a?2
und z, = Setvietsa.

Fall a < —1: f, hat lokale Maxima in z; und in x5 und ein lokales
Minimum in z.

Fall a = —1: f, hat ein lokales Maximum in z1, und ein lokales
Minimum in zg.

Fall -1 < a < —%: fa hat ein lokales Maximum in 27 und lokale
Minima in xg, 2.

Fall —% < a < 0: f, hat ein lokales Minimum in z.
Fall a = 0: f, hat keine lokalen Extrema.

Fall a > 0: f, hat ein lokales Maximum in x; und lokale Minima in
0, 9.



[10] Wendestellen: x3 = — 5% ist eine Wendestelle mit Wechsel von Links-
nach Rechtskriimmung fiir a €] — 2;0[ und Wechsel von Rechts- nach
Linkskriimmung fiir a < —1 und —1 < a < —% und a > 0.

[11] Wertetabelle und Graph: Aufgrund der Vielzahl von moglichen Funk-
tionsverldufen abhéngig vom Scharparameter a macht eine Wertetabelle
hier nur wenig Sinn. Ahnliches gilt fiir die graphische Darstellung, die zur
Verdeutlichung des Schar-Prinzips in einem Koordinatensystem erfolgen
sollte. Sie finden eine Reprisentation mit der dynamischen Geometrie-
Software Geogebra iiber den Web-Service.

Aufgabe 20.

[1] Allgemeiner Funktionsterm mit Ableitungen: f ist ungerades Polynom
3. Grades f(x) = ax® + bx. Die Ableitungen lauten f'(x) = 3ax? + b,
f"(z) = 6ax.

[2] Gleichungen in f, f, f:
[a] ,verlduft durch P(1| —1)“: f(1) = —1,alsoa-13+b-1=—1
[b] ,hat in x = 2 ein Extremum®: f/(2) = 0, also 3a-22 +b =0

[3] Gleichungssystem: a +b=—1,12a+b=0
. . . _ _ _ 1
[4] Losunngdes Gleichungssystems: b = —1 — a = —12a. Daraus a = 17 und
b - 11
[5] Priifung des Funktionsterms f(z) = ;2% — 2: Es muss noch f”(2) # 0
aus der hinreichenden Bedingung fiir ein lokales Extremum in z = 2

gepriift werden. f(z) = %x und damit f”(2) = % £ 0.
Aufgabe 21.

[1] Allgemeiner Funktionsterm mit Ableitungen: f(x) = az* + ba3 + ca? +
dz + e hat die Ableitungen f’(z) = 4az® + 3bx? + 2cx + d, f"(z) =
12ax? + 6bx + 2¢, f"'(x) = 24ax + 6b

[2] Gleichungen in f, f/, "

[a] ,Dberiihrt Abszisse in z = 2“: Dies sind zwei Gleichungen. Zum einen
ist 2 = 2 eine Nullstelle von f, also f(2) = 0, also a - 23 + b -
23 4 ¢-22 4 d2+ e = 0. Zum anderen hat f in z = 2 die gleiche
Steigung wie die Abszisse(ngerade) x — 0, also f'(2) = 0, also
4a-2343b-22+2c-24+d=0.

[b] ,hat in = 0 den lokal maximalen Anstieg 1“: Dies sind ebenfalls
zwei Bedingungen. Zum einen ist f/(0) = 1, also 4a - 03 + 3b- 0% +
2c¢-0+d =1, zum anderen hat die Ableitungsfunktion f’ in x =0
ein lokales Maximum, also f”(0) = 0, also 12a - 0% + 6b- 0 + 2¢ = 0.



[c] ,hatin x = 3 eine Wendestelle*: f”(3) = 0, also 12a - (3)* + 6b -

34+2c=0.
[3] Gleichungssystem: Die Werte von ¢, d werden sofort abgelesen und in die
anderen Gleichungen eingesetzt:
16a+8b+4c+2d+e = 0 16a+8+e = 2
3R2a+12b+4c+d = 0 32a+120 = -1
2c = 0 c =0
27a4+9b+2¢c = 0 27a 4 9b 0
[4] Losung des Gleichungssystems: 32a+12b = —1,27a+9b = 0 < 8a+3b =
—13.3a+b=0% 8a+3(-3a) = -1,b=-3a & a=10b= -3
Eingesetzt in die erste Gleichung ergibt sich e = —2 — 16a — 8b = —2 —
16-3 —8-(— ) =0.
[5] Prufung des Funktionsterms f(z) = 1z*— 223+ 2. Es sind noch f"(0) <
0 und f"” ( ) # 0 aus den hmrelchenden Bedingungen fiir ein lokales
Maximum von f’ in # = 0 und eine Wendestelle von f in z = % zZu
priifen: f"'(z) = 6z — %, also f'(0) = -2 <0und f”(3) =3 #0.
Aufgabe 22.

a)

f ist gerade < f’ ist ungerade. Diese Aussage ist richtig. Wenn namlich
f gerade ist, so gilt fiir die Ableitung mit der h-Methode
NN fiy LT —f(=m)

Jlma) = lim == g
Wenn umgekehrt f/ ungerade ist, so hat die Funktion h(z) = f(z) —
f(—z) die Ableitungsfunktion 0, denn f'(z) = f'(x) — (—f'(—x)) =
/() + f'(—x) = 0. h ist also eine konstante Funktion mit h(x) = h(0) =
f(0) = f(0) =0.

Die entsprechende Aussage, bei der ,,gerade” und ,,ungerade“ vertauscht
sind, ist falsch. Zwar kann man daraus, dass f ungerade ist, genau wie
oben noch folgern, dass f’ gerade ist. Umgekehrt ist aber beispielsweise
f(x) = 23 +1 eine nicht ungerade Funktion, deren Ableitung f/(x) = 322
gerade ist.

f(af+(—jl)—f(3f) = —f'(~2)

Die Aussage ist richtig. Eine Funktion f(z) = az® + bx? + cx + d mit
a # 0 hat einen Wendepunkt in z = —z, die Funktion h(z) = f(z —
%) +f (—%) ist eine ungerade Funktion. Ersteres ergibt sich sofort iiber
die zweite und dritte Ableitung, f”(x) = 6ax + 2b, f"'(z) = 6a # 0.
Letzteres ist mit der genannten Wendestelle etwas mithsam zu berechnen.



Die Rechnung vereinfacht sich, wenn das Polynom in der Form in der
Form f(z) = $ax® — aba? 4 cx + d mit gecigneten a,b € R vorliegt (durch
den Ubergang (a|b) — (alb) = (3a| — 2} kann dies fiir jedes allgemeine
Polynom a3 + bz? + cx + d erreicht werden). Dann hat f nimlich die
Wendestelle z = b und die Funktion h(z) = f(x +b) — f(b) ist ungerade,

denn

h(z) = f(z+b)— f(b)

= la(z+b)®—ab(z+b)* +c(z +b) + d — (ab> — abb® + cb + d)

= %amz)’ + abx? + abz + %ab3 — abx? —2ab’x —ab® +cx +cb+d
—%ab?’ —abd —cb—d

= faz®+ (c—ab?)x

Die Aussage ist falsch. Beispielsweise hat die Funktion f(z) = x* — 42
mit den Ableitungen f’(z) = 423 — 4, f”(z) = 122% in o = 1 ihr einziges
lokales Extremum. Die Funktion h(z) = f(z + 1) — f(1) = (z + 1)* —
Yr+1)+3=at+423 + 622 + 4o +4—4x —4+3 = 2? + 423 + 3 ist aber
nicht gerade. f ist also nicht achsensymmetrisch zu seiner Extremstelle.

Aufgabe 23.

)

Die logarithmische Ableitung von h(xz) = In(f(z)) wird mit der Ketten-
regel bestimmt. AuBere Funktion ist die Logarithmusfunktion mit Ablei-
tung %7 innere Funktion ist die Funktion f(x). Die Ableitung lautet nach

der Kettenregel h'(z) = ﬁ < fl(x) = ’}/((;E)).

Fiir h(z) = In(f(z)g(x)) lautet die Ableitung nach der Ketten- und Pro-
. _ @@+ f(x)g'(x) _ f(@)g(x) | f@)g'(x) _ f(x) | g'(x)

duktregel: ' (x) = 550500 70 = Fajg) T @) = 1@ g

Die logarithmische Ableitung eines Produktes zweier Funktionen ist also

die Summe der logarithmischen Ableitungen beider Funktionen.

Die zweite Ableitung von h(x) = In(f(z)) ist die erste Ableitung von
’ " N ’ 2
W (x) = L2 also h'(z) = % In einem Wendepunkt von

f(z)
h gilt B(z) = 0, also f"(2)f(x) — f'(2)* = 0, also ["(x)f(z) = ['(x)?,
also ]}, ((f)) = "}((;)). In einem Wendepunkt von h stimmen also die loga-

rithmischen Ableitungen von f und f’ {iberein.

Aufgabe 24.

a)

b)

f(p) = ap® + bp + ¢ mit f(%) = 1800, f(1) = 0 und f'(1) = 0 ergibt
F(p) = 3200p — 6400p + 3200 = 3200(p — 1)?

E(p) = pf(p) = 3200])3 — 6400])2 + 3200p, K(p) =100+ %f(p) = 800p2 —
1600p + 900, G(p) = E(p) — K (p) = 3200p> — 7200p% + 4800p — 900



¢) Mit dem Newton-Verfahren ergibt sich als Naherung mit Startwert p =
0,9

' po 9(p) g (p) p1=p0—9(p)/g (p)
10,9 79,2 384 0, 69375
2 0,69375 33,1805 569,625 0,752
30,752 —1,19978  —599,962 0,75
40,75 0,000051178 —600 0,75

Man rat die Nullstelle p = %. Mit Polynomdivision (Horner-Schema)
folgt g(p) = (p — 2)(3200p* — 4800p + 1200). Die weiteren Nullstellen

sind Lﬁ von denen nur die kleinere im Definitionsbereich liegt. Mit

Wertevergleich sieht man g[p] > 0 fir p € [3i4‘/§’; %] Dieses Intervall ist
also die Gewinnzone. Fiir 0,32 < p < 0,75 (ndherungsweise) erzielt der

Campingplatzbesitzer positiven Gewinn.

d) Die Gewinnfunktion hat die Ableitungen G'(p) = 9600p? — 14400p +
4800 = 4800(2p? — 3p + 1) und G"(p) = 19200p — 14400 = 4800(4p — 3).
Notwendig fiir ein lokales Gewinnmaximum ist G’(p) = 0, also 2p* —3p+

1:0®p2—%p+%=0©p: %i\/%—%:%i%. Kandidaten sind
alsop = % und p = 1. Letzterer Wert ist ein Randpunkt des 6konomischen
Definitionsbereichs, also im Rahmen des Randwertvergleichs zu priifen.
Hinreichend fiir ein lokales Maximum ist G'(p) = 0 und G”(p) < 0. Fiir
p=13gilt G'(3) =0 (s.0.) und G”(3) = 4800(4 - 3 —4) = —12000 < 0.
Also liegt in p = % ein lokales Maximum vor. Dieses lokale Maximum
wird nun durch einen Randwertvergleich mit den Stellen p =0 und p =1
auf globales Maximum tiberpriift. Es ist G(0) = —900, G(1) = —100 und
G(3) = 100. Es liegt also in p = 3 ein globales Gewinnmaximum vor.
Das Gewinnmaximum betriigt 100 und es werden f(3) = 800 Flaschen

abgesetzt.
Aufgabe 25.

Brotchenbeispiel:

Schreiben Sie den Preis p als lineare Funktion der abgesetzten Menge x,
p(x) = az + b mit p(0) = £, p(200) = 2. Aus diesem Steckbrief erhalten Sie
p(z) = — g5z + 3.

Die Kostenfunktion ist K(z) = 2z + 15, die Erlosfunktion lautet F(z) =
z-p(r) = 8x — J-2? Als Gewinnfunktion erhilt man G : [0;200] — R,

5 200

G(z) = E(z) — K(z) = — 5552 +  — 15.

Diese nach unten gedffnete Parabel hat ihren Scheitelpunkt (Maximallosung)
in = 100. Der zugehorige Preis ist p(x) = %. Der maximale Gewinn be-

triigt G(100) = 35.



Weil die Funktion p(x) Umkehrfunktion der im Haupttext gewonnenen Nach-
fragefunktion f(p) = 320 — 200p ist, ergibt sich die selbe Losung wie dort.

Mineralwasserbeispiel:
In Analogie zur preisabhéngigen Modellierung aus der vorangegangenen Auf-
gabe sei auch hier eine quadratische Nachfragefunktion p(z) = az? + b mit
Scheitelpunkt in P(0[1) und p(1800) = % angenommen (man konnte den
Scheitelpunkt auch in Q(1800|%) ansetzen, dann erhiilt man eine andere ge-
winnoptimale Losung). Es ergibt sich p(z) =1 — %%.

Die Gewinnfunktion lautet G(z) = E(x)— K (z) = mp( )—(424100)

%% —100. Ihre Ableitungen sind G'(z) = 2 — 9 18002, G (z) = — 35557
Notwendig und hinreichend fiir ein lokalcs Gewinnmaximum ist G'(z) = 0
und G”(z) < 0. G'(x) = 0 18st sich zu 2% = £1800? & z = 1\8}0 = 600v/3 ~
1039, 23. Weil auch G (600v/3) < 0, ist ein lokales Gewinnmaximum ge-
funden. Der Randwertvergleich ergibt G(0) = G(1800) = —100 < 0 und
G(600v/3) ~ 419,615 > 0, ist auch das globale Maximum gefunden. Der
gewinnoptimale Preis betriigt f(600v/3) = 3

Die Losung unterscheidet sich von derjenigen in der vorangegangenen Auf-
gabe, weil die Nachfragefunktion, die den Steckbrief modelliert, nicht die

Umkehrfunktion der Nachfragefunktion dort ist.
Aufgabe 26.

,xf

_ ~15  _ 15
a) €£(T) =T 135—15; = Too-i5n

_ . —32%43041 _ —32243z41 _ 2(32°—32-1)
b) e¢f(z) =x- _I§+%w€+w = _$€+%§+1 = @—2)(2a+1)
¢) ef(w) = =4 =a

d) Ef(l') =T lnc(c.r) = In(z)

Graphen:
a) b)
b 2y
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Aufgabe 27. Kurvendiskussion des Deckungsbeitrags nach dem 11-Punkte-
Programm. Dabei jeweils 6konomische Interpretationen:

[1] Okonomischer Definitionsbereich [0; oo|

[2] Die Funktion weist keine Symmetrien auf.

[3] G ist differenzierbar fir = > 0. Die Ableitungen lauten:
G(z)=tde! ' —c= 1 —¢

G"(z) =t(t — 1)dx'=2

[4] lim G( ) = lim (1 — %) =1, also ist g(x) = —cz Asymptote von

T—r 00 T—r 00

G. Damlt gilt auch hm G(z) = hm ( cx) = —oo. Fiir grofle Faktor-
einsatzmengen hat der EI"]Ob also kelnen wesentlichen Einfluss auf den
(dann negativen) Deckungsbeitrag.

[5] Die Funktion hat keine Polstellen
[6] Nullstellen von G: G(z) = z(dz'~! —¢) = 0 fir z = 0 oder z =

xo = 1*\t/g. Die Gewinnzone ist [0; '+/<]. Mit zunehmendem Stiicker-
16s (Stickkosten) vergrofiert (verkleinert) sich die Gewinnzone. Die Ge-
Winngrenze liegt in Abhéngigkeit von ¢ €]0; 1] zwischen 1 und %, denn

hm(d)1 i =1

t—1

[7] Nullstellen von G’ und Monotonieverhalten von G: G'(z) = 0 & x =
zy = '{/t4. Wegen G”(z) < 0 ist G streng monoton fallend, daher hat
G’ in x = x; einen Vorzeichenwechsel von + nach —, also ist G in [0; 2]

streng monoton wachsend und in [z1; co[ streng monoton fallend.

[8] Nullstellen von G” und Kriimmungsverhalten von G: Wegen G” () < 0
auf ganz D ist G streng konkav.



[9] In & = 21 hat G ein globales Maximum. Das Gewinnmaximum liegt im-
mer in der Gewinnzone; der gewinnmaximale Faktoreinsatz steigt (fallt)
mit dem Stiickerlos d (den Stiickkosten c).

[10] G hat keine Wendestellen.

[11] Die Graphen von G,G’,G” sind exemplarisch fir ¢ = 4, d = 8 und

t= % skizziert.

_dat—cx __

Durchschnittlicher Deckungsbeitrag je produziertem Stiick: f(z) = “—
d — cx'~t. Kurvendiskussion nach dem 11-Punkte-Programm:

[1] Definitionsbereich D =]0; co[, die Definitionsliicke z = 0 ist hebbar.

[2] keine Symmetrieeigenschaften
[3] Ableitungen:

f@)y=ct—-1)zt<0

f(@) = —et(t — Dzt = <00 5 g
[4] Verhalten im Unendlichen: xli}n;o f(z) = -
[5] Polstellen: keine
[6] Nullstellen von f:d—ca' ™' =0 o= "7/<
[7] f" hat keine Nullstelle, f'(x) < 0, f ist streng monoton fallend.
[8] f” hat keine Nullstelle, f/(z) > 0, f ist streng konvex.
[9]
[

9] f hat in z = 0 ein globales Maximum.

10] f hat keine Wendestelle. Die Graphen von f, f/, f” sind exemplarisch



firc=4,d=8und t = % skizziert:

Aufgabe 28. Es ist f(z) = £ + bat~! + ¢. Kurvendiskussion von f nach
dem 11-Punkte-Programm.

[1] Okonomischer Definitionsbereich ]0; o[
[2] Die Funktion weist keine Symmetrien auf.

[3] f ist differenzierbar fir z > 0. Die Ableitungen lauten:
Fl(@) = =% 4+ b(t — 1)gt—2 = bt=Le'=a

2

f//(x) = % + b(t — 1)(t _ 2)$t_3 _ ng)(g_t)lt

x

[4] Verhalten im Unendlichen/am Rand: lir% =400 = li_>m f(zx), eine (po-
r—r €T o0

lynomiale) Asymptote hat f nicht, allenfalls konnte die Potenzfunktion
g(z) = ba'~! als Asymptote ,herhalten®.

[5] Polstellen: Da f keine gebrochen-rationale Funktion ist, kann man in
2 = 0 auch nicht von einer Polstelle im strengen Sinne sprechen.

[6] Nullstellen von f: Da alle drei Summanden von f strikt positiv sind, hat
f keine Nullstellen.

[7] Nullstellen von f’ und Monotonieverhalten von f: Aus der Darstellung
von f’ folgt sofort: f’ hat in z; = 1t/ﬁ eine Nullstelle mit Vorzei-
chenwechsel von — nach +. Also ist f in ]0;x1] streng monoton fallend
und in [x1; 0o streng monoton wachsend.

[8] Nullstellen von f” und Kriimmungsverhalten von f: Aus der Darstellung
von f folgt sofort:

[a] Fiir ¢t > 2 hat f” keine Nullstelle und es ist f”(z) > 0 fiir alle > 0.
Also ist f in D konvex.



[b] Firl<t<2hat f”inazg = ¢ ; eine Nullstelle und einen

TDE D
Vorzeichenwechsel von + nach —. Also ist f auf |0; x2] streng konvex
und auf [z2; 0o[ streng konkav.

[9] Extrema von f: Aufgrund des Monotonieverhaltens von f hat f in 21 =
(ﬁ)% ein globales Minimum, dieses stellt also das Betriebsoptimum

dar. Die minimalen durchschnittlichen Kosten betragen f(xz1) = =+
t 1
bxtl_l +c= Lzblml +c= 7(115(14-:1) + c.

G—Db
[10] Wendestellen von f: Fiir t > 2 hat f keine Wendestelle. Fiir 1 < ¢t < 2
hat f in x5 eine Wendestelle mit Wechsel von Links- nach Rechtskriim-
mung.
[11] Graph (exemplarisch fir a =b=c¢ =1 und ¢t = 2)
f

(x4[5€7))

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17 18

Zusétzlich (grau) in den Graph eingetragen, ist die Lage des Extrem-
punktes mit variierendem Scharparameter ¢t. Sie erkennen eine Kurve,
die aber keine Funktion darstellt (warum?).

Im Rahmen der Marginalanalyse muss das Betriebsoptimum diskutiert wer-
den. Beispielhaft sei hier die Frage besprochen, wie hoch die minimalen
durchschnittlichen Kosten in Abhingigkeit vom Parameter ¢ > 1 héchstens
werden konnen ( d.h. wo auf der grau markierten Kurve im obigen Graphen
der hochste Ordinatenwert erreicht wird). Diese Frage ist insofern von Be-
deutung, weil der Parameter ¢ in der Modellierung oft nur durch statistische
oder Plausibilitdtsiiberlegungen festgelegt wird und somit auch fehlerhaft
gewahlt sein kann.

Man bestimmt das Maximum der minimalen Durchschnittskosten h(t) =
a(1+ﬁ) aﬁ

o= te=— =, + ¢ durch Berechnung der Ableitung h’'(t), wobei
t—1)b et Mo —

uns alle Ableitungsoperatoren noch einmal begegnen.




B (t) =

a b(t—1)
tt-1) In(=7=)

(ﬁ)l/t

Diese Ableitung ist genau dann Null, wenn In(b(t — 1)/a) = 0, also wenn
t= aT'H’. Es gibt also genau einen kritischen Punkt. Zudem hat die Ableitung
von h an dieser Stelle einen Vorzeichenwechsel von + nach —, also liegt ein
globales Maximum von h in t = "T’Lb vor. Im obigen Graphen ist dieses

Szenario flir a =b=1und t = “T“’ = 2 dargestellt.

1

Die Minimalstelle von f ist in diesem Fall z; = (m) T — 1 und die
2

Minimalkosten betragen f(1) = a + b + c¢. Im ,worst-case“-Szenario haben

also alle Kostenkoeffizienten a,b, ¢ den gleichen Beitrag an den minimalen

Durchschnittskosten.




Kapitel 8

Aufgabe 1.

a) v Zu bestimmen ist f15(2x + 3)du:

" F(x) = 22 + 3z ist Stammfunktion zu f(z) =
10 2z + 3, denn F'(z) = f(x).

’ Auf [1;5] ist f(x) > 0. Nach dem Hauptsatz ist
° die gesuchte Fliache daher gleich F(5) — F(1) =
4 52435 —(124+3-1) = 36.

b) v Zu bestimmen ist f24(4x2 — dx)da:

F(z) = $23—22? ist Stammfunktion zu f(z) =
47? — 4z, denn F'(x) = f(x).

Auf [2;4] ist f(x) > 0. Nach dem Hauptsatz ist
? die gesuchte Fliache daher gleich F'(4) — F(2) =
... (3-43—-2-4%)—(3-235-2.2%) =122

c) o Zu bestimmen ist f04(3 — |z — 2|)dx:
. Fir z < 2ist f(z) =3 -]z —2| =1+ =z
Stammfunktion zu f ist dann Fy(z) = 2% + .
Fir x > 2ist f(z) = 3—|z—2| = 5—x. Stamm-
2 funktion zu f ist dann Fy(z) = —1z% 4 5z
1 Auf [0;4] ist f(x) > 0. Die gesuchte Fliche ist
\ . Summe der Teilfliichen f02 f(x)dx + f24 f(z)dx
° ' * ?* *  und nach dem Hauptsatz daher gleich (F7(2) —
F(0) + ()~ B®) = (12 +2) - 3 -
0240))+((—2-42+5-4)— (—5-22+5-2)) = 8.




Aufgabe 2.

Die umschlossene Fliche liegt jeweils zwischen Graph und Abszisse, wobei
die Nullstellen von f den Bereich begrenzen. Es miissen also zunéchst alle
Nullstellen von f berechnet werden. Bei mehr als zwei Nullstellen gibt es
entsprechend mehrere Teilfldichen. Das betreffende Integral ist bei negativem
Vorzeichen von f entsprechend zu negieren, um die Teilfliche zu erhalten.

a)

flx)=2—2?2=2(1 —2) =0 ergibt z; =0, 5 = 1.

Es ist f(x) > 0 fir « € [0;1]. Also ist die gesuchte Fliche gleich fol (x —
2?)dz. Stammfunktion zu f ist F(z) = $2? — f2%. Die gesuchte Fléiche
ist also F(1) = F(0) = F(1) =3 — + = ¢.

f(z) = ax + 22 — 2 = z(a + = — 22) = 0 ergibt drei Nullstellen z; <

Ty < T3 mit 1y = VAt V24a+1, Ty =0, xg = Vet V;‘”l.

Auf [21;0] ist f(z) <0, auf [0; z2] ist f(x) > 0. Die gesuchte Fliche ist
also —fa?l f(@)dz + [)° f(x)da.

Eine Stammfunktion von f ist F(z) = $x? + £2® — Jx*. Die gesuchte
Fléche ist also nach dem Hauptsatz gleich F(z3)—F(0)—(F(0)—F(x1) =
F(z3) + F(z1), also gleich

1
I+ x1—7m1—|— 272+ xQ—Zxé

(23 + z%) +3 (551 +z3) - 2(5171 + 3)
2 2
((1+\/24a+1) n ((1—\/5111-5-1)

H

[NIISEENNSTISEN] S

1 <1+¢§aﬁ)3+((1_¢§aﬁ>3
<1+¢m)4+((17¢§m>4
(1-

=2 (1 +Via+1) + da+1)%)
+31 (M +VAa+1)% + (1 = Vda +1)%)
6%1((1+m4 (1 - v4a+1)%)

=28a+4)+ 3 (6(da+1)+2) — H(2(4a+1)? + 12(4a + 1) + 2)

Erlduterung des vierten Umformungsschrittes: Es ist jeweils nach der
binomischen Formel

1+ Vda+1)?2=1+2V4a+1+ (4da+1)
(1+viaT12 =14+3vIa+1+3da+1)+VIa+1°
(1+Vda+ 1) =1+4V4a+1+6(da+1) £ 4v4a+1+ (da+ 1)*



Dann heben sich in den drei Hauptklammern jeweils die Ausdriicke mit

v4a + 1 und v4a + T weg, so dass der ,wurzelfreie® Ausdruck stehen
bleibt.

Aufgabe 3.

Die angegebene Funktion F' hat nach der Quotientenregel die Ableitung

2(z—1)(z?+1)—(x—1)2(2z
F’(x) _ ( )( (g;2J)r1)(2 )~ (2x)
2(z—1)(z*+1—(z—1)x)

(z2+1)?
2(z—1)(z+1)
(x2+1)2

2(x%—1)
(2241)2

f(z)
F ist also Stammfunktion zu f. Nullstellen von f sind Nullstellen der Zéh-

lerfunktion, also Losungen von 22 — 1 = 0, also 2; = —1, 25 = +1. Auf
[—1;1] ist f(z) <0, also ist die gesuchte Fliche gleich

1 _1)2 _1)__1)2
- f_l f(x)da: - _(F(l) - F(_l)) = _(((112+11))2 - ((((,11))2;1))2) =2
Aufgabe 4.

Hier und in den folgenden Aufgaben, in denen Schnittflichen zwischen Gra-
phen berechnet werden, miissen Sie sich folgenden Sachverhalt zunutze ma-
chen.

Wenn f und g stetige Funktionen auf [a; b] sind, so ist die Fliche, die
von den Graphen zwischen f und g {iber [a;b] begrenzt wird, gleich

dem Integral f; |f(x) — g(z)|dz.

Im rechts stehenden Bild sind daher
z.B. die beiden dargestellten Flachen
inhaltsgleich.

Denn die untere Fldche hat als Be-

¢ 4
9
3
k die Funktion f /
grenzungskurve die Funktion f — g, /T\
-1 -0.5 . .

wobei f, g die obere Flédche begrenzen.

Machen Sie sich den Sachverhalt an folgendem Spezialfall klar: Wenn f(z) >
g(x) > 0, so kann man den Flacheninhalt zwischen den Graphen berechnen,

indem man erst die Fliache fab f(x)dx zwischen Graph von f und Abszis-
se bestimmt und von dieser dann die (Teil-)Flache zwischen Graph von g

und Abszisse, also f;g(x)dx subtrahiert. Man bestimmt also f; flx)dz —
S o)z = [[(f(x) = g(@)dz = [} |f(x) ~ g(a)]de.



Fiir zwei benachbarte Schnittpunkte xy < x; der beiden Graphen von f und
g hat die von f und g umschlossene Fliche dann den Inhalt f;f |f(z) —
g(x)|dz. In konkreten Anwendungen ist der Absolutbetrag aufzulésen: Falls
auf dem betreffenden Intervall [x1;zo] stets f(x) > g(x) gilt, so ist der Fl4-
cheninhalt f;f (f(z) — g(z))dz. Diese Uberlegungen gelten iibrigens auch fiir
die uneigentlichen Integrale der Ubungsaufgaben im iibernichsten Abschnitt.

a) Schnittpunkte von f und g erhélt man durch Gleichsetzen der Funktions-
terme und Auflésen nach x: f(z) = g(z) & 2% = 2* & 22(1 — 2?) = 0.

Loésungen sind ©1 = —1, 25 = 0 und z3 = 1.
Auf [ ] ibt aber f(z) > g(x), also ist die gesuchte Fliche gleich
f_ (x))dx = f_ll(m2 — 2*)dz (d.h. man darf iiber die mittlere

Nullstelle hlnweg integrieren, weil f(x) — g(z) in = 0 keinen Vorzei-
chenwechsel hat.

Eine Stammfunktion zum Integranden ist die ungerade Funktion F(x) =
$a3 — 1a°, also ist die gesuchte Fliche gleich F(1) — F(—1) = 2F(1) =
2-(3 1) = .
b) Wieder sind die Schnittpunkte von f und g durch Gleichsetzen der Funk-
tionsterme zu bestimmen: f(z) = g(z) & 22 -2 = 1 —2° & 2% +
22 — 2 — 1 = 0. Die Nullstelle = 1 rit man, Polynomdivision ergibt
Bt —r—-1=(z—-1)(2*+22+1) = (z — 1)(z + 1)%. Nullstellen
sind also £1 und zwischen diesen Nullstellen hat f(x)— g(x) einheitliches

Vorzeichenverhalten.

Speziell gilt £(0) =0 < 1 = g(0), also gllt f( ) g(x) fir alle z € [—1;1].
Die gesuchte Fliche ist also gleich f_l f(x))dx = fll(—x?’ —z%+
x + 1)dx.

Eine Stammfunktion zum Integranden ist F(x) = 3
Die gesuchte Fliche ist nach dem Hauptsatz F(l) F —1) =
Aufgabe 5
Es geniigt, den Wert a > 0 zu betrachten, da sich im Falle a < 0 dasselbe
Ergebnis wie fiir —a > 0 ergibt.
f und g haben Schnittpunkte fir z = 0 und * = +1 und es gilt f(z) >
g(x ) > 0 fiir z > 0 sowie f( ) < g(x) <0 fiir x < 0. Die Fldche ist daher
f_ f(x)) dw+f0 —g(z))dz = [° L (az®—ax) daj—i—fo ar—ax®)dr =
Fl( ) ( 1)+ ( 5(1) — FQ(O)) mit den Stammfunktionen F(z) = $a* —
Fy(z) = %2 — %2*. Die Fliche ist daher —Fy(—1) + Fa(1) = —(% —
%) —|— (§—9%) = 5. Der Flicheninhalt ist also 1 fiir a = 2. Entsprechend ergibt
sich auch fiir a = —2 der Flécheninhalt 2.



Aufgabe 6.

Eine nach unten getffnete achsensymmetrische Parabel hat die Form f(x) =
—ax?+cmit a > 0, c € R. Liegt P(1]1) auf der Parabel, so gilt 1 = —a+c <
¢ =1+ a. Die Parabel hat also die Form f(z) = —az® + 1 + a mit a > 0.

Die Nullstellen von f sind 1 = —4/ % und x5 = ,/%.

Die von Graph und Abszisse umschlossene Fliache hat dann den Inhalt

fzf f(x)dx = 2f0‘ “ (—az? + 1+ a)dr = 2(—% GTH + (a+ 1)1/%1) =
3(a+1)y/ %L, Die minimale Fliche ergibt sich durch eine Extremwertdis-

kussion der Funktion g(z) = 4(z + 1),/ 2t = %\/@ fir z > 0.

Esist ¢/(z) = Betfr-(te) _ 2,/%5 (22 — 1). Die Funktion g

\/(m+1>3 z?

ist monoton fallend fiir z < = und monoton wachsend fir x > =. Sie nimmt
1
2

1
. 2
also ihr Minimum fir x = 5 an.

Der Flicheninhalt wird also fiir a = 3 minimal. Er betréigt g(3) = 2v/3.
Aufgabe 7

Mit der Funktion f(z) = 322 ist die Rechtecks-Obersumme L f(z1)+- -+ L f(z,,) =
L(f(z1) + -+ f(wy) tber die Intervalle [1+ 231+ 2], [1+ 2;1+ 3], ..,

[1 4 2=1;2] zu berechnen. Dabei sind fiir den Einschluss der gesuchten FIi-

che durch eine Obersumme jeweils die Stellen x; grofiten Funktionswertes zu
verwenden. Weil f monoton wachsend auf [1;2] ist, handelt es sich hier um

die rechten Intervallgrenzen z; = 1+ %7 ro =1+ %, ooy =142 =2 Die
gesuchte Obersumme ist also

(2 4+ 4+ (1 +2)?)
3 (n+1)2+(n+3) +-+(n+n)?
an n?

= (1P +-+(2n)2 - 1%+ +n?)
3 ((Qn)(2n+1)(2(2n)+1) n(n+1)(2n+1)>
4n 6

24n2((4n+2)(4n+1) (n+1)(2n +1))
= g5 (16n% +12n+2 — (2n% + 3n + 1))

14n%4+9n+1
8n?2

Der Grenzwert dieses in n gebrochen-rationalen Ausdrucks ist Quotient der
Leitkoeffizienten 14 und 8 (Zéahlergrad gleich Nennergrad), also ist die ge-
suchte Fliche Z.



Aufgabe 8.

Fiir den Ausdruck f(n) = 13 + 2% + .- 4+ n? ergibt sich ein Wert zwischen
n3und n-n® = n*, daher wird ein ein Polynom vom Grad 4 in n angesetzt. Fiir
dieses werden folgende Stiitzwerte verwendet: f(0) = 0, f(1) = 13, f(2) =
13+23=9 f(3) =1%+ 23+ 33 =36, f(4) = 13 + 23 + 33 + 4% = 100.

Zu jeder Stiitzstelle wird nun ein Lagrange-Polynom bestimmt, d.h. ein Term
(n=0)(n=1)(n=2)(n=3)(n—4)

der Form (70=0) (no 1) (9 =3) (g —3) (mo —1) *3US dem nacheinander jeweils
der erste, zweite, ... Faktor aus Zahler und Nenner entfernt wird
in das Ergebnis fiir ng die erste, zweite, ... Stiitzstelle eingesetzt wird.
n =0: {ERogooao—ay = 217 — 1an’+ He’ — B+l
no=L (1n(51>(12)(27;@ )g)l@ Uy = —gnt+ in 13 2 4 dn
no=2: GG 3 Uy = 0! =20+ 4n? —3n
no=3 G nE e = —en 5 Z”Q +3n
n o =4: (4n((;z)(41)(17;(_42 2)(43 3 = sn' —qn® + %}Ln2 zlxn

Die Lagrange-Polynome werden nun mit den Funktionswerten an den Stiitz-
stellen multipliziert. Ergebnis ist:

n =0:0

n =1:— 6 —|— —13 n? +4n

n =2:9-(in? - 2n +192 3n) = §nt — 18n® + n? — 27n

n =3:36-(—sn'+In®— In?+ in) = —6n' +42n3 — 84n? + 48n
n =4:100- (35 —fn3+11n2—%n):260n4 25n3 + 2I8n? — 25n

Die Summe ist dann
B4+25+.4nd= (—F+2-6+2)n"+ (3 —18+42—25)n°

(-8 4+ 844 %)n +(4—27+48 —25)n
_ in4 + %ng + inz _n 2(n? -ZZn—&-l) _ n2(7z4+1)2

Mit dieser Summenformel begeben Sie sich nun an die Berechnung von
f02 23dz mittels Untersummen. Bei Aufteilung von [0;2] in n gleich grofe
Teilintervalle der Breite % erhalten Sie

= %(03 + (%)S—I— (%)34—...4_(2(”” 1))

=Z(034+25+43+- 4+ (2(n—1))*)

4 n— 271 ’nfn
=20+ 134284 4 (n—1)%) = Wl _ gy P2l

Der Grenzwert dieser Folge fiir n — oo ist 4. Berechnet man die Flache iiber
den Hauptsatz, so ergibt sich derselbe Wert f02 e = [J2'2=5 = 4.




Aufgabe 9.

a)

b)

c)

Eine Skizze des Graphen zeigt, dass die Fléche ein um 90 Grad gedrehtes
Trapez ist, dessen Flacheninhalt w(l —0) = 2 ist.

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich:
fo z)dr = [ta? + 222l =2
Die Rechteckssumme ist

FO)+ F(E)+ -+ f(2)

n

GOo+)+G-2+D+G -2+ 4+ (-2 +1)
N n
IR R o
- n

1 0414 +(n—1)

I e
n
—1
R R (Ut VT Vs
n n n

Grenzwert dieser gebrochen-rationalen Folge fiir n — oo ist g.

Aufgabe 10.
) Jo (@222 45)de = [y adde—2 [ 2?da+ [y 5dw = [Lat)2=5—2[1a3)7=04

[h2]2=6 = 324 — 2. 72 4 30 = 210

f33ff(x+1)( 2 = Bdo = [ (202 — & — B)da = 2 [*V 2 de —

= B\f xf?nf x 3\/ _
ff%ﬁxdx — f}f?)dx\; 2[52°]°Z A [%x2]$:73\/§ — [335]90:73\/5 =
72v/2 40— 182 =54

fi( eln )+2z)dx = e [ In(z)dz+2 [ xdz = e[z In(x)—2]2=§+2[22?]2=5
e+e?— 1

JiEde = [[(1+ D)de = [{1de + [] Jdo = [2]3= + [In(2)]5=f =
e—l—|—1—e

Bei dieser und den néchsten beiden Teilaufgaben kann man die Stamm-
funktionen nicht unmittelbar aus der Tabelle ablesen, weil die Variable z
jeweils durch eine lineare Funktion in x ersetzt ist. Dann muss man den
Faktor der Stammfunktion geeignet anpassen. Durch testweises Ableiten
von (4 + 1)2kann man in dieser Teilaufgabe herausbekommen, dass
im Faktor der Stammfunktion noch die Zahl i stecken muss:



[2VEr ¥ 1de = [} (4e+1)3de = [L-2(4e+1) 3722 = L. 24z + 1)

=2
2 2 _ 9 1 _ 13
1'% (4.’]’;—}—1)2150_§ i=1
I I T (T = =
%a(ae —ae)—f ( —ae)z—a(ae_l—ae)— a2(é—e):
21

e
g) Fiihren Sie zunéchst eine Polynomdivision und anschlieend eine Parti-
albruchzerlegung fiir den Integranden aus:

z+1\2 _ 2’4241 4 4 =
(35) = 58mg = 1+ 2= 2x+1 =1+ ==+ L Jetzt konnen

die Stammfunktionen summandenweisemit Hilfe der Tabelle angegeben
werden:

JESPdr = [ (14 75 + i) do = [1de+4 [ Fdo + 4 [ (o
1)~ 2dx—x+41n(m—1)—ﬁ

Aufgabe 11.

a) f((5)+:c)exdx = [ ¢ (z)h(z)dz mit h(z) = 54z, h'(z) = 1 und ¢'(z) = €*,
g(x) =¢e*

Damit [ 5+x etdr = g z)h(z)— [ g(x)l/ (z)dx = (5+x)e” — [1-e"dx =
(5+x)e” —e” ( 4)

b) [sin®(z)dz = fg (x)dz mit ¢'(z) = sin(x),g(x) = — cos(x) und
h(z) = sm( ), W (z) = cos(x)

Damit [ sin?(z)dz = g(z)h(z) — [ g(x)

= —sin(x) cos(:c)ff(f cos(x)) cos(z)dac =— sm(x) cos(x)+ [ cos?(z)dx =
—sin(x) cos(z) + [(1 — sin*(x))dz.

Hier wurde das Additionstheorem sin?(z) + cos?(z) = 1 verwendet. Der
zuletzt erhaltene Term vereinfacht sich dann noch zu — sin(x) cos( )tz —
Il sin? dgc und das Phon1x-Pr1nz1p wird deutlich: Es gilt [ sin?(x)dz =
x — sin(z) cos(z) — [ sin?(x)dz. Durch Auflésen nach dem gesuchten In-

tegral erhélt man f sin? )dx = M

¢) [axcos(z)dr = [g¢'(x)h(x)dz mit ¢'(x) = cos(z),g(x) = sin(z) und
hz) ==x, h(z) =
Damit [z cos(z)dz = g(z)h(x)— [ g(x)W (z)dx = zsin(z)— [ 1-sin(z)dx =
xsin(x) + cos(x)

d) [In(z)*dz = [g¢'(x)h(z)dz mit ¢’(z) = In(z),g(x) = zln(z) — = und
h(z) = In(z), b’ (x )—%



Damit [In(z)%dz = g(x — [g(x)W (z)dz = (xIn(z) — z) In(z) —
[(zIn(z) — 2)de = (z ln( ) — ) In(z ) f(ln( ) — D)dx = (zln(x) —
z)In(z) — (zln(z) — 2z) = zln’z — 2zlnx + 22

e) Manchmal versteckt sich der Faktor ¢’(z) = 1 im Integranden, so wie in
dieser Aufgabe:

flnﬁdl”:fg z)dr mit ¢'(z) = 1,9(z) = x und h(z) =
_ 1l-x . (1 w)+:1: _ 1

hl( ) h,( ) z (1 x)2 - z(1- 'r)

Damit [ In({% )de = g(x)h(z)— [ g(z) =zln(:5)- [ sityde =

rln(7% )+ln(17x)fxln( )+ (lfz)ln( —x)
Aufgabe 12.

a) [(222 +1)105mdx =2 [( 230 —|—1)104xdx =
1% H(z) = [ h(z) dx— L' und g(z)

Damit f (222 4+ 1)1%2dz = 3H(g(z)) = 3L (222 +
h "(x

b) fxe’g”zdz = —ffefx —2x) dx =—1[h(g(z))g
[ h(z)dz = e” und g(z) = —2?,¢'(x) = —2u.

Damit fa:e‘”’zdx =-—1H(g(z)) = —%e‘x

h(g(x))g'(z)dx mit h(x) =
"(z) = 4a.

)11 _ i(2x2 4 1)11

\./’—‘QQ

2
¢) Schreibe z2 e?*(). der Funktionsterm im Exponenten hat die Ab-
leitung 21n( ) +2= 2(1 + In(x)). Also

f(1—|—ln( )) Qrdx = [(1+In(2))e** @ dy = 1 [(2+21In(z))e?* @ dy =
2. 1 [ h(g( x)dr mit g(x) = 2zIn(z),¢'(z) = 2 + 2In(z) und h(z) =
e®, H(x ) f “’d:v =e®
Damit [(1+ ln(x))xzxdx =1H(g(z)) = te?oIn(®) = 120

Aufgabe 13.

Die Fliache eines ein Meter breiten Logos ergibt sich durch die von den Gra-
phen von f und g im Intervall [0;1] begrenzten Flidchen. Aus Symmetrie-
griilnden geniigt es, sich dabei auf die Fliche iiber [0; 2] zu beschranken und
diese anschlieflend zu verdoppeln.

no

Zunéchst sind die Schnittpunkte der Graphen zu bestimmen:

f(@) = g(z) & 32z - 1)ya(l—2)) =0

Es ergeben sich lediglich z =0, z =1 und x = 3 ! als Schnittstellen. In [0; 2]
liegt also ein einheitliches Vorzeichenverhalten vor. Durch Probieren erhélt
man

f(Ay=3L/13 <301 i)\/g: 9(3)

dx mit h(z) = e*, H(z) =



Der gesuchte Fléacheninhalt des halben Logos ist also

fo (7))dx —fo (1 —2x)\/z(1 — z)dx

= 3]0 (1 —2z)Vz — 22dx

—Sfo 1—2m)(m—x)dw

=3 [ h(g(x))g (x)dz
mit h(z) = 27, H(z) = [ h(z)dz = 22% und g(z) = 2 — 22, ¢'(z) = 1 — 2u.
Also ergibt sich mit der Substitutionsregel

S g(@) — f@))de =

[H (9(2)]z=3

Der gesamte Flacheninhalt des ein Meter breiten Logos ist dann % und des
vier Meter breiten Logos das 16-fache dieses Flacheninhaltes (Breite und
Hohe vervierfachen sich jeweils), betriagt also 8 (Quadratmeter). Das Logo

wiegt also 8 - 445 = 3560 Kilogramm.
Aufgabe 14.

Das Glas ist symmetrisch zur Ordinate, daher geniigt es den halben Flichen-
inhalt zu bestimmen und alle auftretenden Funktionen nur im Intervall [0; 3]
zu untersuchen. Der obere Teil des (halben) Glases ist die Fliche zwischen
den Graphen der Funktion f(z) = e2%~ 3 + 1 und g(z) = f(2) = e* + 3,
wobei f(z) < g(z) auf [0;2] (denn f ist streng monoton wachsend, nimmt
den groBiten Wert am rechten Intervallrand x = % an, der fiir die konstan-
te Funktion g( ) verwendet wird. Also betriagt die obere (halbe) Fliche

3
Jy 9@ = f@)de = [ (€ + 5 = (3t + }))da
3
= J7(e — 37 1)dg
= 623'3—%6%%_% —62.%‘—%6%36_%
=23 x=0
= 32— (—Ze1)
~ %624-%6_%

1

Die gesamte Fliche des oberen Teils der Figur ist 3e + e ~1 ~13.3535.

Fiir die untere (halbe) Fufi-Fliche ist die Tangente an den Graph von f im
Punkt (0]f(0)) zu berechnen, d.h. h(z) = f(0) + f'(0)z. Es ist

f0) =

(&
fll@) = 3e



also h(z) = e iz +e 3 + 3. Die Nullstelle von h legt die linke (!) Grenze
der Basis des Fufldreiecks feﬁt also

1
_1 _1 “F41
h(z) =0« 3e iz +e 1 +%:0@x:—63 —2
ze 4
-1
. . e 5
Die rechte Grenze der Basis ist dann ——*. Das Dreieck hat dann den
ze 4
Flécheninhalt
1 1
1(6724»% B (_6724*%
2 %efé 3

1 2
671—‘1-1)
Gesamtinhalt der Figur: 2e? + %e*i + (12 ~ 14, 7534 cm?
e 4
Aufgabe 15.

a) f(x) = (1+ yz hat als eine Stammfunktion F(z) =

Intervallgrenze b > 0 ist daher das gesuchte Integral
b 1

1%1:' Bei endlicher
Jo Gomyzde = F(b) — F(0)

= - (o) =1-5q
Das gesuchte Integral ist daher
Jo? e dr = Timy o N lprdr = limyo0(1— 515) = 1
b) f(z) = ln(x) hat als eine Stammfunktion F(x) = % Bei endlicher
Intervallgrenze b > 0 ist daher das gesuchte Integral
S e = F(0) — F(1) = (<25 - () =1 (242
Das gesuchte Integral ist daher
floo ln(x) da = limy_, o fb ln(z)

I

dr = limy_, (1 — (%)) =1

Der Grenzwert ergibt sich mit der Regel von L’Hospital: limp_, o lnl()b) =
limy 0o 222 =0

Aufgabe 16.

a) f(z)= 7z = @77 hat als eine Stammfunktion F(z) = 227 = 2\/z. Bei
endlicher Intervallgrenze a > 0 ist daher das gesuchte Integral
[ Lde = F(1) - F(a) =

(2v1-2ya) =2(1~ Va)
Das gesuchte Integral ist daher

fol \}dx = lim,_0 fal ﬁdm =lima—0(2(1 — Va)) =2



b) f(z) =z In(L)hat als eine Stammfunktion F(z) = 2% In 24 1% (partielle
Integration). Bei endlicher Intervallgrenze a > 0 ist daher das gesuchte
Integral

1
[lam(his = F() - F@) = 12+ 12— (et + o)
zi 4a + 2a lna
Das gesuchte Integral ist daher
f zln(2)dz = lima_o f zIn(2)dz =limgo(; — a® + 3a*Ina)

Hier ergibt sich der Grenzwert lim, _o(a?Ina) = lim,_o lf‘/(—jg =lim,_.¢ % =

0 mit der Regel von L'Hospital.
c¢) Vereinfachen Sie zunéchst den Funktionsterm f(z) = In(%;) = In(x) —

In(1—x). Aus der Stammfunktionstabelle liest man [ In(z)dz =z (Inz — 1)
ab. Hieraus folgt (Substitutionsregel mit g(z) = 1 — z,¢'(z) = —1)
JIn(1 —2z)de = —(1 — ) (In(1 — ) — 1). Also hat f die Stammfunktion
F)=z(nz-1)+(1-2)(In(l—2z)—-1)=(1-2)In(l —z)+znz-1.
Die Randgrenzwerte lauten

lim, o f(z) = —o0

lim, 1 f(z) = 4+
Es ist also das gesuchte Integral durch Aufspalten zu berechnen, wobei
sich als Aufspaltungswert x = % anbietet, weil f dort die einzige Nullstelle

hat. Betrachten Sie erst das rechte Teilintegral mit Integrationsgrenze
b<1

ff In(%£)dz = [1—2)In(l—z)+zlnz—1)"=4
= (l-2)m(l-2z)+zhs-1],_,
- l-2)ln(l-2)+zhs-1|, —1
= (1—b)In(1—b)+bIn(b) — 1 — (In(3) — 1)
= (1-5b)In(1—0b)+bln(b) + In(2)
Der Grenzwert ist dann (wieder mit L'Hospital)
f In(y%)dx = hm f In(1%)dx
= %111%((1 - b) In(1 —b) + bIn(b) + In(2)) = In(2)
—
Fiir das linke Teilintegral mit Integrationsgrenze a > 0 ergibt sich
f21n( —)dr = [(1—m)ln(1—z)+xlnx71}§ié
= (l—-2)ln(l-2z)+zlhz— 1|$:%
—(I-2)ln(l—-2)+zhz-1|,
(In(3) = 1) = (1 —a)In(1 — a) + aln(a) — 1)
—In(2) — (1 —a)In(l — a) — aln(a)



Auch hier ergibt sich der Grenzwert mit L’Hospital

f In({%)dz = = lim f2 In(%)dx
= hr%( In(2 ) (1 —a)In(l —a) —aln(a)) = —1n(2)

Beide Teilintegrale sind endlich, also existiert auch fo In(7%; )dx und ist
gleich der Summe der Teilintegrale, also
S () dr = [ In(+ d:z:+f In(12)dz = —n(2) +In(2) = 0
d) Hier ist die Integrationsgrenze x = 1 eine Definitionsliicke, also ist
1 1 . b 1
f_l [C=yEl de = %er} f—l o dx
— 1 1 qz=b
= gl_{q[—r;l]ﬁ:,l 1
= ;l_gi(*bj - (*m)) =
Aufgabe 17.

Der Flicheninhalt von B ist das uneigentliche Integral || 100 ﬁd:r, der Fldchen-

inhalt von A das uneigentliche Integral fol %dw abziiglich 1 (der Fliche des
Quadrates Q). A bzw. B haben also jeweils endlichen Flidcheninhalt, wenn

[2° Ldx < 0o baw. [; da < co. Beide Integrale werden nun als Grenzwer-

te dargestellt, wobei eine Stammfunktion F von f(z) = & = 2" bendtigt

wird. Fiir ¢ # 1 ist dies F(z) = {2 fuI‘t*llStdleSF( ) = In(x).

[1] Im Fall ¢ > 1 gilt:

b —fleeb 1t
o] gede = lim [} drde = lim (e 2h = dim (- ) =
1 1
blggo( t_l—m):ﬁ«’o
1 . 1 —tlz= : a'”t
bl o zede = (Pg})fa arde = ilg})[ﬁxl Tize = Im(5 - 79) =
. 1
(e — =) =

[2] Im Fall ¢t =1 gilt:

[a] [ de = lim f) Lde = lim In(2)]2=8 = lim ( In(b) — In(1))

b—oo b—oo
lim In(b) = co
b—oo

1 1 _ . 1 1 _ . =1 __ . _
bl Jy gde = lim [ 2de = lim[n(@)5=; = lim(In(1) — In(a))
- lirr%) In(a) = o0
a—



[3] Im Fall t < 1 gilt:

0o 1 1 b 1 s 1 1—tjz=b _ 1: 1 ploty
- Jy Fdmiblg]gofl Fdszlinolo[m:c g 17171320(71* )=

. 1 bl—t -
Jim (2 + ) = o0
13 T 11 T 1 . 1—tlz=1 _ 1 -t 1\
bl fo zrde = lim [ Zede = lim [fat 755, = lim (S — 725) =
1 1
T T 1 <

Also hat A nur im Fall ¢ < 1 und B nur im Fall ¢ > 1 jeweils endlichen
Flicheninhalt —1-

=ik
Aufgabe 18.
Firn € Nyn > 2und 2 > 1 gilt 2" > 2" & L > wn%,d.h.esist

n

f(x) > g(z). Die genannte Fliche hat also den Flidcheninhalt

[ @) = g(a)de = Timpoee [P — 27" )de

_ 1 . 1-n, 1, —njz=b
= limpoo[g2' ™" + o752

— 1i 11 1 1
= limp oo brn b—I(n—1) + n—1 n)
1 1

n—1 n
1
n(n—1)

Aufgabe 19.

Es ist das uneigentliche Integral ffooo e “dx zu bestimmen. Der Fli-
cheninhalt kann auf zwei verschiedene Arten berechnet werden: mit Hilfe
der Substitutionsregel durch Zuriickfithrung auf die Gamma-Funktion oder
mittels partieller Integration.

—nr—e

[1] Zuriickfithrung mit Substitutionsregel auf die Gammafunktion : mit g(z) =
67179/(1‘) =—e"

/ e gy = f/ (efx)"flefe_m~(fefx)d:1:

— 0 —o0

lim e~ ?
b — —

= —/_”x’ 2"t dy
1

iminfe—@
a—r — 00

0
= —/ 2" e % dx
55
= / 2" te %dx =T(n) = (n —1)!
0

Dabei wurde die Integrationsregel f: flx)dx = — fba f(z)dx (fur stetige
Funktion f) im uneigentlichen Sinne verwendet. Die Vertauschung der



Integrationsgrenzen ist mit der Interpretation des Integrals als Fliche
nicht gut vereinbar, sie ergibt sich aber sofort aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung.

[2] Anwendung der Regel der partiellen Integration auf ¢'(z) = e™"*, g(z) =
—de=m® und h(z) =e "W (z) =eoC "
[ et e = e e [ e

N J"OO e—(n+1)1 e~ dSC
n — 00
Also folgt G,,+1 = nG,,. Durch sukzessives Einsetzen erhélt man

Gn = (TL— 1)Gn,2
(n—1)(n—2)Gp_3
= (n-1)n-2)--2-1-G

Der Wert von Gist
Gi=[Tpe ™ Tdv=[e= =X, =1
Daraus folgt G, = (n —1)!

Der Darstellung im Text folgend miissten alle auftretenden uneigentlichen
Integrale der Form [ _DOOO fn(x)dx als Summe von Grenzwerten eigentlicher In-

tegrale, also z.B. in der Form EEH fao Il )dsc—|— hm fo fn(x)dz geschrieben

und die einzelnen Integrale ausgerechnet Werden Dles fihrt hier jeweils zum
genannten Ergebnis, ist aber wesentlich aufwéndiger und soll an dieser Stelle
unterbleiben.

Aufgabe 20.
a) A(z) =N(z) & 552 =5— 50 <z =" = 60.
Dazu ist der Break-Even-Preis p = A(60) = 3 = N(60).

Die Flachenanteile der Konsumentenrente und Produzentenrente ergin-
zen sich jeweils zur Fliche, die von den Graphen von A und N eingeschlos-
sen wird. Weil N(z) > A(z) fir alle 2z € [0;2*], betrdgt die Wohlfahrt
daher

J&(N(z) — Az))de = 60((5 - —x) — Lx)dz
= fo (5 — 5x)dx
= [bx— ix ]z 6o

(bz — 217x2)|x:60 — (bz — ixz)}xzo
= 150



b)

Alz) = N(z) & 22 +3=20—- 150> & 15 + oz — 1T =0 &
22 + 652 — 1700 = 0. Von den Lésungen z = 20 und z = —85 liegt nur
x = 2" = 20 im 6konomischen Definitionsbereich [0; co].

Dazu ist der Break-Even-Preis p = A(20) = 16. Die Wohlfahrt betrégt

Jo (N(z) = A(z))dz = (( 0~ 5o 2) (30 +3))da
— fo 71—001:2 — —x + 17)dx
= [—ﬁx?’ — —xz + 172)2=20
(—3007° = % 2+ 17x)‘r 20
— (= 302" — foa® + 172)| 2=0
— 550
3
3 o2
Ax) - N@) & 3 (5) +4=14-1(%)" & 5(%) =10
(%)% =8 & x = z* = 100 - 85 = 400.
Dazu ist der Break-Even-Preis A(400) = 3 - (%)% +4 =10 = N(400)
Die Wohlfahrt betréagt
* 400 N z \ 5
Jo (N(z) = A(z))dz = (( — 3 (150)7) — (1 (355) +4)dz
= fo (10 — Esg]—oxz)dx
= [10z — 2000‘“]5:300
5 5
= (10z- 2000%2)‘:1;:400 — (10— ﬁxz)’xzo
= 2400

A(z) = N(z) @e%z—kg = e 4 5e 5 & e%z—k(% —e2)es® —5=0%
(e37)3 + (2- e%)es® — 5 = . Substituiert Sie jetzt y = €37, so erhalten
Sie die Gleichung y3 + (% —e?)y—5 = 0. Wenn Sie diesen Term als Graph
eines Polynoms f skizzieren, so erkennen Sie eine Nullstelle in [2, 5; 3]. Mit
einem handelsiiblichen wissenschaftlichen Schultaschenrechner lasst sich
die Nullstelle numerisch ermitteln. Alternativ kénnen Sie das Newton-
Verfahren durchfiihren: Mit Startwert yo = 3 ergeben die ersten drei
Schritte des Newton-Verfahrens folgende Tabelle:

Ly f) fly)  =y—fw/f' )
13 5.35102 21,4503 2,75054

2 1 2,75054 0,544553 17,1467 2,71878
3 2,71878 0,00829052 16,6256 2,71828

Der zuletzt gewonnene Wert deutet auf die Losung y = e, was Sie durch
Einsetzen bestétigen:

e+ (2-ee-5=e+5-€e>-5=0




Polynomdivision ergibt
P HE-)y-5 _ o 5
— 5= =Yy teytg
und damit zwei weitere Losungen der Gleichung y2 + ey + 2 = 0, nédmlich
y~ —1,2704 und y ~ —1,4478. Von den drei gewonnen Losungen fithrt
aber nur die Losung y = 5 zu einer Losung fiir x, ndmlich e5® = Yy =
e & x = 5In(y) = 5; die anderen negativen Werte fiir y ergeben jeweils
1
eine unlésbare Gleichung e5* =y

Zur gefundenen Menge © = z* = 5 ist der Break-Even-Preis A(5) =
3% 45 =¢? 4 5 = €45 &~ 9 9985, Die Wohlfahrt ist

JE(N@) - A@)de = [2((e2 +5e757) — (€37 + 5))da
fo5(—e%"’” +5e75% 4 e? — 2)dx

[—2e3% — 25e75% + (e? — 2)a]2=3
= (—§e%m — 25e7FT 4 (€2 — E)x))

€

2
[N}
=
ot
~J
©

Aufgabe 21.

a) Der Funktionssteckbrief kann auf zwei Arten gelost werden: nach dem

5-Punkte-Programm oder mit Lagrange-Polynomen. Beide Wege sollen
hier durchgerechnet werden:

Im 5-Punkte-Programm setzen Sie N(z) = az® + bx? + cx + d mit
a,b,c,d € R an. Es sind vier Funktionswerte vorgegeben, die zu einem
linearen Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten
fihren.

d = 500

200%a +200%b 4+ 200c +d = 400

800%a + 800%b + 800c +d = 200
1000%a + 1000°b 4+ 1000c +d = 0

Sie setzen die bereits vorliegende Losung d = 500 in die zweite, dritte
und vierte Gleichung ein, und l6sen diese Gleichungen nach ¢ (bzw. nach
—c) auf, das ergibt:

d = 500
200%a+200b+ 1 = —c
800%a +800b+ 2 = —c

1000%a 4+ 10006 + 5 = —c



Sie setzen die zweite mit der vierten und die dritte mit der vierten Glei-
chung gleich und 16sen die vierte Gleichung nach ¢ auf:

d = 500
200%a 42006+ 5 = 1000%a + 1000b + &
800%a +800b+F = 1000%a + 1000b + %
¢ = 1000%a + 1000b+ }

Sie vereinfachen die zweite und vierte Gleichung und lésen sie jeweils
nach b auf:

d 500

b = —1200a

b = —1800a — 1555

c 1000%a + 1000b + &

Sie setzen die zweie und dritte Gleichung iiber b gleich:

d = 500

b = —1200a
1800a + 1555 = 1200a

¢ = 1000%a+ 1000b + &

Sie bestimmen die Losung der dritten Gleichung in a und setzen erst fiir
b, anschliefend fiir ¢ ein:

a - 9601000
b = 1200 _ _1

960000 = 80D ) o
¢ = 1000°(—g55000) + 1000(g55) + 5 = 3
d = 500

Die gesuchte Funktion lautet also N (z) = —mmg’ + ﬁxz + %—Zm -+ 500

Losung der Aufgabe mit Lagrange-Polynomen: Wegen N (1000) = 0 wer-
den nur drei Polynome bendtigt:

_ (2—200)(z—800)(z—1000) __ 1 2 1,329
pi(z) = 500 (%)7(200))((37800)5((3571000))_ 1607 ~ 330000% — 82 1+ 500
- 2—0)(2—800)(z—1000) 1 3 3 92, 10
p2(z) = 400(20(()—0)8%00—80())2(200—1(300) = 230000% — d00% T 3%
_ 2—0)(2—200)(z—1000) ~ _ 1 .2 1 .3_ 5
ps(x) = 200 (550—0)(800—200) (800—1000) — 200% ~ 280000% ~ 127
Das gesuchte Polynom lautet dann
N@) = pile) +pala) + o)

- __1 .3 1 2 17
= 5600002 T 500% 217 + 500

b) Break-Even-Preis durch Gleichsetzen von Angebots- und Nachfragefunk-



A(x) = N(x)
1 17
< T = 96000037 + 800“’32 242 + 500
S —geao0?” + seo2® — 232 +500 =0

& 2% —12002% + 116000090 — 480000000 = 0

Das Erraten einer Nullstelle durch Ausprobieren aller Teiler des konstan-
ten Gliedes 480000000 = 2'° - 3 - 5'list hier nicht zielfithrend. Wenn Sie
den Graphen (z.B. mit GeoGebra) skizzieren, so erkennen Sie eine Null-
stelle in der Ndhe von x = 600. Tatséchlich ist x = 600 eine Nullstelle
des Polynoms und es gilt

3 2
x”—1200x +1;206000()01—480000000 — .’172 — 600z + 800000

wobei das gewonnene quadratische Polynom keine Nullstelle mehr hat
(Ohne Skizze ergibt sich die Nullstelle 2 = 600 ndherungsweise mit dem
Newton-Verfahren und dem Startwert & = 0 nach vier Iterationen, auch
wissenschaftliche Taschenrechner kénnen die Nullstelle bestimmen)

Der Break-Even-Preis lautet p = A(600) = 300.

Als Produzentenrente erhalten Sie foﬁoo %xdm = 90000
Die Wohlfahrt ist

f§°°<N<x> ~ Ala))do
fo 960 00037 + 800932 - 2456 + 500)dzx

[~ sea0000%" + za05%° — 302 + 500x]2=5%
1
— sre o0 600% + 24006003 296002 + 500 - 600

138750

Die Konsumentenrente ist dann die Wohlfahrt abziiglich der Produzen-
tenrente, also 138750 — 90000 = 48 750.

Aufgabe 22.

Zum Aufgabenkontext wurden wir durch einen Beitrag des WDR-~Wissenschafts-
magazins ,,Quarks&Co“ angeregt.!

a) Zur Nachfragefunktion N(z) = 250 — 2z + 522 — goesgg2” ist der

1000 1000000
Maximalabsatz x,, diejenige maximale Stelle mit N(x,,) > 0. Uberlegen

Sie sich zunéchst, dass N monoton fallend ist, dann ist die Suche nach
dem Maximalabsatz gleichbedeutend mit der Suche nach einer Nullstelle
der (stetigen) Funktion N. Die Monotonie von N erkennt man wie folgt:

'http://www.wdr.de/tv/quarks/sendungsbeitraege/2006/0926/007_spinne.jsp



d)

die Ableitung lautet N'(z) = — 15505552 + 505% — 3 - Diese nach unten
gedffnete Parabel hat keine Nullstellen, also ein einheitliches Vorzeichen.
Wegen N’(0) = —3 < 0 gilt also N'(z) < 0 fiir alle z > 0. Daher ist N

monoton fallend.

Der 6konomische Definitionsbereich ist das Intervall [0; x,,] mit dem noch
zu bestimmenden Maximalabsatz: Hier kann man das Newton-Verfahren
anwenden und erhélt mit dem Startwert = = 0 folgende Tabelle:

x N(x) N'(z) x— N(z)/N'(z)

10, 250, 0,5 500,

2 | 500, 125, —0,25 1000,

3 | 1000, —250, -1,5 833,333
4 833,333 50,9259 —0,916667 777,778
5 777,778 —4,45816 —0,759259 771,906
6 771,906 —0,0457671 —0,743705 771,845
7 771,845 —4,98251 %106 —0,743543 771,845

Der Wert x,, ~ 771,845 wird abgelesen. Weil nur ganzzahlige Werte
sachlogische Sinn ergeben, wird man x,, = 771 verwenden.

Die zweite Ableitung lautet N”(z) = =5 — 505552~ Eine Nullstelle der
zweiten Ableitung ist z1 = 1%2. Die dritte Ableitung ist hier N"/(z) =
5003000 < 0. Es liegt also elne Wendestelle von N vor, gleichzeitig ein
lokales Maximum von N’. An dieser Stelle ist also die Abnahme des
Marktpreises in Abhéngigkeit von der abgesetzten Menge maximal.

Die Erloésfunktion lautet E(z) = xzN(x), also E(x) =

o6E — 122 + 250z. Thre Ableitung ist

E'(z) =

Die einzige Nullstelle des Grenzerloses E'(z) ist = 500 (raten oder mit
Taschenrechner numerisch bestimmen oder mit Newton-Verfahren anné-
hern). Der Grenzerlos hat als kubische Funktion mit negativem Leitko-
effizient einen Verlauf, der links der Nullstelle positiv und rechts davon
negativ sein muss. Also ist E(z) auf [0; 500] monoton wachsend und auf
[500; ,,,] monoton fallend. Damit muss in z = 500 der maximale Erlos
vorliegen.

1 4
—Too0o00% T

2 _ 23750224250 000 — 62 500 000
r 4250 = —250000

1 34 3
750000%" T To00 %

Die Gewinnfunktion lautet

Gla) = El)- K@
= —Towo00®" + 1op0®° — 3%° + 2502 — (752° + 262 + 5000)
= 3 — 342 + 2242 — 5000

—To00000% T To00%" —



f)

Thre Ableitung ist G'(z) = — 555555 %° + 154> — 2@ + 224. Der Grenzge-
winn hat als einzige Nullstelle z = 350 (raten oder numerisch bzw. mit
Taschenrechner zu bestimmen), er ist links davon positiv und rechts da-
von negativ. Also liegt in = 350 ein globales Gewinnmaximum vor.
Der zugehorige Preis ist N(350) = 12&% = 154, 625, der Gewinn ist
G(350) = L0 — 27768,75. Fiir die Gewinnzone sind die Nullstel-
len von G zu bestimmen, diese lauten ndherungsweise = ~ 23,77 und
x ~ 599, 28. (wieder numerisch bzw. mit Taschenrechner zu bestimmen)
In diesem Intervall liegt einheitliches Vorzeichen von G(x) vor. Da Sie
fiir die in diesem Intervall liegende Stelle x = 350 bereits maximalen
Gewinn G(350) > 0 bestimmt haben, ist die Gewinnzone das Intervall
[23,77;599, 28]. Nachfolgend eine Skizze von Gewinnfunktion und (mit
Faktor 100 multiplizierter) Nachfragefunktion:

300007 :
y i E(350 | 27768.75)

20000

s
~
~<
~

"""""""""" {CP(350 | 15462.
-+

.....
~a.
~

10000

P(23.780) : Q(599.28 | 0) . | x
7’ 100 200 300 400 500 0 700 800
G

Ein Unterbieten des Preises ist nur dann mdglich, wenn die minima-
len durchschnittlichen Kosten (das Betriebsoptimum) diesen Preis unter-
schreitet. Die Durchschnittskostenfunktion ist

1 .2 .
h(z) = £ — 102 IR — fi(a) = o + 26 + 20

Sie hat die Ableitung k'(z) = 1—10 — 5220 = %, mit der eindeuti-
gen Nullstelle 100v/5 und einem Vorzeichenwechsel von — nach +. Es
liegt daher dort das Betriebsoptimum mit k(lOO\/g) =205+ 26 = 70,
721 > 70. Daher kénnte DryTEX den Konkurrenzpreis langfristig nicht

unterbieten.

Die Angebotsfunktion ist A(z) = ax? + bx + ¢ mit A(0) = 80, A(200) =



100 und A(600) = 200, d.h.

c = 80
200%a +200b +c¢ = 100
600%a + 600b +c = 200
Setzt man ¢ = 80 ein so ergibt sich
c = 80
200%a + 2000 = 20
600%a + 6006 = 120
Jetzt 16sen Sie die zweite und dritte Gleichung nach b auf:
c = 80
b = 15— 200a
b = 1—600a

Und durch Gleichsetzen der zweiten und dritten Gleichung tiber b erhal-
ten Sie

c = 80
1 b = %%—200a
& —200a = 1—600a

Durch Auflésen der dritten Gleichung nach b und Einsetzen in die zweite
Gleichung bekommen Sie dann die gesuchten Koeffizienten

c = &0
_ 1
a = 7000
p o= 200 _ 1

10 ~ 4000 — 20
Die gesuchte Angebotsfunktion ist A(z) = g5 + 552 + 80
Der Break-Even-Punkt wird durch Gleichsetzen von Angebot und Nach-
frage gewonnen

A(z) = N(x)
1,2 1 _ 1 1.2 1

= W(J(l)m "’327)95 j 802_ 21510 — 3%+ 19562 ~ Tooo000~

©  Tooooo0? — aooo® + 0% — 170=0

& 2% — 75022 + 550 0002 — 170000 000 = 0
Mit einer Skizze der Graphen von A und N erkennen Sie, dass die Losung
dieser Gleichung in der Ndhe von z = 400 liegen muss. Das Newton-
Verfahren mit diesem Startwert ergibt folgende Tabelle.

Es ist also o* ~ 413,75. Der zugehorige Preis lautet A(413,75) = 143,
48. Mit diesem Wert lautet die Produzentenrente

3



Die Konsumentenrente ist
ST (N (x) — N (413,75))da ~ 17556, 89

Die Wohlfahrt ist Summe aus Konsumenten- und Produzentenrente, also
etwa 16084, 64 + 17556, 89 = 33641, 53

Beachten Sie, dass diese Werte nicht ganz genau mit den Kontrollergeb-
nissen libereinstimmen. Die Abweichung ist auf die Rundung auf zwei
Nachkommastellen zuriickzufithren Mit einem wissenschaftlichen Schul-
taschenrechner kann man beispielsweise den Break-Even-Punkt auf sie-
ben Nachkommastellen genau als x* ~ 413, 7495987 anndhern. Mit die-
sem Wert lautet die der Break-Even-Preis unter Verwendung der Ange-
botsfunktion A(413,7495987) ~ 143, 484662 5 und die Produzentenrente

f413,7495987

; (A(413,7495987) — A(x))da ~ 16084, 596 35

Der Break-Even-Preis unter Verwendung der Nachfragefunktion ist

N (413,7495987) = 143, 484662 6. Die Konsumentenrente ist

f413,7495987

; (N () — N(413,7495987))dx = 17556, 856 33

Die Wohlfahrt ist Summe aus Konsumenten- und Produzentenrente, also
etwa 16084, 596 35 + 17556, 856 33 = 33641, 45268

Skizze von Angebots- und Nachfragefunktion und Wohlfahrt mittels Geo-
Gebra:
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