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Dr. Pascal Kerschke  Dr. Ingolf Terveer Datenanalyse Sommersemester 2018 1



2 Zufallsvektoren

2 Wabhrscheinlichkeitsrechung - Zufallsvektoren

— bisher: Verteilungen einzelner Zufallsvariablen

< jetzt: Ergebnis eines Zufallsexperimentes sind mehrere Zufallsvariablen

Die Wirtschaftslage am Ende einer Periode wird als Zufallsvorgang betrachtet. Ver-
schiedene statistische Variablen spiegeln die wirtschaftliche Situation wider.

X: Bruttoinlandsprodukt, Y: Inflationsrate, Z: Arbeitslosenquote
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2 Zufallsvektoren

2 Wabhrscheinlichkeitsrechung - Zufallsvektoren

— bisher: Verteilungen einzelner Zufallsvariablen

< jetzt: Ergebnis eines Zufallsexperimentes sind mehrere Zufallsvariablen

Die Wirtschaftslage am Ende einer Periode wird als Zufallsvorgang betrachtet. Ver-
schiedene statistische Variablen spiegeln die wirtschaftliche Situation wider.

X: Bruttoinlandsprodukt, Y: Inflationsrate, Z: Arbeitslosenquote

< von Interesse sind neben den einzelnen Verteilungen der Zufallsvariablen
insbesondere auch die Zusammenhange

— Bei geeigneter Modellierung liegt allen Zufallsvariablen dieselbe
Grundgesamtheit © und dasselbe WS-Modell P zugrunde.

— Liegt w € Q vor, kénnen die Werte der Zufallsvariablen direkt berechnet
werden.

— Zusammenfassung der einzelnen Zufallsvariablen zu einem Zufallsvektor
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2 Zufallsvektoren

Memo DuW: Zufallsvariablen

— Die von einer statistischen Variablen X erfassten Objektdaten x = X(w) sind
zufillige Werte. X wird daher auch als Zufallsvariable (ZV) bezeichnet.
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Memo DuW: Zufallsvariablen

— Die von einer statistischen Variablen X erfassten Objektdaten x = X(w) sind
zufillige Werte. X wird daher auch als Zufallsvariable (ZV) bezeichnet.

— Fiir die Grundgesamtheit Q liegt ein WS-Modell P vor, das sich auf die mit X
erfassten Objektdaten tibertrigt. Sprechweise: (induzierte) Verteilung von X
(Symbol L(X)).
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2 Zufallsvektoren

Memo DuW: Zufallsvariablen

— Die von einer statistischen Variablen X erfassten Objektdaten x = X(w) sind
zufillige Werte. X wird daher auch als Zufallsvariable (ZV) bezeichnet.

— Fiir die Grundgesamtheit Q liegt ein WS-Modell P vor, das sich auf die mit X
erfassten Objektdaten iibertragt. Sprechweise: (induzierte) Verteilung von X
(Symbol £(X)). Ublich sind folgende Schreibweisen:

Kurzform ausfiihrlich Erlauterung

P(X € A) P({w € Q: X(w) € A}) durch X induzierte WS von A

P(X = x) P({w e Q: X(w) = x}) Punkt-Wahrscheinlichkeit

P(X elab]) | P{weQ:a< X(w) <b}) Intervallwahrscheinlichkeit

P(X < x) P({we Q: X(w) < x}) Verteilungsfunktion (VF) Fx(x) (in x)
F'(t) inf{x € R: Fx(x) > t} Quantilfunktion (oft Umkehrfunktion von Fx)
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P(X elab]) | P{weQ:a< X(w) <b}) Intervallwahrscheinlichkeit

P(X < x) P({we Q: X(w) < x}) Verteilungsfunktion (VF) Fx(x) (in x)
F'(t) inf{x € R: Fx(x) > t} Quantilfunktion (oft Umkehrfunktion von Fx)

— Oft wird explizites WS-Modell nicht fiir Grundgesamtheit, sondern nur fiir die
von X angegebenen (meist reellen) Werte formuliert.
O diskrete ZV mit Dichte fx(x;) = P(X = x;) und >, .y P(X = x;) =1
O stetige ZV mit Dichte fx(x) = Fx(x) mit VF Fx und [% fx(x) =1
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Memo DuW: Zufallsvariablen

— Die von einer statistischen Variablen X erfassten Objektdaten x = X(w) sind
zufillige Werte. X wird daher auch als Zufallsvariable (ZV) bezeichnet.

— Fiir die Grundgesamtheit Q liegt ein WS-Modell P vor, das sich auf die mit X
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P(X < x) P({we Q: X(w) < x}) Verteilungsfunktion (VF) Fx(x) (in x)
F'(t) inf{x € R: Fx(x) > t} Quantilfunktion (oft Umkehrfunktion von Fx)

— Oft wird explizites WS-Modell nicht fiir Grundgesamtheit, sondern nur fiir die
von X angegebenen (meist reellen) Werte formuliert.

O diskrete ZV mit Dichte fx(x;) = P(X = x;) und >, .y P(X = x;) =1

O stetige ZV mit Dichte fx(x) = Fx(x) mit VF Fx und [% fx(x) =1
— Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten P(X € A) im Spezialfall:

O diskret: P(X € A) = ZXiGAffX(Xi)>0 P(X = x)

O stetig: P(X €la; b]) = [ fx(x)dx und P(X =b) =0, —o0<a<b

Dr. Pascal Kerschke  Dr. Ingolf Terveer Datenanalyse Sommersemester 2018 2



2 Zufallsvektoren 2.1 Zufallsvektoren allgemein

Definition (Zufallsvektor, multivariate Zufallsvariable, MZV)

Gegeben Zufallsvariablen X; : Q — R, i =1,...,n auf einem WS-Raum (£, P):
— Der Vektor X = (X, ..., X,) heiBt dann Zufallsvektor.

— Xi,...,X, heiBen Komponenten des Zufallsvektors.

— X ist eine (multivariate) Zufallsvariable (MZV) mit Werten in R” und besitzt

eine Verteilung .
L(X) wird als gemeinsame Verteilung der X, ..., X, bezeichnet.

— Unter einer k-variaten (bzw. k-dimensionalen) Randverteilung versteht man
die gemeinsame Verteilung der ZV X ,..., X fiir eine gegebene Wahl von
Indizes 1 < i3 <--- < i, < n.

Spezialfall (k = 1): univariate Randverteilungen L(X;).
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2 Zufallsvektoren 2.1 Zufallsvektoren allgemein

Definition (Zufallsvektor, multivariate Zufallsvariable, MZV)
Gegeben Zufallsvariablen X; : Q — R, i =1,...,n auf einem WS-Raum (£, P):

(_>
(_>
(ﬁ

Der Vektor X = (Xi,...,X,) heiBt dann Zufallsvektor.

X1, ..., X, heiBen Komponenten des Zufallsvektors.

X ist eine (multivariate) Zufallsvariable (MZV) mit Werten in R” und besitzt
eine Verteilung .

L(X) wird als gemeinsame Verteilung der X, ..., X, bezeichnet.

Unter einer k-variaten (bzw. k-dimensionalen) Randverteilung versteht man
die gemeinsame Verteilung der ZV X ,..., X fiir eine gegebene Wahl von
Indizes 1 < i3 <--- < iy <n.

Spezialfall (k = 1): univariate Randverteilungen L(X;).

L(X) ist i.a. kompliziert und nur im Spezialfall diskreter oder stetiger
Zufallsvektoren einfach zu beschreiben (s.u. Spezialfille).
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2 Zufallsvektoren 2.1 Zufallsvektoren allgemein

< Werfen von zwei W4-Wiirfeln:

Q = {(1,1),(1,2),...,(1,4),(2,1),...,(2,4),...,(4,4)}

P({(w1,u2)} = 1/16
X(w) = X((w1,w2)) :=|w1 —wz| abs. Differenz der Wiirfelaugen
Y(w) = Y((wi,w2)):=wi+w;  Augensumme

(X,Y) ist ein Zufallsvektor.
— KorpergroBe und Gewicht:

Q = {w=(wk,we)lwk,ws >0}
X((wK,wc;)) = Wwe
Y((wk,we)) = wk

(X, Y) ist ein Zufallsvektor. Das zugehdrige P ist hier unspezifiziert.
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2 Zufallsvektoren 2.1 Zufallsvektoren allgemein

3.) (endliche) Bernoulli-Kette:

N unabhangige Wiederholungen desselben Bernoulli-Experiments.

Q = {w=(wi,ws,...,wn)|w, = Erfolg oder w, = MiBer!
Sei X,(w1,...,wy) = { (1) :)c:njc “liiclhs i=1,...,N

X = (X1, Xz,...,Xn) ist ein Zufallsvektor.

Versuchswiederholungen als Zufallsvektor:
— Konstruiere einen N-dimensionalen Stichprobenraum

< definiere identische Zufallsvariablen auf den einzelnen Komponenten w;
des Stichprobenraums

— fasse diese Zufallsvariablen zu einem Vektor zusammen
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2 Zufallsvektoren 2.1 Zufallsvektoren allgemein

3.) (endliche) Bernoulli-Kette:

N unabhangige Wiederholungen desselben Bernoulli-Experiments.

Q = {w=(wi,ws,...,wn)|w, = Erfolg oder w, = MiBer!
Sei X,(w1,...,wy) = { (1) :)c:n; “liiclhs i=1,...,N

X = (X1, Xz,...,Xn) ist ein Zufallsvektor.

Versuchswiederholungen als Zufallsvektor:
< Konstruiere einen N-dimensionalen Stichprobenraum

< definiere identische Zufallsvariablen auf den einzelnen Komponenten w;
des Stichprobenraums

— fasse diese Zufallsvariablen zu einem Vektor zusammen

X, ist Bernoulli-verteilte Zufallsvariable auf 2. Das einzelne Bernoulli-Experiment
ist definiert auf der Grundgesamtheit Q; := {w|w = Erfolg oder w = Misserfolg}.
Die Bernoulli-Kette ist definiert auf der Grundgesamtheit Q = Q; x --- x Q,,.
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Diskreter Fall — Gemeinsame Dichtefunktion

— Ein Zufallsvektor X = (Xi,...,Xy) heiBt diskret , wenn er héchstens Werte
in einer abzahlbaren Menge M isolierter Vektoren (xi,...,xy) annimmt.
Die moglichen Werte werden Realisationen genannt.
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Diskreter Fall — Gemeinsame Dichtefunktion

— Ein Zufallsvektor X = (X1, ..., Xn) heiBt diskret , wenn er hdchstens Werte
in einer abzahlbaren Menge M isolierter Vektoren (xi,...,xy) annimmt.
Die moglichen Werte werden Realisationen genannt.
— Ist ein MZV diskret, ist auch die zugehorige gemeinsame Verteilung diskret.
— Fiir einen MZV (Xy,..., Xy) ist die
gemeinsame diskrete Dichtefunktion definiert als

fxl,...,XN(X17 < XN

= P(X1i=x1,...,Xny =xn) fur (xg,...,xy) € M
- 0 sonst
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Diskreter Fall — Gemeinsame Dichtefunktion

— Ein Zufallsvektor X = (X1, ..., Xn) heiBt diskret , wenn er hdchstens Werte
in einer abzahlbaren Menge M isolierter Vektoren (xi,...,xy) annimmt.
Die moglichen Werte werden Realisationen genannt.
— Ist ein MZV diskret, ist auch die zugehorige gemeinsame Verteilung diskret.
— Fiir einen MZV (Xy,..., Xy) ist die
gemeinsame diskrete Dichtefunktion definiert als

fxl,...,XN(X17 < XN

) = P(X1i=x1,...,Xny =xn) fur (xg,...,xy) € M
- 0 sonst

Es gilt (bzw. muss gelten, damit eine diskrete Dichte vorliegt):

O fx %, xu (X1, -, xn) >0
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Diskreter Fall — Gemeinsame Dichtefunktion

— Ein Zufallsvektor X = (X1, ..., Xn) heiBt diskret , wenn er hdchstens Werte
in einer abzahlbaren Menge M isolierter Vektoren (xi,...,xy) annimmt.
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fxl,...,XN(X17 < XN

) = P(X1i=x1,...,Xny =xn) fur (xg,...,xy) € M
- 0 sonst

Es gilt (bzw. muss gelten, damit eine diskrete Dichte vorliegt):

D fX1,X2,...,XN(X17"‘7XN) 20 D Z fX1,...,XN(X17~~7XN):1
(x1,..., xn)EM
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Diskreter Fall — Gemeinsame Dichtefunktion

— Ein Zufallsvektor X = (X1, ..., Xn) heiBt diskret , wenn er hdchstens Werte
in einer abzahlbaren Menge M isolierter Vektoren (xi,...,xy) annimmt.
Die moglichen Werte werden Realisationen genannt.

— Ist ein MZV diskret, ist auch die zugehorige gemeinsame Verteilung diskret.
— Fiir einen MZV (Xy,..., Xy) ist die
gemeinsame diskrete Dichtefunktion definiert als

P(X1=x1,...,Xny =X fur (xg,...,xy) € M
fxl,...,xN(X17~-~,XN)={ (X1 =x1 N = Xn) (xa N)

0 sonst

Es gilt (bzw. muss gelten, damit eine diskrete Dichte vorliegt):

D thXZ’mny(Xl,...,XN) 20 D Z fX1,...,XN(X17~~7XN):1
(x1,..., xn)EM

Die diskrete Dichte wird (fiir N = 2) meist tabellarisch dargestellt (analog zur
Kontingenztafel der deskriptiven Statistik)
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Wartung einer Maschine:

X1 : Anzahl Defekte vom Typ | im Wartungszeitraum

Xo : Anzahl Defekte vom Typ Il im Wartungszeitraum

Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten (z.B. P(X; = 0,X; =0) = 0.1):

Defekt Il
0 1 2
Defekt| 0| 0.1 0.3 0.05
1/005 01 0.1
2005 005 02

[ il

Gemeinsame Dichte
80 0.1 02 0.3 04 05

1
0 05 10 15 20
Xy
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Ubung: Zweifacher W4-Wiirfelwurf mit den Wiirfen X, X,.
Bestimmen Sie die Verteilung des Zufallsvektors (X, Y) = (| X1 — Xa|, X1 + X2)




Wie ist die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt,
unabhangig von den Realisierungen der anderen Komponenten des Zufallsvektors?




Wie ist die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt,
unabhangig von den Realisierungen der anderen Komponenten des Zufallsvektors?

Sind X und Y diskrete Zufallsvektoren mit gemeinsamer diskreter Dichte fx vy,
dann werden die Dichtefunktionen

Acla) ==Y foy(xoy)  und  Ar(y) ==Y oy (xi, v)

diskrete Randdichtefunktionen von X und Y genannt.




2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Wie ist die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt,
unabhangig von den Realisierungen der anderen Komponenten des Zufallsvektors?

Sind X und Y diskrete Zufallsvektoren mit gemeinsamer diskreter Dichte fx v,
dann werden die Dichtefunktionen

() =D Foy(xioy)  und (i) =Y Fioy (X yi)

diskrete Randdichtefunktionen von X und Y genannt.

v

Wartung einer Maschine:

Die Randdichten errechnen sich durch Bildung der Zeilen-/Spaltensummen.
Defekt Il
X1/ Xz 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 03 0.05| 0.45
1 0.05 01 0.1 |0.25
2 0.05 005 02 | 03
fx, 0.2 045 0.35 1
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Ubung: Berechnen Sie in der Situation des zweifachen W4-Wiirfelwurfes (s.0.) die
Randverteilungen von (X, Y) = (| X1 — Xa|, X1 + X2)




2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

— die diskreten Randdichten lassen sich aus der gemeinsamen Dichte errechnen

— die Umkehrung gilt i.a. nicht.

Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/ X 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1+ 03— 0.05| 0.45
1 0.06 — 0.1+ 0.1 | 0.25
2 0.05 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 0.45 0.35 1
Fiir jedes 0 < & < 0.05 definiert die Tabelle gemeinsame Dichten mit unterschied-
lichen gemeinsamen Verteilungen, aber identischen Randdichten.

o
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Multinomial-Experiment und Multinomialverteilung

— Verallgemeinerung des Bernoulli-Experimentes. Statt zwei jetzt K+ 1 verschie-
dene Ausgange eines Einzel-Experimentes

O Ausgange mit WS py,...,pkt1 >0, pr+ -+ pxy1 =1
O Ausgange verschiedener Einzelexperimente als st.u. angenommen

z.B. Qualititssicherung: Statt defekt/intakt jetzt Qualitatsstufen.
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Multinomial-Experiment und Multinomialverteilung

< Verallgemeinerung des Bernoulli-Experimentes. Statt zwei jetzt K+ 1 verschie-
dene Ausgange eines Einzel-Experimentes

O Ausginge mit WS py,...,pk41 >0, pr+ -+ pxy1 =1
O Ausgange verschiedener Einzelexperimente als st.u. angenommen

z.B. Qualititssicherung: Statt defekt/intakt jetzt Qualitatsstufen.

— Experiment wird n-mal wiederholt. Xi,..., Xki1 zdhlen, wie oft Ausgang
1,..., K+ 1 eintritt.

— Die Verteilung des Zufallsvektors (Xi, ..., Xk) heiBt Multinomialverteilung
mit Parametern n, py,..., pk.

Beachte: pk.t1, Xk+1 werden hierbei nicht mitgefiihrt.
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< gemeinsame Dichte fiir (xq, ..., xx) € N§
n—!pl . prf(KH firxy+---+xk <n
f(xt, o xk) =4 xul- - xklxkp!
0 sonst
(Mit pras =1 — pr— - — s Xir = 1 — Xy — -+ — Xk)

Dazu kombinatorisches Argument:

O Partitioniere die Menge {1, ..., n} der Versuche in K + 1 Mengen der
Méichtigkeiten X1y .oy XK41-
Es gibt Mogllchkelten (Multinomialkoeffizient, vgl. DuW)

X1I XK l

O Jede Partition legt ein n-Tupel von Versuchsausgingen fest (x;-mal Ausgang
1,... ,xk+1-mal Ausgang K + 1.
Weil die Experimente unabhangig und gleichartig sind, tragt jeder derartige

XK+1

Ausgang dieselbe WS pi* - -- p, (/5.




2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Beispiel: Schokohasen

Ein Beutel enthilt 12 Schokohasen, davon fiinf aus Vollmilch-, vier aus Zartbitter-
und drei aus weiBer Schokolade.
< Nach und nach werden Schokohasen gezogen, der Typ notiert und wieder

zuriickgelegt.
— Wie ist die Wahrscheinlichkeit, dass von sechs gezogenen Schokohasen 3 aus
Vollmilch-, 2 aus Zartbitter- und 1 aus weiBer Schokolade sind?
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2 Zufallsvektoren 2.2 Diskreter Fall

Beispiel: Schokohasen

Ein Beutel enthilt 12 Schokohasen, davon fiinf aus Vollmilch-, vier aus Zartbitter-
und drei aus weiBer Schokolade.

< Nach und nach werden Schokohasen gezogen, der Typ notiert und wieder
zuriickgelegt.
— Wie ist die Wahrscheinlichkeit, dass von sechs gezogenen Schokohasen 3 aus

Vollmilch-, 2 aus Zartbitter- und 1 aus weiBer Schokolade sind?

< Multinomialverteilung mit n =6,p1 = 35, po =15 =p3=1— % = 1_32

6 (5\°/4\°/3\" 625
Fa(1:02) = 35 (E) (E) (E) = 51es 012

— Werden nur die Kategorien ,, Vollmilch” und , Nicht-Vollmilch* unterschieden,
so wird die Multinomialverteilung zur Binomialverteilung:
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und drei aus weiBer Schokolade.

< Nach und nach werden Schokohasen gezogen, der Typ notiert und wieder
zuriickgelegt.

— Wie ist die Wahrscheinlichkeit, dass von sechs gezogenen Schokohasen 3 aus
Vollmilch-, 2 aus Zartbitter- und 1 aus weiBer Schokolade sind?

< Multinomialverteilung mit n =6,p1 = 35, po =15 =p3=1— % = 1_32

6 (5\°/4\°/3\" 625
Fa(1:02) = 35 (E) (E) (E) = 51es 012

— Werden nur die Kategorien ,, Vollmilch” und , Nicht-Vollmilch* unterschieden,
so wird die Multinomialverteilung zur Binomialverteilung:

p= 1—52 B(k|p,n) = <Z> pri(1—p)" = (g) (%)3 <é)3 =028
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Ubung: Auf einem siebentigigen Skiseminar des Instituts wird téglich eine/r der
15 Teilnehmenden (2 Professoren, 5 Mitarbeiter, 8 Studierende) ausgelost, um den
Getrankevorrat zu verwalten (mehrmalige Auslosung mdglich).

— Mit welcher WS werden 1 Mitarbeiter und 6 Studierende ausgelost?
— Mit welcher WS werden nur Mitarbeiter und Studierende ausgelost?




Gemeinsame Verteilungsfunktion

Die gemeinsame (kumulative) Verteilungsfunktion Fx eines Zufallsvektors
X := (X1, X2, ..., Xn) von Zufallsvariablen X,, n=1,..., N, ist definiert als

Fxi o, xu (X1, X2, .y xiv) 1= P({w| X (w) < x1, Xo(w) < xo, ..., Xn(w) < xn})

Vx, €eR,n=1....N




2 Zufallsvektoren 2.3 Multivariate Verteilungsfunktion

Gemeinsame Verteilungsfunktion

Die gemeinsame (kumulative) Verteilungsfunktion Fx eines Zufallsvektors
X := (X1, X2, ..., Xn) von Zufallsvariablen X,, n=1,..., N, ist definiert als

Fxy %o, xu (X1, %2, . .y xn) = P{w| X1 (w) < xq, Xo(w) < %0, ..., Xn(w) < xn})

Vx, € R,n=1.... N

— da die einzelnen Komponenten die Messbarkeitseigenschaft besitzen, gilt dies
auch fiir den zugehdrigen Zufallsvektor, denn

{w|X1(w) < x1, Xo(w) < x2,..., Xn(w) < xn}

= {wlX1(w) < s} WwlXo(w) < s} (). [ HwlXn(w) < xn} € A

— dies ist insbesondere giiltig, weil simtliche Zufallsvariablen von demselben
w € Q abhdngen
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2 Zufallsvektoren 2.3 Multivariate Verteilungsfunktion

Diskreter bivariater Fall:
Fxy(x,y) =P(X <x, Y <y) =3, . >,<, fxv(x,y)

Wartung einer Maschine

X . Anzahl Defekte vom Typ | im Wartungszeitraum
Y : Anzahl Defekte vom Typ Il im Wartungszeitraum

Die Eintrdge der Verteilungsfunktion (links) ergeben sich durch Addition des Ein-
trags der Dichtefunktion summiert zu den Zellwerten, die links und oberhalb liegen:
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2 Zufallsvektoren 2.3 Multivariate Verteilungsfunktion

Diskreter bivariater Fall:
Fxy(x,y) =P(X <x, Y <y) =3, . >,<, fxv(x,y)

Wartung einer Maschine

X . Anzahl Defekte vom Typ | im Wartungszeitraum
Y : Anzahl Defekte vom Typ Il im Wartungszeitraum

Die Eintrdge der Verteilungsfunktion (links) ergeben sich durch Addition des Ein-
trags der Dichtefunktion summiert zu den Zellwerten, die links und oberhalb liegen:

fX,Y (X7 y) FX,Y(X7 y)
Defekt Il Defekt Il
0 1 2 0 1 2
Defekt | 0 | 0.1 0.3 0.05 Defekt | 0 | 0.1 0.4 0.45
1005 0.1 0.1 1015 055 0.7
21005 005 0.2 21 02 0.65 1
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2 Zufallsvektoren 2.3 Multivariate Verteilungsfunktion

Diskreter bivariater Fall:
Fxy(x,y) =P(X <x, Y <y) =3, . >,<, fxv(x,y)

Wartung einer Maschine

X . Anzahl Defekte vom Typ | im Wartungszeitraum
Y : Anzahl Defekte vom Typ Il im Wartungszeitraum

Die Eintrdge der Verteilungsfunktion (links) ergeben sich durch Addition des Ein-
trags der Dichtefunktion summiert zu den Zellwerten, die links und oberhalb liegen:

fX,Y (X7 y) FX,Y(X7 y)
Defekt Il Defekt Il
0 1 2 0 1 2
Defekt | 0 | 0.1 0.3 0.05 Defekt | 0 | 0.1 04 045
11005 0.1 0.1 1015 055 0.7
21005 005 0.2 21 02 0.65 1
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Ubung: Zweifacher W4-Wiirfelwurf mit den Wiirfen X, X,.
Bestimmen Sie die VF des Zufallsvektors (X, Y) = (| X1 — X[, X1 + X2)




Eigenschaften der gemeinsamen Verteilungsfunktion F = Fx y(Bivariater Fall)

i) F(—o0,y):= X_Iirrnoo F(x,y)=0= y—lirl]oo F(x,y) =: F(x,—00) und

F(OO, OO) = |imx_>oo,y—>oo F(X’y) =1




Eigenschaften der gemeinsamen Verteilungsfunktion F = Fx y(Bivariater Fall)
i) F(—oo,y):= lim F(x,y)=0= lim F(x,y)=: F(x,—00) und
X—r—00 y——00
F(00,00) == limy_500,y—00 F(x,y) =1
ii) Seien x; < x2 und y; < y». Dann gilt:

Pxi <X <xo,y1 <Y <o) = F(x,y2) — F(x2, y1) — F(x1,2) + F(x1, y1)




Eigenschaften der gemeinsamen Verteilungsfunktion F = Fx y(Bivariater Fall)
i) F(—oo,y):= lim F(x,y)=0= Ilim F(x,y)=: F(x,—00) und
X——00 y——00
F(00,00) == limy_500,y—00 F(x,y) =1
ii) Seien x; < x2 und y; < y». Dann gilt:
Plxa <X <x,y1 <Y < y2) = F(xe,¥2) — Fxe, 1) — F(x1,y2) + F(x1, 1)

iii) F ist rechtsstetig in jedem Argument, d.h.

lim F h,y) = lim F. h) = F,
lim x,y(x+h,y) lim x,y(X,y +h) = Fx y(x,y)




2 Zufallsvektoren 2.3 Multivariate Verteilungsfunktion

Eigenschaften der gemeinsamen Verteilungsfunktion F = Fx y(Bivariater Fall)
i) F(—oo,y):= lim F(x,y)=0= lim F(x,y)=: F(x,—o0) und
X——00 y——o00

F(00,00) := limy_00,y 500 F(x,y) =1
ii) Seien x; < xo und y; < y». Dann gilt:

Pxi < X <xo,y1 <Y < yo) = F(x2,y2) — F(x2,y1) — F(x1,y2) + F(x1, 1)
iii) F ist rechtsstetig in jedem Argument, d.h.

Aﬂﬁ) x,y(x+h,y) fii?) x,v(x,y + h) X, v(x,¥)

Korrespondenzsatz

Jede Funktion F : R? — [0, 1] mit den Eigenschaften i) und iii) und der Eigenschaft

F(x2,y2) — F(x2,y1) — F(x1,¥2) + F(x1, 1) 20 Vx1 <xo,y1 <y» (%)

legt auf eindeutige Art und Weise eine bivariate Verteilung auf R? fest.

(mit Verallgemeinerung von (x) auf multivariate Verteilungen iibertragbar)
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Wartung einer Maschine

Defekt Il
FX,Y(Xa.y) 0 1 2

0 0.1 04 045
1 0.15 055 0.7
2 0.2 0.65 1




2 Zufallsvektoren

Wartung einer Maschine

2.3 Multivariate Verteilungsfunktion

Defekt Il Defekt Il
Fx’y(X,y) 0 1 2 fx,y(X,y) 0 1 2
0 0.1 0.4 0.45 0 0.1 0.3 0.05
1 0.15 055 0.7 1 0.05 0.1 0.1
2 0.2 0.65 1 2 0.05 0.05 0.2

fxy(1,2)=P0<X<1,1<Y<2)=07-055—-045+0.4=0.1

Die diskrete Dichte (und damit die bivariate Verteilung von X, Y) lisst sich aus
Fx,y also , rekonstruieren™.
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— Fx(x) := Fx,y(x,00) und Fy(y) := Fx, y(co,y) werden
Randverteilungsfunktionen von X und Y genannt

‘ Defekt Il
Fxvy(x,y) | O 1 2 Randverteilungsfunktion von X
Defekt | 0 0.1 04 045
1 0.15 055 0.7 Randverteilungsfunktion von Y
2 02 065 1;1

(bei endlich-diskreten Verteilungen als untere Zeile/rechte Spalte der Tabelle zu
Fx y ablesbar)




2 Zufallsvektoren 2.4 Stetige Zufallsvektoren

Stetige Zufallsvektoren

Ein Zufallsvektor = (Xi, ..., Xy) heiBt N-dimensionaler stetiger Zufallsvektor,
wenn mit einer geeigneten Funktion fx, . x, > O fiir die multivariate VF gilt:

XN X1
FXl,..‘,XN(XlwwaXn) :/ / le’_,.,XN(Ul,...7UN)dU1...dUN
—0o0 —o0

Die Funktion fx, . x, heiBt gemeinsame Dichtefunktion der Zufallsvariablen
X1, ..., Xn. Die zu einem stetigen Zufallsvektor gehorende gemeinsame Verteilungs-
funktion heiBt absolut stetig.
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2 Zufallsvektoren 2.4 Stetige Zufallsvektoren

Stetige Zufallsvektoren

Ein Zufallsvektor = (Xi, ..., Xy) heiBt N-dimensionaler stetiger Zufallsvektor,
wenn mit einer geeigneten Funktion fx, . x, > O fiir die multivariate VF gilt:

XN X1
FXl,...,XN(X1;~-~7Xn) = / / fxl’”_,XN(Ul,...7UN)dU1...dUN
—o0 —o0

Die Funktion fx, . x, heiBt gemeinsame Dichtefunktion der Zufallsvariablen
X1, ..., Xn. Die zu einem stetigen Zufallsvektor gehorende gemeinsame Verteilungs-
funktion heiBt absolut stetig.

Sei (X, Y) ein 2-dimensionaler stetiger Zufallsvektor. Dann |38t sich die gemeinsame
Dichtefunktion fx, y aus der gemeinsamen Verteilungsfunktion berechnen:

62FX,Y(Xa.y)

fX,Y(Xay): axay
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2 Zufallsvektoren 2.4 Stetige Zufallsvektoren

Randdichten

Wenn (X Y) ein 2-dimensionaler stetiger Zufallsvektor ist, dann werden die
Dichtefunktionen

o

fx(x) = /_OO x,v(x,y)dy und fy(y) ::/ x,v(x,y)dx

— 00

stetige Randdichtefunktionen von X bzw. Y genannt.
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2 Zufallsvektoren 2.4 Stetige Zufallsvektoren

Beispiel stetige gemeinsame Dichtefunktion

1 3
=x1+2x 0<x,x <1
£ % (X1, x0) = { z z ’ ’

0 sonst

1 1
/ / .. x (X1, x2) dxydxo
1 1 1
/ </ = X2 Xm) dX2
0 0 2
1
1 x2 3 1
5 = |IEL d
E = /o (2 + 2X2 [X1]0> IXo
- 4 1
g'0,0 02 04 06 08 100'0 A <

X1

X, x, (X1, x2) ist eine Dichte:
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2 Zufallsvektoren

% (X1, x2) = { 0

2.4 Stetige Zufallsvektoren

Ixi+3x 0<x,% <1,

sonst

1.0 fii5 2.0

0.5

o
0.0 02 04 06 08 10

X1

Dr. Pascal Kerschke

0.0

Dr. Ingolf Terveer

Randdichten:

le (Xl) =

sz (XQ) =

Datenanalyse

Sommersemester 2018
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2 Zufallsvektoren 2.4 Stetige Zufallsvektoren

1 3
£ (X X): §X1+§X2 O§X1,X2§1,
X1, X\ ALy 2 0 sonst

Randdichten:

o) = [ (Ras30)d
X1\ X1 = ; 2x1 2X2 x>

2.0

£ 1, 3[3 ! 3

o = =X - | = = =X -
3 1% 2722, 'y
° o () /1 L3 Vo= 30 L
o X = —X — X X1 = <X -
0 02 04 05 08 100 2%\ 0 2 ! 2 2 ! 2 2 4

X1
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2 Zufallsvektoren

2.4 Stetige Zufallsvektoren

fo Ix+3x 0<x,%<1,
el = 0 sonst
Randdichten:
a1 1
- 1 3
fx,(x1) = / (—xl + —X2> dxp
, \2t "2
37 1
1,33 1
— — X — | = = —X =
2722, "y
0 |
° 1
3 3
fx,(x) = —x1+=x | dxq==-x+ —
00 02 04 06 08 10 0o \2 2 2
Xi
Dr. Pascal Kerschke  Dr. Ingolf Terveer Datenanalyse Sommersemester 2018 27




2 Zufallsvektoren 2.4 Stetige Zufallsvektoren

— jede Randdichte ldsst sich aus der gemeinsamen Dichte bestimmen,
umgekehrt gilt das nicht:

Beispiel (Ubung)

iy (X, y, @) = () (V)L +a- (2Fx(x) - 1)(2Fy(y) -1)] V-1<a<1

mit Randdichten fx, fy und Randverteilungen Fx, Fy. Dann gilt:
(i) fx,y ist eine bivariate stetige WS-Dichte fiir jedes «

(ii) fx und fy sind Randdichten von fx y fiir jedes a.
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Zufallsvariablen X, ..., Xy heiBen (stochastisch) unabhangig (st.u.), wenn fiir
alle Ereignisse Ay, ..., Ay gilt:

P(X; € A1,...,Xn € An) = P(Xy € Ay) x -+ x P(Xy € Ap)




2 Zufallsvektoren 2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariabl

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Zufallsvariablen X, ..., Xy heiBen (stochastisch) unabhangig (st.u.), wenn fiir
alle Ereignisse Ay, ..., Ay gilt:

P(Xl€A1,...,XNEAN):P(X1€A1)X~-~XP(XN€AN)

Fiir diskrete und stetige Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion
Fx,.... xy und gemeinsamer Dichtefunktion fx, . x, lauten gleichwertige Kriterien
fir st.U.

(I) FXl,...,XN(XlaX2; e ,XN) = vazl FX,-(XI) VXl, ey XN

(i) fooxw (X1 x2, o) = [Ty fi (%) Vxa, o xu
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2 Zufallsvektoren 2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariabl

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Zufallsvariablen X, ..., Xy heiBen (stochastisch) unabhangig (st.u.), wenn fiir
alle Ereignisse Ay, ..., Ay gilt:

P(Xl€A1,...,XN€AN):P(X1€A1)X~-~XP(XN€AN)

Fiir diskrete und stetige Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion
Fx,.... xy und gemeinsamer Dichtefunktion fx, . x, lauten gleichwertige Kriterien
fir st.U.

(I) FXl,...,XN(XlaX2; e ,XN) = vazl FX,-(XI) VXl, ey XN

(i) fooxw (X1 x2, o) = [Ty fi (%) Vxa, o xu

u.i.v.-Folgen

Eine Folge X1, X5, ..., Xy, ... von Zufallsvariablen heiBt u.i.v-Folge, wenn sie alle
dieselbe Verteilung haben und je endlich viele stochastisch unabhéngig sind.
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2 Zufallsvektoren 2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariabl

fxy(x,y) = e & fiirx,y >0

Fiir die Randdichten gilt:

fx(x) = / fx’y(x,y)dy:/ e~ gy
0

— 00
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2 Zufallsvektoren 2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariabl

fxy(x,y) = e & fiirx,y >0

Fiir die Randdichten gilt:

fx(x) = / fx’y(x,y)dy:/ e~ gy
0

— 00

oo
= e‘x/ e Ydy =
0
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2 Zufallsvektoren 2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariabl

fxy(x,y) = e & fiirx,y >0
Fiir die Randdichten gilt:

fx(x) = / fx’y(x,y)dy:/ e~ gy
0

— 00

= e /Ooo eVdy=e " [~e V| =0~ (-1)] =€

fy(y) = e analog
= foy(xy) = e 0 =ee™ = f(x)fy(y)
= X und Y sind stochastisch unabhangig
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Ubung: Priifen Sie, dass f(x,y) = fx.y(x,y) = Lx(x +y) auf [0;1] x [0;1] eine
WS-Dichte ist und berechnen Sie die Randverteilungen sowie die gemeinsame
Verteilungsfunktion. Sind X, Y st.u.?







Zusammenhang zwischen st.u. Ereignissen und st.u. Zufallsvariablen:

Memo DuW: Stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen

— Zwei Ereignisse A, B heiBen st.u., wenn P(AN B) = P(A)P(B)

— Ereignisse Ay, ..., A, heiBen st.u., wenn fiir jede beliebige Auswahl von k < n
Ereignissen Aj ..., A; gilt P(A,N---NA;,) = P(A;) X --- x P(A;,)




2 Zufallsvektoren 25 UrelismsEEdh

Zusammenhang zwischen st.u. Ereignissen und st.u. Zufallsvariablen:

Memo DuW: Stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen

— Zwei Ereignisse A, B heiBen st.u., wenn P(AN B) = P(A)P(B)

— Ereignisse Ay, ..., A, heiBen st.u., wenn fiir jede beliebige Auswahl von k < n
Ereignissen Aj ..., A; gilt P(A,N---NA;,) = P(A;) X --- x P(A;,)

Memo DuW: Indikatorfunktion eines Ereignisses A

1 fallsweA
1 =)
Alw) {o falls w ¢ A

Sie ist eine Zufallsvariable mit Bernoulli-Verteilung B(1, p), p = P(A).
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2 Zufallsvektoren 25 UrelismsEEdh

Zusammenhang zwischen st.u. Ereignissen und st.u. Zufallsvariablen:

Memo DuW: Stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen

— Zwei Ereignisse A, B heiBen st.u., wenn P(AN B) = P(A)P(B)

— Ereignisse Ay, ..., A, heiBen st.u., wenn fiir jede beliebige Auswahl von k < n
Ereignissen Aj ..., A; gilt P(A,N---NA;,) = P(A;) X --- x P(A;,)

Memo DuW: Indikatorfunktion eines Ereignisses A

1 fallsweA
1 =)
Alw) {o falls w ¢ A

Sie ist eine Zufallsvariable mit Bernoulli-Verteilung B(1, p), p = P(A).

St.U. von Ereignissen vs. st.U. von Zufallsvariablen

Ereignisse Ay, ..., A, sind st.u. genau dann, wenn die ZV 14,,...,14, st.u. sind.
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Memo DuW: Momente einer Zufallsvariable

— Fiir eine (messbare) Funktion g : R — R und eine Zufallsvariable X ist

> &(xk) - fx(xk)  diskreter Fall

E(g(X)) = ff‘;o g(x) - fx(x)dx stetiger Fall

Dr. Pascal Kerschke  Dr. Ingolf Terveer Datenanalyse Sommersemester 2018 34



2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Memo DuW: Momente einer Zufallsvariable

— Fiir eine (messbare) Funktion g : R — R und eine Zufallsvariable X ist

X| X| diskreter Fall
E(g(X)) Zkg( k) ( k) )
f_ (x)dx stetiger Fall
< Spezialfille:

O Erwartungswert E(X) (mit g(x) = x)
O Varianz var(X) = E(X — E(X))? = E(X?) — (E(X))?
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Memo DuW: Momente einer Zufallsvariable

— Fiir eine (messbare) Funktion g : R — R und eine Zufallsvariable X ist

Dk g(Xk) (xk) diskreter Fall

E(g(X)) = {f_ (x)dx stetiger Fall

— Spezialfille:
O Erwartungswert E(X) (mit g(x) = x)
O Varianz var(X) = E(X — E(X))? = E(X?) — (E(X))?
— Regeln fiir ZV X, Y (sofern Erwartungswerte existieren) und a, b,c € R
O E(La) = P(A).
O E(aX + bY +c¢) =aE(X)+ bE(Y) + ¢
O var(aX + b) = a?var(X) fiir
O X, Y stu. = E(XY)=E(X)E(Y)
O X,Y, stu. = var(X + Y) = var(X) + var(Y)
— SGGZ:
Fiir u.i.v. Xq, Xo,... mit ex. Erwartungswert gilt X, =% E(X1) mit WS 1.
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Korrelationskoeffizienten

Welche Kennzahlen beschreiben den Grad des (linearen) Zusammenhangs
zwischen Zufallsvariablen X, Y?

Seien X, Y Zufallsvariablen mit Dichtefunktion fx y und existierenden Varianzen.

Kovarianz: cov(X,Y) := E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — E(X)E(Y)
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Korrelationskoeffizienten

Welche Kennzahlen beschreiben den Grad des (linearen) Zusammenhangs
zwischen Zufallsvariablen X, Y?

Seien X, Y Zufallsvariablen mit Dichtefunktion fx y und existierenden Varianzen.
Kovarianz: cov(X,Y) := E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — E(X)E(Y)
Dabei:  E(XY) =3_, ;X yi - fx,v (X, ¥i) (diskreter Fall)

E(XY) = [T [T x-y-fxy(x,y)dxdy (stetiger Fall)
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Korrelationskoeffizienten

Welche Kennzahlen beschreiben den Grad des (linearen) Zusammenhangs
zwischen Zufallsvariablen X, Y?

Seien X, Y Zufallsvariablen mit Dichtefunktion fx y und existierenden Varianzen.
Kovarianz: cov(X,Y) := E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — E(X)E(Y)
Dabei: E(XY) = Zk,ixk i - By (Xk, Yi) (diskreter Fall)

E(XY) = ffooo ffooox -y - fx y(x,y)dxdy (stetiger Fall)
Pearson-Korrelation: cor(X, Y) := cov(X, Y)/+/var(X)var(Y)

— Mit p=cor(X,Y) gilt =1 <p<1und
lpl =1 & Ja,b,c € R, mit abp < 0 und aX + bY = c fast sicher
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Korrelationskoeffizienten

Welche Kennzahlen beschreiben den Grad des (linearen) Zusammenhangs
zwischen Zufallsvariablen X, Y?

Seien X, Y Zufallsvariablen mit Dichtefunktion fx y und existierenden Varianzen.
Kovarianz: cov(X,Y) := E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — E(X)E(Y)
Dabei: E(XY) = Zk,ixk i - By (Xk, Yi) (diskreter Fall)

E(XY) = ffooo ffooox -y - fx y(x,y)dxdy (stetiger Fall)
Pearson-Korrelation: cor(X, Y) := cov(X, Y)/+/var(X)var(Y)

— Mit p=cor(X,Y) gilt =1 <p<1und

lpl =1 & Ja,b,c € R, mit abp < 0 und aX + bY = c fast sicher
— X, Y stochastisch unabhingig = cov(X,Y) = cor(X,Y) =0

(Umkehrung falsch).

Dr. Pascal Kerschke  Dr. Ingolf Terveer Datenanalyse Sommersemester 2018 35



2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.1 | 0.25
2 0.0 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.1 | 0.25
2 0.0 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1

E(XiX2) =0-(0.1+ - +0.05)+1-(0.1)+2-(0.05+0.1) +4-(0.2) = 1.2
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.1 | 0.25
2 0.0 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1

E(XiX2) =0- (0.1 +---+0.05) +1-(0.1) 4+ 2-(0.05 1 0.1)+4-(0.2) = 1.2
E(X) =
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.1 | 0.25
2 0.0 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1

E(X;Xo) =0-(0.1+---+0.05)+1-(0.1)+2-(0.05+01)+4-(0.2) =12
E(X,)=0-045+1-0.25+2-0.3=0.85
E(X?) =
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.25
2 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1
E(XiX2)=0-(0.14---+0.05)+1-(0.1)+2-( )+4-(02)=12

E(X,)=0-045+1-0.25+2-0.3=0.85
E(X?)=0-045+1-0.25+22.03 =145 var(X;) =
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.25
2 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1
E(XiX2)=0-(0.14---+0.05)+1-(0.1)+2-( )+4-(02)=12

E(X,)=0-045+1-0.25+2-0.3=0.85
E(X?)=0-045+1-0.25+22.03 =145 var(X;) = 1.45 — 0.852 = 0.7275
E(Xz)=0-0.2+1-0.45+2-0.35 =1.15
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.25
2 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1
E(XiX2)=0-(0.14---+0.05)+1-(0.1)+2-( )+4-(02)=12

E(X1)=0-045+1-0.25+2-0.3 =0.85

E(X?)=0-045+1-0.25+22-0.3 =145 var(X;) = 1.45 — 0.85% = 0.7275
E(X;) =0-0.2+1-0.45+2-0.35 = 1.15
E(X3)=0-02+1-045+22.0.35=1.85var(Xp) =
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.25
2 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1
E(XiX2)=0-(0.14---+0.05)+1-(0.1)+2-( )+4-(02)=12

E(X1)=0-0.45+1-0.25+2-0.3=0.85

E(X?)=0-045+1-0.25+22-0.3 =145 var(X;)=1.45—0.852 = 0.7275
E(X2)=0-02+1-0.45+2-0.35=1.15
E(X7)=0-0.2+1-0.45+22-0.35=1.85 var(Xp) =1.85—1.152 = 0.5275
cov(Xy, Xp) =
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.25
2 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1
E(XiX2)=0-(0.14---+0.05)+1-(0.1)+2-( )+4-(02)=12

E(X)=0-045+1-0.25+2-0.3=0.85

E(X2)=0-045+1-025+22-03 =145, var(X;)=1.45— 0.852 = 0.7275
E(X) =0-02+1-045+2-0.35=115

E(X2)=0-02+1-045+22.0.35 =185, var(Xy)=1.85— 1.152 = 0.5275
cov(Xy, Xp) =1.2—0.85-1.15 = 0.2225

cor(X1, X2) =
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2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel: Wartung einer Maschine

Defekt Il
X1/X%a 0 1 2 fx,
Defekt | 0 0.1 0.3 0.05 | 0.45
1 0.05 0.1 0.25
2 0.05 0.2 0.3
fx, 0.2 045 0.35 1
E(XiX2)=0-(0.14---+0.05)+1-(0.1)+2-( )+4-(02)=12

E(X;)=0-045+1-0.25+2-0.3=0.85
E(X?)=0-045+1-0.25+22-0.3=1.45 var(X;) = 1.45 — 0.85% = 0.7275
E(X,)=0-02+1-045+2-0.35=1.15
E(X3)=0-02+1-0.45+22-0.35=1.85 var(Xp) = 1.85 — 1.15% = 0.5275
cov(X1, X2) = 1.2 —0.85-1.15 = 0.2225

cor(Xy, Xo) = 0.2225/+/0.7275 - 0.5275 ~ 0.359

Dr. Pascal Kerschke  Dr. Ingolf Terveer Datenanalyse Sommersemester 2018 36



Ubung: Berechnen Sie in der Situation des zweifachen W4-Wiirfelwurfes (s.0.) die
Korrelation von X = [X; — X3|, Y = X1 + X5




2 Zufallsvektoren 2.6 Korrelationskoeffizienten

Beispiel stetige gemeinsame Dichtefunktion

1 3
_exat+3x00<x,% <1,
o x (31, %) = { 0 sonst
mit Randdichten fx,(x1) = 3x1 + 3, () = 3 + 1 (auf [0;1])
11 ; . 1 1 1 )
E(X1X2) =/ [ xy(5x + 3y)dxdy = [ 5x%dx [ ydy + [ xdx [3y*dy = =3
00 0 0 0 0
1
E(X1) = [, X(%X—I— %)dx: s = %
1
E(X?) =/ X2(%X+%)dx == % var(X;) = %—(%)2: %
1
EQQ) = JoyBy+3)dy =+ =3
1
EXZ) =/ V’Gy+3)dy=- =3 var(X2) = 5 — (§)° = 15
COV(Xl,Xz) % — 5 oD ﬁ
COI’(Xl,XQ) 192/ 576 192 \/3/61 ~ 0.07
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Ubung: Berechnen Sie cor(X, Y) fiir fx y(x,y) = Bx(x+ y)lpap(x,y)




— Kovarianz und Pearson-Korrelation haben empirische Analoga (DuW)
n

O sy =5 2 —x) (i — ) (und s, = /5, 5y = \/5y)




— Kovarianz und Pearson-Korrelation haben empirische Analoga (DuW)
n

O sy =5 2 —x) (i — ) (und s, = /5, 5y = \/5y)

=

Sxy

O ry =

SxSy

— Bei u.i.v.-Folgen von MZV (X, Y1),...,(Xn, Ya), ... gelten auch hier GGZ




— Kovarianz und Pearson-Korrelation haben empirische Analoga (DuW)
n

O sy =5 2 —x) (i — ) (und s, = /5, 5y = \/5y)

i=

Sxy
SxSy

— Bei u.i.v.-Folgen von MZV (X, Y1),...,(Xn, Ya), ... gelten auch hier GGZ
< z.B. bei existierenden Varianzen var(X;), var(Y;) mit WS 1:

O ry =

1< - -
Sxv = DX =X)(Yi- V) =F cov(X,Y)
i=1




— Kovarianz und Pearson-Korrelation haben empirische Analoga (DuW)
n
(und sy = /5, Sy = \/5y)

=
— Sx
U er sy

— Bei u.i.v.-Folgen von MZV (X, Y1),...,(Xn, Ya), ... gelten auch hier GGZ
< z.B. bei existierenden Varianzen var(X;), var(Y;) mit WS 1:

1 - C = n—oo
SN = XY — ¥ X, Y
Sxy = Z( ) ) > cov(X,Y)

i=1
ey = XY oy _ X Y) cor(X,Y)
Sy Sy var(X)var(Y)

— Riickschluss von Daten auf Grundgesamtheit ist (bei ,,ausreichend groBen*
Stichproben) prinzipiell moglich (z.B. Korrelationstests).
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